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内 容 简 介 

现代 控制 理论 是 自动 化 专业 的 一 门 基础 课程 . 本 书 是 作者 在 清华 大 学 、 江 南大 学 从 事 现代 控制 
理论 相关 课程 的 教学 和 科研 创新 经 验 的 结晶 , 介绍 现代 控制 理论 的 基础 知识 : 动态 系统 的 状态 空 
间 描 述 、 线 性 系统 的 运动 分 析 、 能 控 性 、 能 观测 性 、 状 态 反 馈 和 观测 器 等 ,以 及 非 线 性 系统 的 李 雅 
普 诺 夫 稳 定性 分 析 , 还 介绍 作者 在 现代 控制 理论 方面 的 一 些 最 新 研究 成 果 : 连续 系统 离散 化 、Z-S 
变换 、 卡 尔 曼 滤波 和 连续 系统 重 构 . 

本 书 不 仅 传授 知识 , 而 且 还 传授 科学 研究 与 创新 的 新 思想 和 新 方法 , 特别 是 提出 了 一 系列 值 
得 深入 研究 的 课题 , 将 引导 读者 走 上 科学 研究 的 道路 . 书 中 一 些 MATLAB 仿真 例子 为 初学 者 快速 
上 手提 供 了 学 习 蓝 本 . 本 书 既 可 作为 大 学 本 科 自 动 化 专业 “现代 控制 理论 ”课程 的 教材 ， 也 可 作为 
硕士 和 博士 研究 生 “ 线 性 系统 ”课程 的 参考 书 , 还 可 供 自 动 控制 、 电 气 自动 化 类 及 相关 电 类 专业 高 
校 教师 和 科技 人 员 选 用 . 
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| 作者 简介 
ABOUT THE AUTHOR 


丁 锋 , B, 系统 辨识 专家 、 控 制 科学 家 、 数 学 家 . 湖北 
广 水 人 (应 山 县 人 ), 清华 大 学 博士 、University of Alberta 
博士 后 、 教授 、 博士 生 导 师 . 
教育 与 工作 经 历 如 下 : 
e Ë 2004 年 10 HÆS, 江南 大 学 “太湖 学 者 ”特聘 
教授 , 博士 生 导 师 、 学 科 带 头 人 . 
e 1980 年 9 月 一 1988 年 8 H, 湖北 工业 大 学 学 士 学 
位 、 湖 北 制 药 厂 变 配 电 技术 员 . 
e 1988 年 9 月 一 2002 年 6 H, 清华 大 学 硕士 学 位 、 
博士 学 位 (优秀 博士 学 位 论文 )、 讲 师 、 副教授 , 系 
统 工程 研究 所 副 所 长 . 
e 2002 年 7 月 一 2005 年 10 H, 加 拿 大 阿尔 伯 塔 大 学 (University of Alberta, 埃 德 蒙 顿 ) 
博士 后 、 WAR. 
。 2006 年 3 一 5 月 , 香港 科技 大 学 研究 员 . 
e 2006 年 12 月 一 2007 年 2 月 、2008 年 5—12 月 ， 加 拿 大 卡尔 顿 大 学 (Carleton Uni- 
versity, ZRH) 访问 教授 . 
e 2009 年 1—10 月 ,加 拿 大 瑞 尔 森 大 学 (Ryerson University, 多 伦 多 ) WAR (包括 国 
家 公派 访问 学 者 半年 ). 
主要 学 术 成 就 如 下 : 
。《 系 统 辨 识 一 一 系统 辨识 新 论 》. 北京 : 科学 出 版 社 ，2013. 65.3 万 字 . 
。《 系 统 辨 识 一 一 辨识 方法 性 能 分 析 》. 北京 : 科学 出 版 社 , 2014. 80 TF. 
。《 系 统 辨 识 一 一 辅助 模型 辨识 思想 与 方法 》. 北京 : 科学 出 版 社 , 2017. 60 万 字 . 
。《 系 统 辨 识 一 一 多 新 息 辨 识 理论 与 方法 》. 北京 : 科学 出 版 社 , 2016. 65 万 字 . 
。 发 表 学 术 论 文 512 篇 , 其 中 SCI 收录 论文 256 篇 ，Automatica 和 IEEE Transactions 
23 i~ SIAM Journals 2 篇 , 被 SCI 期 刊 他 引 7000 余 次 . 
e 44 篇 SCI 论文 入 选 2006 一 2016 年 11 年 期 间 ESI (Essential Science Indicators) 高 被 
引 论文 全 球 前 1%, 其 中 作为 第 一 作者 发 表 24 篇 . 
。 入 选 汤 森 路 透 (Thomson Reuters) 2014 年 全 球 高 被 引 科学 家 (工程 与 计算 机 科学 两 
个 领域 ). 
。 AWARA (Thomson Reuters) 2015 年 全 球 高 被 引 科学 家 (工程 与 计算 机 科学 两 
个 领域 ). 
。 入选 汤 森 路 透 (Thomson Reuters) 2016 年 全 球 高 被 引 科学 家 (工程 与 数学 两 个 领域 ). 
。2 篇 第 一 作者 SCI 论文 入 选 “2011 年 中 国 百 篇 最 具 影 响 国际 学 术 论文 ”. 
。1 篇 第 一 作者 SCI 论文 入 选 “2012 年 中 国 百 篇 最 具 影 响 国际 学 术 论 文 ”. 


H 作者 简介 


。 1 篇 第 一 作者 SCI 论文 入 选 “2013 年 中 国 百 篇 最 具 影 响 国际 学 术 论文 ”. 

。1 篇 第 一 作者 SCI 论文 入 选 “2014 年 中 国 百 篇 最 具 影 响 国际 学 术 论 文 ”. 

° 1 篇 第 二 作者 SCI 论文 入 选 “2011 年 中 国 百 篇 最 具 影响 国际 学 术 论文 ” 和 “2014 4 
欧洲 信号 处 理 协 会 3 篇 最 佳 论文 奖 之 一 ”. 

e 发 表 在 IET Control Theory and Applications 2013 年 第 2 期 上 的 SCI 论文 “Gradient- 
based and least-squares-based iterative algorithms for Hammerstein systems using the 
hierarchical identification principle” 获 得 2015 年 IET Journals 杂志 的 最 佳 论文 奖 
“Premium (Best Paper) Awards”. 该 奖 是 IET Control Theory and Applications 杂志 
每 年 从 前 两 年 发 表 论文 中 评选 出 的 唯一 一 篇 最 佳 论文 . 

。 2008 年 入 选 江苏 省 “ 青 蓝 工程 ”中 青年 学 术 带头 人 培养 对 象 (2012 年 12 月 考核 颁发 
证 书 ). 

。 2012 年 5 月 被 授予 “无 锡 市 有 突出 贡献 中 青年 专家 ”称号 . 

他 是 Z-S 变换 、 扶 超收 敛 定 理 、 辅 助 模型 辨识 思想 、 多 新 息 辨 识 理论 、 递 阶 辨识 原理 、 
耦合 辨识 概念 、 滤 波 辨识 理念 等 的 缔造 者 . 在 现代 控制 理论 、 辅 助 模型 辨识 、 多 新 息 辨 识 
递 阶 辨识、 耦合 辨识 、 和 迭代 辨识 、 滤 波 辨识 领域 做 出 了 杰出 贡献 , 提出 了 连续 时 间 系 统 与 离 
散 时 间 系 统 间 的 Z-S 变换 、 时 变 增益 最 优 观测 器 设计 方法 、 和 鲁 棒 观 测 器 一 控制 器 设计 方法 、 
连续 时 间 系 统 重 构 方法 、 非 均匀 采样 数据 系统 参数 与 状态 递 阶 估计 方法 , 提出 了 用 于 时 变 离 
散 时 间 系 统 递 推 辨 识 方法 与 自 适 应 控制 方法 有 界 收敛 性 判定 工具 一 一 “ 摧 超 收敛 定理 ”, 研究 
和 提出 了 一 系列 辨识 新 方法 . 尤其 在 Z-S 变换 、 辨识 新 方法 、 辨识 方法 性 能 分 析 等 方面 所 作 
的 贡献 , 具有 前 瞻 性 和 开创 性 , 在 国内 外 都 处 于 领先 地 位 . 正在 出 版 《系统 辨识 学 术 专 著 从 
书 》8 部 , 每 部 60 万 字 以 上 , 各 分 册 名 称 如 下 . 


m 


第 1 分 册 《 系 统 辨识 一 一 系统 辨识 新 论 》( 已 出 版 ) 

第 2 分 册 《 系 统 辨识 一 一 系统 辨识 方法 论 》 

第 3 分 册 《 系 统 辨识 一 一 辨识 方法 性 能 分 析 》( 已 出 版 ) 

第 4 分 册 《 系 统 辨识 一 一 辅助 模型 辨识 思想 与 方法 》( 已 出 版 ) 
第 5 分 册 《 系 统 辨识 一 一 迭代 搜索 原理 与 辨识 方法 》 

第 6 分 册 《 系 统 辨识 一 一 多 新 息 辨 识 理论 与 方法 》( 已 出 版 ) 
第 7 分册 《 系 统 辨识 一 递 阶 辨识 原理 与 方法 》 


第 8 分 册 《 系 统 辨识 一 一 耦合 辨识 概念 与 方法 》 


江南 大 学 自动 化 专业 是 国家 特色 专业 , 也 是 江苏 省 品牌 专业 “现代 控制 理论 ” 是 自动 化 
专业 的 主干 课程 , 经 过 多 年 的 建设 , 现代 控制 理论 作为 自动 化 专业 精品 教材 , 得 到 “十 三 五 ” 
江苏 省 高 等 学 校 重点 教材 立项 资助 . 

现代 控制 理论 是 自动 控制 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 相对 于 经 典 控制 理论 , 现代 控制 理 
论 所 能 处 理 的 控制 问题 要 广泛 得 多 , 如 非 线性 系统 、 时 变 系统 等 . 现代 控制 理论 方法 是 自 适 
应 控制 、 最 优 控制 、 鲁 棒 控 制 、 预 测控 制 等 先进 控制 的 理论 基础 . 鉴于 现代 控制 理论 的 特点 ， 
我 们 针对 自动 化 特色 专业 和 品牌 专业 编写 一 部 具有 研究 特色 的 精品 教材 . 

本 书 是 20 多 年 来 作者 给 清华 大 学 、 江 南大 学 自动 化 专业 本 科 生 讲授 现代 控制 理论 相关 
课程 教学 经 验 、 科 学 研究 经 验 , 以 及 5 年 海外 研究 经 历 的 结晶 . 《现代 控制 理论 》 是 在 作者 
讲稿 、 讲 义 的 基础 上 , 根据 教学 过 程 中 学 生 的 反馈 以 及 作者 的 思考 , 针对 特色 专业 、 品 牌 专 
业 的 特点 , 对 课堂 讲义 进行 逐年 修改 、 补 充 、 完 善 写成 , 同时 汇集 了 作者 在 现代 控制 理论 领 
域 的 一 些 最 新 研究 成 果 . 

在 教学 过 程 中 , 鉴于 学 生 的 理解 能 力 , 在 教材 中 融入 了 一 些 知 识 点 的 总 结 、 方 法 和 步骤 
的 运用 , 增加 了 一 些 创新 思维 模式 的 启发 、 一 些 有 针对 性 的 例题 和 值得 深入 思考 的 习题 , 特 
别 是 纳入 了 现代 控制 理论 的 一 些 最 新 优秀 成 果 , 如 我 们 提出 的 连续 时 间 系 统 与 离散 时 间 系 统 
间 的 Z-S 变换 、 时 变 增 益 最 优 观 测 器 设计 、 和 鲁 棒 观 测 器 一 控制 器 设计 、 连 续 时 间 系 统 重 构 、 
非 均匀 采样 数据 系统 参数 与 状态 递 阶 估计 , 形成 了 富有 特色 专业 、 品 牌 专业 气息 的 研究 型 教 
材 . 该 教材 在 江南 大 学 10 余年 几 十 个 班级 试用 , 反应 效果 良好 . 本 教材 得 到 湖北 工业 大 学 、 
青岛 科技 大 学 、 北 京 石油 化 工学 院 、 北 京 工商 大 学 、 内 蒙古 科技 大 学 、 南 京 工业 大 学 、 常 州 
工学 院 、 上 海 海事 大 学 、 南 通 大 学 、 南 京 邮 电大 学 、 青 岛 大 学 、 青 岛 农业 大 学 等 兄弟 院 校 授 
课 教 师 的 肯定 和 好 评 . 与 国内 外 同类 教材 比较 , 本 书 主要 特色 与 创新 如 下 . 

(1) 该 书 组 织 结构 清晰 , 写作 方法 独特 . 该 书 吸收 了 国内 外 许多 教材 的 写作 优点 , 从 控制 
论 的 产生 , 到 控制 科学 的 形成 , 揭示 了 控制 方法 与 控制 问题 的 机 制 特征 . 

(2) 该 书 内 容 新 颖 、 创新 性 强 . 该 书 吸纳 了 现代 控制 理论 在 国内 外 的 一 些 最 新 研究 成 果 ， 
如 Z-S 变换 、 时 变 增益 最 优 观测 器 、 鲁 棒 观 测 器 一 控制 器 、 连续 时 间 系 统 重 构 等 . 

(3) 本 书 不 仅 传授 知识 , 而 且 传 授 科 学 研究 与 创新 的 新 思想 和 方法 . 除 重点 介绍 一 些 基 
础 知识 和 基本 方法 外 , 还 提出 了 一 系列 开放 性 的 研究 课题 , 使 读者 知晓 现代 控制 理论 中 的 研 
究 难 点 和 未 来 发 展 趋势 . 

(4) 本 书 出 版 是 及 时 的 , 使 我 国 “ 现 代 控 制 理论 ”教材 向 研究 型 教材 迈进 了 一 大 步 . 

本 书 既 可 作为 我 国 自动 化 专业 教材 , 也 可 供电 类 专业 、 控制 科 学 与 工程 学 科教 学 与 科 丰 
用 书 , 还 可 作为 有 关 技 术 人 员 、 工 程 师 的 参考 书 . 


T # 
2018 年 5 月 19 日 2:15 于 江南 大 学 C415 Office 


| 主要 符号 说 明 
DESCRIPTION OF MAIN SYMBOLS 


数 集 和 数 域 
N 自然 数 集 : N = {1,2,3,:…}. 
No 包括 0 的 自然 数 集 : No = {0, 1,2,3,…}. 
z 整数 集 : Z= {… ,一 2, 一 1,0,1,2,…}. 
Q 有 理 数 集 或 有 理 数 域 . 
R 实数 集 或 实数 域 , R := R. 
R” n 维 实 欧 几 里 得 (Euclidean) 空间 , R” := R”, 
或 n 维 实数 列 向 量 集 或 实 系数 函数 列 向 量 集 ( 列 向 量 空间 ). 
R™xn 所 有 m 行 ” 列 矩阵 构成 的 实 空间 或 实 系数 函数 空间 . 
Rlxn n 维 实数 行 向 量 集 或 实 系 数 函 数 行 向 量 集 ( 行 向 量 空间 ). 
c 复数 集 或 复数 域 ; F 代表 R 或 C. 
Cmxn m x n 复 矩 阵 集 或 复 系数 函数 矩阵 集 ; 
Fmxn 代表 Rmx" 或 Cmxm. 
c" n 维 复数 列 向 量 集 或 复 系数 函数 列 向 量 集 , Cn := Cx, 
Fnx1 =: pn 代表 R” 或 C". 
Cn n 维 复数 行 向 量 集 或 复 系 数 函 数 行 向 量 集 . 
F 代表 R sk. C. 
数 向 量 和 数 和 矩阵 
0 适当 维 数 的 零 向 量 或 零 矩阵 . 
Omxn m x n FERE. 
1 元 均 为 1 的 适当 维 数 矩 阵 . 
lmxn 元 均 为 1 的 m x n 矩阵 . 
In 元 均 为 1 的 n 维 列 向 量 , 1, := 1.1: 
I 适当 维 数 的 单位 阵 , 其 对 角 元 均 为 1, 其 余 元 均 为 零 . 
In n 阶 单位 阵 In e R”, 其 对 角 元 均 为 1, 其 余 元 均 为 零 . 
基本 数学 符号 
adj[4] 矩阵 A 的 伴随 矩阵 ，adj[L4] = det[A]A-1. 
col[X] 将 矩阵 X 的 列 按 次 序 排 成 的 向 量 . 如 


X = [zi1, 22, ,Tn] E RmXn zi € R”, i= 1,2,..… 那么 
Tı 


col[X] := ° e 及 mn. 有 的 资料 上 用 vecX 代替 col[X ]. 


Tn 
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const 常数 . 

cov cov[z,y] 表示 随机 向 量 zx 和 y 的 协 方差 阵 , 定义 为 
cov[æ, y] := El[(z — £)(y — 9)"], z := Elzl. 

DI*] D[z(t)] := var[z(t)] 表示 随机 变量 (过 程 ) z(t) 的 方差 . 

det[X] ERE X 的 行列 式 , BH det[X] := |X]. 

diag[*,*,… ,*] WB EBE. 

dim (t) 表示 向 量 p(t) 的 维 数 , 如 p(t) e R”, 则 dim e( = n. 

El* 数学 期 望 (均值 ). 

E|[*|Z;] 对 Z, KIRAAN (条 件 均值 ). 

exp(z) 指数 函数 , exp(z) = e”. 

for all for all t > 0 表示 对 所 有 t > 0, BH t= 0,1,2,…: 

for any for any t > 0 表示 对 每 一 个 上 > 0, 即 t= 1,2,3,- 

for large for large t 表示 对 大 t. 

for some for some t > 0 表示 对 某 个 t> 0, 如 t= 1,2,3,:… 中 的 一 个 . 

grad[f (2)] 标量 函数 f(z) 对 向 量 自 变量 > e R" 的 梯度 ( 列 向 量 ). 

Iml[s] s 的 虚 部 , Æ s= o + jw, o 和 w 均 为 实数 , 则 Im[s] = w. 

inf[#] 下 界 . 例如 , f(z) = exp(—z2), W inf[f(z)] = 0. 

j 虚数 单位 , 即 j VI. 

lim 极限 符号 . 

lim sup 上 界 极限 符号 . 

In[#] 以 e= 2.718281828459.… 为 底 的 自然 对 数 . 


max[*,*,… ,*] 。(*,*,… ,*) 中 最 大 者 . 
min[*, x, ,*] 。。(*,*,… ,*) 中 最 小 者 . 


Rels] s 的 实 部 , Æ s= o + jo, o 和 w 均 为 实数 , 则 Refs] = c. 

sgn(z) 符号 函数 , BI sgn(z) = 13 3 H 

star (x) Star 积 或 x 积 或 星 积 ( 即 块 矩阵 < 积 , 块 矩阵 内 积 ). 例如 ， 
x, Y: Xl Yı XıYı 
X2 Y> x; Y; XY; 

x= c l Te .. rue € a Ë 大 | . = I N 

Xp Y, Xp Y, XpYp 

sup EF. 例如 , f(z) = 1 — exp(—z2), W sup[f(z)] = 1. 

T 上 标 T 表示 矩阵 转 置 . 

tr[X] 矩阵 X 的 迹 , 即 矩阵 X 的 对 角 元 之 和 (也 等 于 x 的 特征 值 之 和 ). 

var[z(t)] 随机 过 程 (变量 ) z(t) 的 方差 , 即 var[z(t)] = E{[z(b — E(z(t))]?2}. 

|z| |z| := abs(z) 表示 z 的 绝对 值 . 

|X| |X| := det[X] 表示 方 阵 X 的 行列 式 . 

变量 和 函数 定义 


A=: X A 定义 为 成. 
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X:= A XH X. 
1) HAMRE O= E 120 
IXI HERE X 的 范 数 , 如 定义 为 |X|? := tr[ XX7] 或 |X|? := Amax[X X]. 
P 方 阵 X 的 道 矩 阵 , 定义 为 X !1X = XX! = I, sk 
X-1= adj[X]/det[X]. 
XT SERE X 的 转 置 . 
x- 矩阵 X WWE: X-T = [X] = XT]. 
K” (2) 矩阵 X Wjk E. 
grl 单位 后 移 算 子 , 如 z-1y(t) = u(t — 1). 
1O=ogO) BE O >0, jim IO) =0. 
f(t) = O(g(t)) ”表示 g(t) > 0, 存在 常数 61 > 0M ti WE |f(t)| < 61g(t), t > ti. 
P(t) 协 方差 矩阵 . 
ó 相对 参数 估计 误差 5:= Ô) — OI 或 5:= ê) — 0HE). 
6a 绝对 参数 估计 误差 ó, := ||Ó(t) — || ER ó, := 16(D — (0): 
ôo 均 方 参数 估计 初 值 偏 差 jo := E[lÊ(0) — 0||2], 或 
ôo := E[||ó(0) — 6(0)11?]. 
Ó; Kronecker delta 函数 , 56;; = Q: š Pe 
9 或 9(t) 时 不 变 或 时 变 参数 向 量 (或 参数 矩阵 ). 
O(t) 参数 向 量 (矩阵 ) 6 或 9(t) 在 时 刻 t 的 估计 . 
0(t) 参数 估计 误差 6(t) := 0(t) -9 或 6(t) := 6(t) -9(t). 
和 遗忘 因子 : 0< 和 <1. 
A[X] 方 阵 X 的 特征 值 . 
和 i[X] 方 阵 X 的 第 i 个 特征 值 . 
Amas [2X] 对 称 和 矩阵 X 的 最 大 特征 值 . 
Àmin [X] 对 称 矩 阵 X 的 最 小 特征 值 . 
c[X] 矩阵 X 的 非 零 奇异 值 (不 要 求 为 方 阵 ), 它 定义 为 
o[X] := VAX XT] R o[X] := /AXXrX]. 
oilX] EBE X 的 第 i 个 非 零 奇 异 值 . 
o2(t) È o2 噪声 {v(t)} 的 方差 . 
@ Kronecker 积 或 直 积 , 若 A = [aij] € Rx", B = [bij] € RPx4, W 


AQ B= [aj B] e RGnp)x(na), 一般 A @ B Z B @ A. 
* Star 积 或 x 积 或 星 积 ( 即 块 矩阵 + 积 , 块 矩阵 内 积 ), 定义 见 上 . 
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° Hadamard 积 , 定义 为 两 个 矩阵 对 应 元 素 相 乘 . 若 
A = [aij] € Fxn 和 B= [bij] € F”*”, IJ 
Ao B = [aij] ° [bij] = [aijbij] € Fa, 
Hadamard 积 要 求 两 个 矩阵 的 维 数 相同 . 
两 个 矩阵 的 Hadamard 积 的 例子 如 下 ， 


al a2 bi biz Qaub ai2b12 
a21 a22 |°| bai b22 |= | azbz a22b22 |. 
Qa31l a32 b31 b32 azıb3ı a32b32 
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CHAPTER 1 


绪 论 


控制 理论 包含 经 典 控 制 理论 和 现代 控制 理论 , 进一步 可 分 为 线性 控制 理论 与 非 线性 控制 
理论 . 与 经 典 控制 理论 相关 的 教材 有 《自动 控制 理论 》《 自 动 控 制 原理 》《 控 制 工程 》《 自 动 
控制 系统 》 等 , 与 现代 控制 理论 相关 的 教材 有 《现代 控制 理论 》《 线 性 系统 》《 线 性 系统 理论 》 
《 非 线性 控制 理论 》《 现 代 控制 系统 理论 》 等 . 

系统 辨识 、 控 制 理论 、 状 态 估计 是 现代 控制 论 的 基本 内 容 . 控制 理论 是 研究 基于 动态 系 
统 数学 模型 的 控制 系统 分 析 、 综 合 与 设计 , 也 就 是 说 它 是 假设 系统 模型 参数 已 知 , 在 分 析 系 
统 动态 行为 的 基础 上 , 为 达到 期 望 效果 , 对 系统 进行 反馈 综合 与 控制 器 设计 ; 系统 辨识 是 研 
究 建 立 系统 数学 模型 的 理论 与 方法 , 其 最 基本 内 容 是 利用 系统 的 观测 (输入 输出 ) 数据 , 研究 
辨识 方法 估计 系统 模型 的 参数 , 因此 模型 辨识 是 控制 理论 与 状态 估计 的 基础 ; 而 状态 估计 或 
状态 滤波 是 基于 系统 的 状态 空间 模型 , 假设 模型 参数 已 知 , 考虑 在 噪声 干扰 环境 下 , 利用 系 
统 的 观测 输入 输出 数据 , 估计 系统 的 状态 . 最 近 作者 出 版 了 4 部 系统 辨识 学 术 专 著 4. 


1.1 ”控制 论 的 产生 和 发 展 


自动 控制 思想 渊源 很 早 , 可 以 追溯 到 几 千年 前 , 但 真正 形成 控制 理论 这 门 学 科 还 是 在 20 
世纪 20 年 代 的 事情 . 后 来 由 于 基于 状态 空间 的 现代 控制 理论 的 产生 , 而 把 20 世纪 60 ER 
前 发 展 的 控制 理论 称 为 经 典 控制 理论 , 把 20 世纪 60 年 代 后 基于 状态 空间 的 控制 理论 称 为 
现代 控制 理论 . 经 典 控制 理论 的 研究 对 象 主要 为 线性 时 不 变 单 输入 单 输出 (SISO) 系统 , 其 
分 析 方 法 有 时 域 法 、 根 轨迹 法 、 频 域 分 析 法 等 .1788 E, 英国 人 詹姆斯 ， 瓦特 (James Watt, 
1736—1819) 在 他 发 明 的 蒸汽 机 上 使 用 了 离心 调 速 器 , 解决 了 蒸汽 机 的 速度 控制 问题 , 引起 了 
人 们 对 控制 技术 的 重视 . 然而 在 使 用 过 程 中 发 现在 某 些 情况 下 , 蒸汽 机 的 速度 可 能 自发 地 产 
生 剧 烈 的 振荡 . 实践 中 出 现 的 问题 , 促使 科学 家 们 从 理论 上 进行 探索 研究 . 1868 F, 英国 物理 
学 家 詹姆斯 。 ata e Eat (James Clerk Maxwell, 1831—1879) 通过 对 调 速 系统 线性 常 
微分 方程 的 建立 和 分 析 , 解释 了 瓦特 蒸汽 机 速度 控制 系统 中 出 现 的 剧烈 振荡 的 不 稳定 问题 ， 
提出 了 简单 的 稳定 性 代数 判 据 , 开辟 了 用 数学 方法 研究 控制 系统 稳定 性 的 途径 . 

此 后 , 英国 数学 家 爱德华 ， 约翰。 劳 斯 (Edward John Routh, 1831—1907) 和 德国 数学 
家 阿道夫 。 胡 尔 维 茨 (Adolf Hurwitz, 1859—1919) 把 麦克 斯 韦 的 思想 扩展 到 用 高 阶 微分 方程 
描述 的 更 复杂 的 系统 中 , 分 别 在 1877 年 和 1895 年 各 自 提出 了 直接 根据 代数 方程 的 系数 判别 
系统 稳定 性 的 两 个 著名 的 稳定 性 判 据 一 一 劳 斯 判 据 和 胡 尔 维 茨 判 据 . 这 些 方法 葛 定 了 经 典 
控制 理论 中 时 域 分 析 法 的 基础 . 

1932 年 美国 物理 学 家 了 哈 利 。 奈 奎 斯 特 (Harry Nyquist, 1889 一 1976) 提出 了 在 频 域内 研 
究 系 统 的 频率 响应 法 , 建立 了 以 频率 特性 为 基础 的 稳定 性 判 据 , 为 具有 高 质量 的 动态 品质 和 
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静态 准确 度 的 军用 控制 系统 提供 了 所 需 的 分 析 工 具 . 随后 , 韦 德 。 波 德 (Hendrik Wade Bode, 
1905—1982) 和 迈克 。 尼 科 尔 斯 (Nathaniel B. Nichols, 1914—1997) 在 1930—1940 年 进一步 
将 频率 响应 法 加 以 发 展 , 形成 了 经 典 控制 理论 的 频 域 分 析 法 . 

1948 年 , 沃尔特 。 理 查 德 。 埃 文 斯 (Walter Richard Evans, 1920—1999) 提出 了 根 轨迹 
法 , 用 作 图 的 方法 表示 特征 方程 的 根 与 系统 某 一 参数 的 变化 关系 , 当 这 一 参数 取 特 定 值 时 , 对 
应 的 特征 根 可 在 上 述 关 系 图 中 找到 , 并 且 在 控制 系统 的 分 析 与 设计 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 根 
轨迹 法 具有 直观 的 特点 , 利用 系统 的 根 轨迹 可 以 分 析 结 构 和 参数 已 知 的 闭环 系统 的 稳定 性 和 
瞬 态 响应 特性 , 还 可 分 析 参 数 变 化 对 系统 性 能 的 影响 . 钱学森 在 他 的 《工程 控制 论 》 中 用 两 
节 介 绍 这 一 方法 , 现在 几乎 所 有 的 自动 控制 理论 、 自 动 控 制 原理 或 控制 工程 的 有 关 书 籍 都 详 
细 介 绍 了 根 轨迹 方法 . 

1948 年 美国 数学 家 诺 伯 特 。 维 纳 (Norbert Wiener, 1894—1964) 把 控制 论 引 起 的 自动 化 
技术 同 第 二 次 产业 革命 联系 起 来 , 出 版 了 《控制 论 一 -关于 在 动物 和 机 器 中 控制 与 通信 的 科 
学 》, 书 中 论述 了 控制 理论 的 一 般 方法 , 推广 了 反馈 的 概念 , 为 控制 理论 这 门 学 科 的 发 展 葛 定 
了 基础 . 1954 年 , 钱学森 发 表 《 工 程控 制 论 》, 并 形成 了 控制 科学 在 20 世纪 50 年 代 和 60 年 
代 的 研究 高 潮 . 这 一 时 期 的 主要 代表 人 物 如 下 . 

氏 姆 斯 。 克 拉克， 麦克斯韦 (James Clerk Maxwell, 1831—1879), 英国 理论 物理 学 家 和 
数学 家 . 经 典 电动 力学 的 创始 人 , 统计 物理 学 的 葛 基 人 之 一 . 麦克 斯 韦 最 伟大 的 成 就 是 用 数 
学 公理 化 的 方法 把 经 典 电磁 学 理论 形式 化 、 系 统 化 , 把 前 人 互 不 相关 的 观测 、 实 验 和 电学 、 
磁 学 、 光 学 的 方程 , 融合 成 一 个 自 洽 的 理论 , 即 麦克 斯 韦 方程 组 . 麦克 斯 韦 在 电磁 学 上 取得 
的 成 就 被 誉 为 继 艾 萨 克 。 牛 顿 (Isaac Newton, 1642—1726) Z Ji, “物理 学 的 第 二 次 大 统一 ”. 
麦克 斯 韦 被 普遍 认为 是 对 20 世纪 最 有 影响 力 的 19 世纪 物理 学 家 . 他 对 基础 自然 科学 的 贡 
献 仅 次 于 艾 萨 克 。 和 牛顿 、 艾 尔 伯 特 。 爱 因 斯 坦 (Albert Einstein, 1879 一 1955). 在 自动 控制 领 
域 , 他 提出 了 简单 的 稳定 性 代数 判 据 , 开辟 了 用 数学 方法 研究 控制 系统 的 途径 . 

EF e ZENH (Harry Nyquist, 1889 一 1976), 美国 物理 学 家 , 通信 工程 师 . 1914 年 毕业 
于 北 达 科 他 大 学 电气 工程 系 , 获 理学 学 士 学 位 , 1915 年 获 理学 硕士 学 位 , 1917 年 在 耶鲁 大 学 
物理 系 获 哲学 博士 学 位 . 1917 一 1919 年 任 美国 电话 电报 公司 工程 部 工程 师 , 1919 一 1934 年 任 
开发 研究 部 工程 师 . 1934—1954 年 任 贝尔 电话 实验 研究 所 通信 系统 开发 部 咨询 工程 师 . RE 
斯 特 为 近代 信息 理论 做 出 了 突出 贡献 . 他 总 结 的 奈 奎 斯 特 采样 定理 是 信息 论 , 特别 是 通信 
与 信号 处 理学 科 中 的 一 个 重要 基本 结论 . 1928 年 发 现 信 道 带宽 和 传输 速率 间 的 关系 , 提出 著 
名 的 奈奈 斯 特定 理 , 在 现代 通信 工程 中 得 到 广泛 的 应 用 . 1932 年 发 现 负 反馈 放大 器 的 稳定 性 
条 件 , 即 著 名 的 奈 奎 斯 特 稳定 判 据 , 可 用 于 各 种 线性 反馈 系统 的 设计 . 

沃尔特 。 理 查 德 。 埃 文 斯 (Walter Richard Evans, 1920—1999), 著名 的 控制 理论 家 和 根 
轨迹 方法 的 创立 者 , 1941 年 于 华盛顿 大 学 获得 电气 工程 学 士 学 位 , 于 1951 年 加 利 福 尼 亚 大 学 
获得 电气 工程 硕士 学 位 . 曾 在 通用 电气 、 洛克 威 尔 国际 公司 以 及 福特 航空 公司 工作 , EER 
表 著 作 是 与 McGraw-Hill 合 著 的 《控制 系统 动态 》, 主要 学 术 贡 献 是 提出 根 轨迹 方法 (Root 
Locus Method). 获得 美国 机 械 工程 师 学 会 “Rufus Oldenburger Medal” 奖 以 及 1988 年 美国 
自动 控制 委员 会 “Richard E. Bellman Control Heritage Award” 奖 . 

享 德里 克 。 韦 德 。 波 德 (Hendrik Wade Bode, 1905—1982), 美国 科学 家 , 1924 年 于 俄 亥 
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俄 州立 大 学 获得 学 士 学 位 ,1926 年 在 同一 所 大 学 获得 数学 硕士 学 位 ,1935 年 于 哥伦比亚 大 
学 获得 物理 学 博士 学 位 ， 曾 任 贝 尔 实验 室 的 项 目 主管 .主要 学 术 贡 献 是 提出 了 控制 系统 频 
域 的 波 德 图 .1979 年 成 为 首位 获得 美国 自动 控制 委员 会 “The Richard E. Bellman Control 
Heritage Award” 奖 . 

诺 伯 特 。 维 纳 (Norbert Wiener, 1894—1964), 美国 数学 家 , 控制 论 的 创始 人 . 1894 年 11 
月 26 日 生 于 密苏里 州 的 哥伦比亚 , 在 其 50 年 的 科学 生涯 中 , 先后 涉足 哲学 、 数 学 、 物 理学 
和 工程 学 , 最 后 转向 生物 学 , 在 各 个 领域 中 都 取得 了 丰硕 成 果 , 称 得 上 是 恩格斯 颂扬 过 的 、 本 
世纪 多 才 多 艺 和 学 识 渊博 的 科学 巨人 . 他 一 生发 表 论 文 240 多 篇 , 著作 14 本 . 他 的 主要 著作 
有 《控制 论 》(1948 年 )、《 维 纳 选集 》(1964 年 ) 和 《 维 纳 数 学 论文 集 》(1980 E). 维 纳 还 有 两 
本 自传 《昔日 神童 》 和 《我 是 一 个 数学 家 》. 

爱德华 。 约 翰 。 劳 斯 (Edward John Routh, 1831—1907), 1849 年 在 伦敦 获得 学 士 学 
位 ,1853 年 获得 硕士 学 位 , 英国 数学 家 , 主要 学 术 贡 献 是 提出 了 劳 斯 稳定 判 据 , 根据 系统 特征 
方程 式 来 判断 特征 根 在 S 平面 的 位 置 , 从 而 决定 系统 的 稳定 性 . 由 于 不 必 求 解 方程 , 为 系统 
的 稳定 性 的 判断 带 来 了 极 大 的 便利 . 

克 劳 德 。 艾 尔 伍德 。 香农 (Claude Elwood Shannon, 1916—2001), 美国 数学 家 、 电 子 工 
程 师 和 密码 学 家 , 被 誉 为 信息 论 的 创始 人 , 1916 年 出 生 于 密歇根 州 的 Petoskey, 1932 年 进入 
密歇根 大 学 学 习 , 1936 年 毕业 于 密歇根 大 学 并 获得 数学 和 电子 工程 学 士 学 位 , 1940 年 获得 麻 
省 理工 学 院 (MIT) 数学 博士 学 位 和 电子 工程 硕士 学 位 , 1941 年 加 入 贝尔 实验 室 数 学 部 , 工作 
到 1972 年 . 1956 年 成 为 麻 省 理工 学 院 (MIT) 客座 教授 , 并 于 1958 年 成 为 终身 教授 , 1978 年 
成 为 名 誉 教授 . 香农 对 奈 奎 斯 特 采样 定理 加 以 明确 地 说 明 并 正式 作为 定理 引用 , 因此 在 许多 
文献 中 又 称 为 香农 采样 定理 , 这 是 不 恰当 的 , 至 少 应 该 称 为 奈 奎 斯 特 - 香农 采样 定理 中 

RUER B. 尼 科 尔 斯 (Nathaniel B. Nichols, 1914—1997), 美国 控制 工程 师 , 在 控制 理论 
领域 做 出 了 杰出 贡献 . 1968 年 担任 IEEE 控制 系统 社团 主席 (IEEE Control Systems Society), 
1974 年 和 1975 担任 美国 自动 控制 委员 会 (American Automatic Control Council) 会 长 , 1969 
年 获得 “Rufus Oldenburger Medal” 奖 , 1980 年 获得 “Richard E. Bellman Control Heritage 
Award” X. 主要 贡献 有 控制 系统 的 尼 科 尔 斯 图 . 
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从 20 世纪 50 年 代 末 开始 , 随 着 科学 技术 的 突飞猛进 , 尤其 是 航空 航天 技术 的 飞速 发 展 ， 
系统 结构 和 完成 的 任务 越 来 越 复杂 , 控制 理论 的 研究 对 象 由 单 输入 单 输出 、 线 性 、 定 常 系统 ， 
拓展 为 多 输入 多 输出 、 非 线性 、 时 变 系统 . 对 系统 的 控制 性 能 要 求 也 更 高 , 很 多 情况 下 要 求 
系统 的 某 些 性 能 是 最 优 的 , 对 环境 的 变化 有 一 定 的 适应 能 力 等 . 这 些 新 的 控制 性 能 用 经 典 控 
制 理 论 往往 难以 实现 , 因此 现代 控制 理论 应 运 而 生 . 现代 控制 理论 主要 包括 下 面 几 个 分 支 . 

(1) 线性 系统 理论 (Linear System Theory). 线性 系统 理论 是 现代 控制 理论 中 应 用 最 广泛 

Q) 奈 奎 斯 特 - 香农 采样 定理 是 信息 论 的 基础 , 采样 信号 频率 是 唯一 恢复 连续 时 间 信 号 的 条 件 . 它 不 是 基于 离散 时 间 
模型 重 构 连 续 时 间 系 统 的 条 件 , 连续 时 间 系 统 离散 化 是 模型 的 离散 化 , 不 涉及 信号 采样 . 对 于 连续 时 间 系 统 从 其 离散 模 
型 重 构 问 题 , 我 们 总 结 出 的 条 件 称 为 扩展 奈 奎 斯 特 - 香农 采样 定理 .最 近 的 研究 表明 , 连续 时 间 系 统 可 以 唯一 从 其 离散 
模型 重 构 的 条 件 是 连续 系统 有 实 极点 , 或 者 任意 两 个 采样 周期 比 为 无 理 数 , 参见 本 书 8.2 节 、 第 9 章 和 文献 [5,6]. 
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的 分 支 , 也 是 现代 控制 理论 的 基础 . 与 经 典 控制 理论 不 同 , 线性 系统 理论 采用 的 数学 模型 是 
状态 方程 或 状态 空间 模型 . 

(2) 最 优 控制 理论 (Optimal Control Theory). 最 优 控 制 理 论 是 在 多 种 约束 条 件 下 寻找 使 
系统 某 个 性 能 指标 泛 函 取 极 值 的 控制 规律 . 以 贝尔 曼 提 出 的 “动态 规划 ”和 庞 特 里 亚 金 提出 
的 “ 极 大 值 原理 ”为 代表 . 

(3) 系统 辨识 (System Identification). 系统 辨识 是 研究 建立 系统 数学 模型 的 理论 与 方法 . 
由 于 控制 理论 是 对 基于 对 象 的 数学 模型 进行 分 析 和 控制 , 因此 系统 辨识 是 现代 控制 理论 的 基 
础 和 重要 研究 内 容 之 一 . 辨识 广泛 应 用 于 许多 科学 和 工程 领域 , 如 化 工 过 程 、 电 力 系 统 、 航 
空 航天 、 社 会 经 济 系 统 、 生 物 生态 系统 等 . 

(4) 自 适应 控制 (Adaptive Control). 系统 模型 参数 未 知 是 对 基于 已 知 参 数 数学 模型 的 传 
统 控 制 理论 的 挑战 . 自 适应 控制 是 实时 辨识 系统 的 数学 模型 参数 , 并 按 辨识 获得 的 模型 调整 
最 优 控制 律 . 自 适应 控制 包括 模型 参考 自 适应 控制 (Model Reference Adaptive Control) 和 自 
校正 控制 (Self-tuning Control). 自 校正 控制 是 基于 参数 估计 的 单 步 预 测控 制 . 

5) 鲁 棒 控 制 (Robust Control). 鲁 棒 控制 理论 主要 解决 模型 参数 的 不 确定 性 的 控制 问 
题 , 在 设计 控制 器 时 利用 模型 确定 性 信息 ( 即 标 称 模型 参数 已 知 , 忽略 不 确定 部 分 ) 来 设计 一 
个 控制 器 , 使 得 参数 的 不 确定 部 分 变化 小 时 , 仍 能 满足 系统 性 能 指标 要 求 . 鲁 棒 控制 与 系统 
辨识 相 结 合 便 产 生 基 于 参数 估计 的 鲁 棒 控制 和 自 适 应 鲁 棒 控制 . 

6) 预测 控制 (Predictive Control). 预测 控制 理论 是 模型 参数 已 知 时 的 多 步 预 测 自 校 正 
控制 . 预测 控制 包括 基于 模型 的 预测 控制 和 基于 脉冲 响应 和 阶 跃 响 应 的 预测 控制 . 预测 控制 
是 针对 模型 参数 已 知 时 , 极 小 化 多 步 预测 误差 准则 函数 , 计算 控制 律 . 预测 控制 与 系统 辨识 
相 结 合 便 产生 基于 参数 估计 的 预测 控制 和 自 适 应 预测 控制 . 
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线性 系统 理论 是 现代 控制 理论 的 基础 , 用 状态 空间 法 描述 诸 变 量 之 间 的 因果 关系 , 不 但 
反映 了 系统 的 输入 输出 外 部 特性 , 而 且 揭 示 了 系统 的 内 部 结构 特性 . 线性 系统 理论 包括 动态 
系统 的 状态 空间 描述 、 状 态 方程 的 求解 、 能 控 性 、 能 观测 性 和 稳定 性 分 析 、 状 态 反馈 以 及 状 
态 观 测 器 设计 等 . 动力 学 系统 稳定 性 与 线性 系统 理论 的 主要 代表 人 物 如 下 . 

亚历山大 。 米 哈 伊 洛 维 奇 。 李 雅 普 诺 夫 (Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, 1857—1918), 
1857 年 6 月 6 日 生 于 俄罗斯 的 雅 罗斯 拉夫 尔 , 1880 年 圣彼得堡 大 学 毕业 , 1892 年 获 博士 学 
位 并 成 为 教授 . 1893 年 起 任 哈 尔 科 夫 大 学 教授 . 1916 年 当选 为 巴黎 科学 院外 籍 院士 . 李 雅 普 
诺 夫 是 常 微 分 方程 运动 稳定 性 理论 的 创始 人 , 1884 年 他 完成 了 “ 论 一 个 旋转 液体 平衡 之 椭 球 
面 形 状 的 稳定 性 ”一 文 , 1888 年 他 发 表 了 “关于 具有 有 限 个 自由 度 的 力学 系统 的 稳定 性 ”. 特 
别 是 1892 年 的 博士 学 位 论文 The General Problem of the Stability of Motion (运动 稳定 性 的 
一 般 问题 ) 已 经 成 为 经 典 著作 , 在 其 中 开创 性 地 提出 求解 非 线性 常 微分 方程 的 李 雅 普 诺 夫 函 
数 法 , 也 称 直接 法 , 黄 定 了 常 微分 方程 稳定 性 理论 的 基础 , 也 是 常 微分 方程 定性 理论 的 重要 
手段 . 

鲁 道夫 . 卡尔 曼 (Rudolf Emil Kalman, 1930—2016), 匈牙利 裔 美国 数学 家 , 1930 年 出 生 
于 匈牙利 首都 布达佩斯 1943 年 移居 到 美国 . 分 别 于 1953 年 、1954 年 在 麻 省 理工 学 院 获得 
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FE, 硕士 学 位 . 1957 年 于 哥伦比亚 大 学 获得 博士 学 位 . 1964—1971 年 担任 斯 坦 福 大 学 教授 . 
971 一 1992 年 任 佛罗里达 大 学 数学 系统 理论 中 心 (Center for Mathematical System Theory) 
主任 . 1972 起 任 瑞士 苏黎世 联邦 理工 学 院 数学 系统 理论 中 心 主任 直至 退休 . 2009 年 获 美 
国家 科学 奖章 . 主要 学 术 贡献 是 提出 了 卡尔 曼 滤波 理论 . 

托马斯 。 凯 拉 斯 (Thomas Kailath, 1935— ), 1935 年 6 H 7 日 生 于 印度 浦 那 . 1956 年 
6 月 于 浦 那 大 学 获得 学 士 学 位 , 1959 年 6 月 及 1961 年 6 月 于 麻 省 理工 学 院 电 气 工 程 系 获得 
硕士 和 博士 学 位 . 美国 斯 坦 福 大 学 教授 、 世 界 著 名 的 控制 与 系统 科学 专家 、 美 国 科学 院 和 工 
程 院 院士 、 第 三 世界 科学 院 院 士 和 印度 工程 院 院 士 、IEEE Fellow. 他 的 研究 兴趣 涉及 信息 理 
论 、 通 信 系 统 、 计 算 、 控 制 、 线 性 系统 、 统 计 信号 处 理 、 大 规模 集成 电路 等 . 凯 拉 斯 在 多 个 
研究 领域 做 出 了 伟大 的 贡献 , 也 是 名 著 Linear Systems (1980 年 ) 7) 以 及 Linear Estimation 
(2000 年 ) 的 作者 , 于 1991 年 获得 了 IEEE 信号 处 理 分 会 的 最 高 分 会 奖 , 在 2000 年 获得 了 
IEEE 信息 理论 分 会 的 香农 奖 等 . 
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最 优 控 制 理论 是 现代 控制 理论 的 重要 组 成 部 分 , 它 是 在 20 世纪 50 年 代 中 期 在 空间 技 
术 的 推动 下 形成 和 发 展 起 来 的 . 最 优 控 制 理论 所 研究 的 主要 问题 是 : 对 一 个 受 控 的 动力 学 系 
统 或 运动 过 程 , 根据 已 建立 的 被 控 对 象 的 数学 模型 , 选择 一 个 容许 的 控制 律 , 使 得 被 控 对 象 
达到 预定 的 目标 , 并 使 给 定 的 某 一 性 能 指标 达到 最 优 . 从 数学 上 看 , 最 优 控制 问题 就 是 求解 
一 类 带 有 约束 条 件 的 泛 函 极 值 问题 . 

解决 最 优 控制 问题 的 主要 研究 方法 包括 经 典 变 分 法 、 动 态 规划 和 极 大 值 原 理 ， 变 分 法 
是 研究 最 优 控制 问题 的 很 有 力 的 数学 工具 之 一 , 但 只 能 解决 控制 无 约束 , 即 容许 控制 属于 开 
集 的 一 类 优化 控制 问题 , 而 工程 实践 中 遇 到 更 多 的 是 有 约束 的 控制 问题 , 因此 现代 变 分 理论 
发 展 起 来 , 其 中 动态 规划 和 极 大 值 原理 是 最 常用 的 两 种 方法 . “动态 规划 ”是 美国 学 者 贝尔 
曼 (R. Bellman) 在 1953—1957 年 逐步 创立 的 . 他 依据 最 优 性 原理 , 发 展 了 变 分 学 中 的 哈密 
顿 - 雅 可 比 理论 , 构成 了 “动态 规划 ”. 极 大 值 原理 是 苏联 学 者 庞 特 里 亚 金 等 人 在 力学 哈密 顿 
原理 的 启发 下 提出 的 . 动态 规划 和 极 大 值 原理 能 够 很 好 地 解决 控制 有 闭 集约 束 的 变 分 问题 . 

最 优 控 制 在 航空 、 航 天 及 工业 过 程控 制 等 许多 领域 都 有 广泛 的 应 用 , 如 确定 一 个 最 优 控 
制 规律 使 飞行 器 由 一 个 轨道 转换 到 另 一 轨道 过 程 中 燃料 消耗 最 少 . 如 今 , 最 优 控制 理论 的 研 
究 无 论 在 深度 上 , 还 是 在 广度 上 都 有 了 很 大 的 发 展 , 如 对 分 布 参数 系统 、 随 机 系统 、 大 系统 
的 最 优 控制 理论 的 研究 等 . 最 优 控制 领域 主要 代表 人 物 如 下 . 

列 夫 。 庞 特 里 亚 金 (Lev Semenovich Pontryagin, 1908—1988), 前 苏联 数学 家 , 1908 FÆ 
于 莫斯科 , 14 岁 时 因 万 用 油 炉 爆炸 而 失明 . 1924 年 进入 莫斯科 国立 大 学 , 1928 年 毕业 , 1935 
获得 同 校 数 学 、 物 理 博士 学 位 . 虽然 双 目 失明 , 母亲 Tatyana Andreevna 为 他 阅读 数学 书籍 ， 
成 为 数学 家 . 他 的 研究 领域 涉及 拓扑 学 、 代 数 、 控 制 论 等 . 1950 年 开始 研究 振动 理论 和 最 优 
控制 理论 , 以 庞 特 里 亚 金 的 极 值 原理 著称 于 世 . 

贝尔 曼 (Richard Ernest Bellman, 1920 一 1984), 美国 数学 家 、 美国 国家 工程 院 院士 (1977 
年 )、 美 国 国家 科学 院 院士 (1983 年 )、 动 态 规划 的 创始 人 ，1941 年 于 布鲁克 林学 院 获得 数 
学 学 士 学 位 , 后 来 于 威斯康星 大 学 获得 硕士 学 位 , 1946 年 于 普林斯顿 大 学 获得 博士 学 位 . 他 
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是 南 加 利 福 尼 亚 大 学 教授 , 美国 艺术 与 科学 研究 院 成 员 (1975 E). 1949 年 贝尔 曼 在 RAND 
公司 工作 , 并 提出 了 动态 规划 , 因 在 研究 多 段 决策 过 程 中 提出 动态 规划 而 闻名 于 世 ，1957 年 
他 的 专著 Dynamic Programming (动态 规划 ) 出 版 后 , 被 迅速 译 成 俄 文 、 日文 、 德 文 和 法 文 ， 
对 控制 理论 界 和 数学 界 有 深远 影响 . 贝尔 曼 还 把 不 变 骨 入 原理 应 用 于 理论 物理 和 数学 分 析 方 
面 , 把 两 点 边 值 问题 化 为 初 值 问题 , 简化 了 问题 的 分 析 和 求解 过 程 . 1955 年 贝尔 曼 开 始 研究 
算法 、 计算 机 仿真 和 人 工 智能 , 把 建 模 与 仿真 等 数学 方法 应 用 到 工程 、 经 济 、 社 会 和 医学 等 
方面 , 取得 许多 成 就 . 贝尔 曼 对 稳定 性 的 矩阵 理论 、 时 滞 系 统 、 自 适应 控制 过 程 、 分 岔 理 论 、 
微分 和 积分 不 等 式 等 方面 都 有 过 杰出 的 贡献 . 
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控制 科学 铸造 了 时 代 的 辉煌 , 高 集成 度 计算 机 芯片 是 自动 化 控制 科学 与 技术 的 杰作 . 控 
制 科学 跨越 时 空 的 伟大 成 就 一 一 电子 设备 计算 能 力 和 信息 处 理 能 力 的 提升 、 自 动 化 设备 和 
装备 的 出 现 、 自 动 化 电子 产品 的 普及 , 彻底 改变 了 信息 社会 的 生活 方式 , 美化 了 人 们 的 生活 . 
在 这 背后 , 我 们 不 禁 要 问 : 控制 科学 是 什么 , 控制 科学 的 基础 是 什么 ? 

控制 科学 就 是 在 认识 事物 运动 规律 的 基础 上 , 通过 施加 特定 的 、 奇 妙 的 控制 作用 (控制 
律 ), 以 改变 事物 的 运动 轨迹 , 使 其 向 着 我 们 期 望 的 方向 发 展 . 事物 的 运动 规律 用 方程 描述 就 
是 数学 模型 . 数学 模型 是 控制 科学 的 基础 , 在 控制 科学 发 展 中 起 到 了 举足轻重 的 作用 , 是 
切 自 然 科学 的 基础 . 系统 辨识 是 研究 建立 (动态 ) 系统 数学 模型 的 理论 与 方法 . 它 是 通过 设 
计 适 当 的 输入 信号 , 利用 实验 的 输入 输出 数据 , 选择 一 类 模型 , 构造 一 个 误差 准则 函数 , 用 优 
化 方法 确定 与 数据 拟 合 得 最 好 的 一 个 模型 (这 就 是 我 们 总 结 出 的 辨识 四 要 素 ) Dl. 系统 辨识 
包含 系统 结构 辨识 和 参数 估计 . 系统 结构 辨识 就 是 系统 数学 表达 式 的 形式 . 对 线性 单 输入 单 
输出 系统 而 言 , 模型 结构 就 是 系统 的 阶 次 : 对 线性 多 变量 系统 而 言 , 模型 结构 就 是 系统 的 能 
控 性 结构 指数 或 能 观测 性 结构 指数 , 系统 阶 次 等 于 系统 的 能 控 性 结构 指数 之 和 或 能 观测 性 结 
构 指 数 之 和 . 

辨识 广泛 应 用 于 许多 工程 领域 , 如 化 工 过 程 、 电 力 系统 、 航 空 航天 、 社 会 经 济 系统 、 
物 生 态 系统 等 . US 
自 适 应 控制 系统 是 辨识 与 控制 结合 的 一 个 典范 , 形成 了 自 校 正 控制 (Self-Tuning Control); X 
识 与 预测 控制 结合 形成 自 校正 预测 控制 (Self-tuning Predictive Control); 辨识 与 鲁 棒 控制 结 
合 形 成 自 校正 鲁 棒 控制 (Self-tuning Robust Control) 等 . 

在 系统 建 模 、 系 统 辨 识 领域 , 各 国 科学 家 进行 了 大 量 的 研究 工作 , 在 理论 与 应 用 方面 都 
取得 了 不 少 优秀 成 果 , 发 表 了 大 量 论 文 , 出 版 了 许多 著作 . 系统 辨识 领域 的 代表 人 物 和 工作 
如 下 . 

HERRER o RRE (Torsten Söderström) 1945 年 生 于 瑞典 马尔 默 ，1969 年 获得 
工程 物理 理学 硕士 学 位 , 1973 年 获得 自动 控制 博士 学 位 , 均 毕 业 于 瑞典 隆 德 理工 学 院 ， 他 
是 IEEE Fellow 及 IFAC Fellow，1967 一 1974 年 于 隆 德 理工 学 院 (Lund Institute of Tech- 
nology) 工作 . H 1974 年 开始 任 瑞典 乌 普 萨 拉 大 学 (Uppsala University) 系统 与 控制 学 院 
自动 控制 教授 . 他 在 系统 辨识 领域 做 出 了 卓越 的 贡献 . 他 的 主要 研究 兴趣 包括 系统 辨识 、 
信号 处 理 和 控制 . 主要 代表 著作 包括 Theory amd Practice of Recursiue Identification (1983 


H 
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年 ) [8], Instrumental Variable Methods for System Identification (1983 年 ), System Identifica- 
tion (1989 年 ), 以 及 Discrete-Time Stochastic Systems: Estimation and Control (2002 年 ). 

莱 纳 特 。 荣 (Lennart Ljung) 1946 年 出 生 于 瑞典 马尔 默 ，1967 年 获得 学 士 学 位 ，1970 
年 获得 工程 物理 硕士 学 位 , 1974 年 获得 控制 理论 博士 学 位 , 均 毕 业 于 瑞典 隆 德 大 学 . 1974 一 
1975 年 任 斯 坦 福 大 学 Research Associate 职位 , 1970—1975 年 任 瑞典 隆 德 大 学 控制 理论 专 
ME Teaching and Research Assistant 职位 ，1975 一 1976 年 任 瑞典 隆 德 大 学 控制 理论 专业 的 
Associate Professor 职位 . 1976 年 任 瑞典 Linköping 大 学 教授 . 曾 任 Linköping 大 学 MOVII 
策略 研究 中 心 的 主任 .他 在 系统 辨识 领域 做 出 了 卓越 的 贡献 ， 编写 了 10 多 部 专著 , 在 国 
际 期 刊 上 发 表 150 多 篇 论文 , 在 国际 会 议 上 发 表 200 余 篇 论文 , 并 且 开 发 了 MATLAB 商 
业 软 件 包 一 一 系统 辨识 .他 在 系统 辨识 领域 的 代表 著作 是 Theory and Practice of Recursive 
Identification (1983 年 ) 图 和 System Identification: Theory for the User (1999 Œ) 1. 

在 自 适应 控制 与 系统 辨识 领域 , 我 国学 者 陈 翰 徐 院士 、 郭 雷 院 士 等 做 出 了 重要 工作 , H 
版 了 著作 Identifiation and Stochastic Adaptive Control (1991 年 ) 9. 本 书 作 者 的 博士 生 导 
师 清华 大 学 方 崇 智 教授 (1919 一 2012) 和 作者 的 老师 萧 德 云 教授 在 工业 系统 辨识 与 应 用 方面 
做 出 了 杰出 贡献 , 出 版 了 著作 《过 程 辨 识 》(1988 年 ) 01、《 系 统 辨识 理论 及 应 用 》(2014 年 ) 
0A, 他 们 是 我 国 系统 辨识 方法 在 工业 应 用 中 的 代表 . 本 书 作者 在 学 术 前 辈 研究 成 果 基 础 上 ， 
对 系统 辨识 方法 和 辨识 理论 进行 了 长 期 深入 的 研究 , 发 表 了 512 篇 学 术 论文 , 提出 了 一 些 原 
创 性 理论 和 方法 , 如 辅助 模型 辨识 思想 、 多 信息 辨识 理论 、 人 迭代 辨识 原理 、 递 阶 辨识 原理 、 耦 
合 辨 识 概念 、 滤 波 辨 识 理念 、 著 超收 敛 定理 等 , 系列 研究 成 果 发 表 在 控制 领域 国际 权威 期 刊 
Automatica, IEEE Transactions. SIAM Journals, Systems & Control Letters 等 上 , 且 被 广泛 
引用 , 得 到 国内 外 同行 的 认可 和 高 度 评价 . 应 科学 出 版 社 邀 请 , 正在 出 版 “系统 辨识 学 术 专 
著 从 书 ”8 部 , 其 中 已 出 版 4 部 A. 
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自 适 应 控制 系统 通过 不 断 地 测量 系统 的 输入 、 状态、 输出 或 性 能 参数 , 根据 所 得 的 信息 ， 
按照 一 定 的 准则 和 标准 设计 控制 方案 , 做 出 决策 去 更 新 控制 器 的 结构 和 参数 以 适应 环境 的 变 
化 , 达到 所 要 求 的 控制 性 能 指标 . 自 适应 控制 系统 应 具有 3 个 基本 功能 : @ 辨识 对 象 的 结构 
和 参数 , 以 便 精 确 地 建立 被 控 对 象 的 数学 模型 ; @ 给 出 一 种 控制 律 以 使 被 控 系 统 达 到 期 望 的 
性 能 指标 ; @) 自动 修正 控制 器 的 参数 . 因此 自 适 应 控制 系统 主要 用 于 过 程 模型 未 知 或 过 程 模 
型 结构 已 知 但 参数 未 知 的 系统 . 自 适 应 控制 系统 的 类 型 主要 有 自 校正 控制 系统 、 模 型 参考 自 
适应 控制 系统 、 自 寻 最 优 控 制 系统 、 学 习 控制 系统 等 . 自 适 应 控制 领域 的 主要 代表 人 物 如 下 . 

伊 万 ， 朗 道 (Ioan Doré Landau) 于 1968 年 获 维也纳 发 明博 览 会 大 金奖 , 1982 年 获 国家 
科学 研究 中 心 银 奖 , 1981—1984 年 获 最 佳 综述 论文 奖 , 2000 年 获 美国 机 械 学 会 鲁 弗 斯 、 欧 德 
堡 奖 . 他 是 鲁 汶 天 主教 大 学 名 誉 博士 . 1991 一 1993 年 任 欧 盟 控制 协会 第 一 任 主席 , 欧洲 控制 
杂志 主编 . 1992 年 起 历任 加 州 大 学 伯克利 分 校 机 械 工程 系 教授 , 国立 格 勒 诺 布尔 理工 学 院 
教授 . 研究 兴趣 : 系统 辨识 、 自 适应 控制 、 鲁 棱 数 字 控 制 和 非 线 性 系统 . 共 发 表 论 文 200 多 
篇 , 主要 著作 Adaptive Control 一 The Model Reference Appoach (New York: Marcel Dekker, 
1979), System Identification, and Control Design, (Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1990), 
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Adaptive Control - Theory and Practice (Tokyo, Japan: Ohm, 1981, in Japanese). Adaptive 
Control (New York: Springer—Verlag, 1997). 

卡尔 。 约 翰 。 阿 斯 特 罗 姆 (Karl Johan Aström) (1934 年 一 ), 1934 年 8 H 5 日 出 生 于 
瑞典 Ostersund, 1957 年 在 瑞典 皇家 理工 学 院 获 得 工程 物理 专业 硕士 学 位 , 1960 年 在 瑞典 皇 
家 理工 学 院 获 得 自动 控制 与 数学 博士 学 位 ，Astr6m 是 IEEE Fellow, 瑞典 皇家 科学 院 成 员 ， 
瑞典 皇家 工程 院 副 主席 , 美国 工程 院外 籍 院士 , 多 次 获得 IEEE 和 IFAC 的 大 奖 . Astróm 教 
授 是 国际 自动 控制 界 著名 的 学 者 之 一 , 是 自 校正 控制 学 科 的 开拓 者 , 他 在 自动 控制 的 众多 领 
域 , 特别 是 在 系统 辨识 、 自 适应 控制 等 方面 做 出 了 杰出 贡献 . 主要 代表 作 包 括 Introduction to 
Stochastic Control (1970 年 )、Adaptive Control (1989 年 )、Advanced PID Control (2005 年 ) 
等 . 

格雷 厄 姆 . 古 德 温 (Graham Goodwin) (1945 年 一 ), 于 1945 年 4 月 出 生 于 新 南 威 尔 士 
州 的 小 镇 布 罗 肯 希 尔 , 是 澳大利亚 电气 工程 师 . 在 新 南 威 尔 士 大 学 获得 学 士 、 硕 士 和 博士 学 
位 . 现 为 新 南 威尔士 大 学 电气 工程 的 荣誉 教授 , 纽卡斯尔 大 学 复杂 动态 系统 与 控制 研究 中 心 
主任 .主要 代表 著作 包括 Adaptive Filtering Prediction and Control (1984 年 ) Hl, Control 
System Design (2001 年 )、Constrained Control and Estimation (2005 年 ). 
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CHAPTER 2 


预备 知识 


本 章 介 绍 线性 代数 和 和 矩阵 方面 的 基础 知识 , 包括 和 矩阵 运算 、 和 矩阵 行列 式 、 基 本 和 矩阵 与 特 
殊 和 矩阵 、 和 矩阵 特征 值 、 特征 多 项 式 、 特征 向 量 、 谱 映 射 定 理 、 算 阵 秩 、 和 矩阵 迹 、 相 似 变 换 、 拉 
普 拉 斯 变换 等 . 在 思考 题 中 将 介绍 一 些 著名 而 有 趣 的 数学 猜想 : Hadamard 猜想 、Goldbach 
( 哥 德 巴赫 ) 猜想 、Goormaghtigh 猜想 等 ， 此 外 , 还 将 介绍 在 推导 一 般 矩 阵 方程 和 耦合 矩阵 
方程 迭代 解法 时 , 我 们 引进 的 一 种 新 运算 : 块 矩阵 运算 的 星 积 (Star Product or * Product) 
或 称 D 积 (D Product) L117, 它 能 够 大 大 简化 迭代 算法 的 表达 形式 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
见 作者 发 表 在 国际 期 刊 IEEE Transactions on Automatic Control H, Systems & Control 
Letters 51. SIAM Journal on Control and Optimization 06] 、4pplied Mathematics and Com- 
putation 1181, Computers & Mathematics with Applications 19.20] 、TBT Control Theory and 
Applications 211, Journal of the Franklin Institute 22.23] 上 求解 矩阵 方程 的 迭代 方法 论文 . 
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2.1.1 4E 


1. 矩阵 的 定义 
和 矩阵 (Matrix) 是 一 个 阵列 或 一 定数 目的 方形 网 格 . 一 个 m x n 矩阵 4 具有 形式 


Q11 Q12 Qin 
Q21 Q22 ‘`’ G2n 

A= e ' š ， 
Gml Gm2 ` Amn 


mxn 


EA m 4T n 列 , 其 中 aj 是 矩阵 4 的 元 或 元 素 (Element, Entry), 第 i 行 、 第 7 列 的 元 是 
aij i 二 1,2,… ,m,j 二 1,2,…,n. 矩阵 A 是 用 方 括号 “[ ]” 把 阵列 围 起 来 , 也 有 的 书 上 使 
用 圆 括号 “( P; EMERSA FER mxn 表示 和 矩阵 的 维 数 (Size, Dimension): m 行 n 列 , 即 
A 是 一 个 m x n 维 矩阵 , WE (4A)mxn. 矩阵 维 数 下 标 一 般 都 省 略 . 对 于 m x n 维 实 矩 阵 可 
WE A e Rn. 对 于 m x n 维 复 矩阵 可 记 作 A e Cn, 元 为 aij 的 m x n 维 实 矩 了 泗 4 可 
简单 写作 A = [aij] e Rmxn_ 


2. 方 阵 


WREKE 4 的 行 数 m 与 列 数 n 相等, 就 说 4 是 一 个 n x n 维 方 阵 , 简称 n 阶 方 阵 
(Square Matrix). 例如 


2.1 ”和 拢 阵 与 行列 式 11 


两 个 2 x 3 矩阵 的 加 法 例子 如 下 ， 


( a11 Q12 @13 ) + ( bi bi2 bis ) = ( aii+bi al2 十 Di2 al3+b1s ) 


a21 Q22 Qa23 b21 b22 b23 


矩阵 加 减法 的 性 质 : 

(1) 设 A. B. C 是 适当 维 数 的 矩阵 , 则 有 
@ 4+0= A; 

Q A+B=B+A; 

@ A+B+C= A+(B+CO). 


a21 +b21 a22 +b22 a23 + b23 


(2) 设 A, B,… ,C 是 相同 维 数 的 矩阵 , 则 和 矩阵 加 法 范 数 的 三 角 不 等 式 成 立 : 


© ||4+ BI < |All +IB|| (矩阵 加 法 范 数 三 角 不 等 式 ); 
©@lA+B+..….+CI<|AIN+IBI+.…+lCl. 
(3) 如 果 方 阵 4 与 B 是 可 交换 矩阵 , 即 满足 AB = BA 的 矩阵 , 那么 
指数 等 于 它们 矩阵 指数 之 积 , 即 
eA+B -eheB 或 exp(A + B) = exp(A)exp(B). 
在 一 般 情 况 下 , exp(A + B) Z exp(A) exp(B). 
2. 矩阵 乘法 


A+B WHERE 


就 像 向 量 运算 有 点 积 (Dot Product) 与 叉 积 (Cross Product) 一 样 , 矩阵 乘法 (Matrix 
Multiplication) 有 多 种 . 如 果 像 矩阵 加 减法 那样 , 定义 矩阵 乘法 为 两 个 矩阵 对 应 元 相 乘 , 这 就 
是 Hadamard 积 (Hadamard product). 通常 的 矩阵 乘法 定义 为 一 个 矩阵 的 列 (向 量 ) 乘 以 另 


一 个 矩阵 的 行 (向 量 ) 的 积 作为 乘积 矩阵 的 一 个 元 , 这 要 求 被 乘 矩阵 的 列 数 等 于 相 乘 矩阵 的 行 
数 , 这 种 矩阵 乘法 用 途 最 广泛 , 用 数学 语言 叙述 如 下 . W A = [aij] e Fmxn, B = [bij] e Fnxr, 
它们 的 积 AB 是 一 个 m x r 维 矩阵 . $ C := AB = [cy] € F, 有 时 直接 把 AB 的 第 


(i,j) 元 写作 (AB)ij, 那么 有 


(AB); = c = > aib, i=1,2,... ,m, j=1,2, ,7. 
k=1 


如 果 把 矩阵 A 用 行 向 量 表示 为 


x 1x 4 
A=| . | EF”, ai = (ai, di2, Qin) €F", ¿=1,2,::: ,m, 
am 


HEE B 用 列 向 量 表示 为 


B = (bb2 ,br) EF™”", bj = EF”, j=1,2,.. ,7, 
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那么 矩阵 乘法 可 以 表示 为 


a 


Q2 
C= AB = Ç (bi,b2,::: ,b,) 


Qm 


alpl aib2 … aib, 


azb} azb2 ::: azb, 
¿ . . = (a;bj) € Fr. 


mwi Gaby < nb 
乘积 矩阵 AB, EK 4 的 列 数 等 于 B 的 行 数 . 显然 , 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 : AB Z BA, 
因为 BA 不 一 定 满足 维 数 要 求 , 故 不 可 相 乘 . 即使 都 是 方 阵 (满足 维 数 要 求 ), 矩阵 乘法 一 般 
也 不 满足 交换 律 (Commutative Law). 
一 个 2 x 3 矩阵 与 一 个 3 x 2 矩阵 相 乘 的 例子 如 下 . W 


2 Q a bi bi2 
A = ( hi 12 13 ) ë B23 B =: b21 b22 g 2 
a21 a22 Q23 a bm 


它们 的 乘积 为 
AB= ( aiibii + a12b21 + Q13031 aiibi2 + a12b22 + Q13032 ) e F2x2 
Q21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + Q23032 í 


b21a11 + b22a21 b21a12 + b22G22 b21a13 + b22G23 
b31a11 + b32a21 b31a12 + b32a22 b31a13 + b32a23 


对 于 方 阵 A 和 B, 如 果 等 式 AB = BA 成 立 , 就 称 4 与 B 是 可 交换 矩阵 . 

读者 可 能 觉得 : 矩阵 乘法 的 这 种 定义 很 特别 , 然而 这 种 定义 无 论 在 线性 方程 组 Az = b 
求解 , 还 是 在 线性 变换 中 都 非常 有 用 . 

和 矩阵 乘法 的 性 质 

(1) ë A. B. C 是 相同 维 数 的 矩阵 , c 是 一 标量 , 则 有 

© ABC = (4B)C = A(BO); 

Q (A+ B)JC= AC+ BO; A(B+C)= AB + AC; 

@ AI=IA= A; 

@ cAB = c(AB) = A(cB) = (cA)B; 

@ Ak = AAF! = AKIA, A? = I, 其 中 大 为 正 整数 . 

(2) 矩阵 数 乘 行列 式 与 矩阵 积 的 行列 式 . 如 果 A. B. C e Fnxn 是 方 阵 , c 是 一 标量 , 则 


Dalal1l 十 bl2Q21 b11a12 十 bi2G22 b11a13 十 012Q23 
BA= e FF3x3. 


@ det[c4] = c” det [A]; 

© det[A B] = det [A] det[B]; 

© det[A BC] = det[A] det [B] det[C]. 
(3) 设 A e Fmx", B e Fnxm_ WA 
© det[In + AB] = det[I,, + BA]; 
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@ det [X T,, + AB] = Am det[X T,, + BA]. 

(4) 矩阵 乘积 的 范 数 不 等 式 . 设 A, B,- , C 是 适当 维 数 的 矩阵 ，det[X] := |x | 表示 方 
EE X 的 行列 式 , WA 

© II ABI < ||A|III BI; 

© llAB...CI|| < llAlIIBII: : : CI. 

柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 (Cauchy-Schwarz Inequality) 

定义 矩阵 2- 范 数 |All := Vtr[44z] (XT 表示 X 的 转 置 矩阵 ), 即 矩阵 A 的 所 有 元 素 
平方 和 开 方 , 也 可 以 记 作 |A]? := tr[44z]. 设 A 和 B 都 为 实 对 角 阵 , 即 


A=diaglai,a2,... ,an] E R<", B = diaglbi,b2,... ,bn] € R™™", 
利用 矩阵 乘积 的 范 数 不 等 式 , 我 们 可 以 得 到 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 : 
(aibi 十 a2bz +--+ anbn)? < (Qf 十 好 十 … 十 2%)( 好 十 好 十 … + b3), 


于 所 有 i, 如 果 比 值 ui : b, 相同 , 则 不 等 式 取 等 号 . 同 理 , 可 以 推 得 实数 域 上 的 一 般 不 等 式 : 


n 2 m n n 
(Eoia) Paya e 
i=1 


这 是 本 书 作者 首次 给 出 的 不 等 式 , 且 把 它 称 为 广义 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 . 如果 不等式 中 每 
项 都 用 模 代 替 , 则 该 不 等 式 在 复数 域 也 成 立 , 即 


n 2 n n n 
Daiwel < lail? 9 l:l? 2 leif. 
i=l i=1 i=1 i=1 


3. 逆 矩阵 
如 果 方 阵 B e Fnxn 与 A € Fnxn 满足 关系 AB = BA = In, 那么 矩阵 B 称 为 4 的 
逆 矩 阵 (Inverse Matrix). 根据 矩阵 乘法 , 如 果 方 阵 A 的 逆 记 作 A, WAE B = A. 如 果 
A 是 B BJ RWA B 也 是 AW. 
道 矩 阵 只 是 对 于 方 阵 存在 , 对 于 非 方 阵 , H ENAMA A. 
WERE 4-: 存在 的 前 提 条 件 是 其 行列 式 不 等 于 零 : det[4] Z 0; 在 这 个 条 件 下 称 和 矩阵 A 
是 可 逆 的 , 或 A 是 可 逆 矩 阵 , 或 A 是 非 奇 异 矩 阵 (Nonsingular Matrix). 
矩阵 A 的 逆 可 通过 下 式 计 算 ， 
=t n FA 
det[A] ' 
其 中 adj[4] 是 A 的 伴随 和 矩阵 (Adjoint Matrix). 这 说 明 逆 矩阵 存在 时 , 其 行列 式 不 为 零 . 
一 种 手工 计算 矩阵 逆 的 方法 是 构造 增 广 矩 阵 (Augmented Matrix) [A | T|), 然后 使 用 高 
斯 消 元 法 (Gaussian Elimination), 把 它 左 半 部 分 变换 成 单位 阵 I, 那么 变换 后 增 广 矩 阵 的 右 
半 部 分 就 是 A, 也 就 是 最 后 的 矩阵 为 [I | A-1]. 这 种 方法 实际 上 是 用 高 斯 消 元 法 求解 矩阵 
方程 AX = n, 因为 解 为 X= A. 


对 
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例 2.1.1 设 方 阵 4 满足 42-4-2T=0, 则 4 和 4+2T 都 可 斤 . 
解 ”由 给 定 的 条 件 可 得 A-I) = 2 RAS r # 4 可 道 , B. 


t 
A= s(A- D. 
AH, 有 (A + 2I)(A — 3I) +4I = 0, sË 
(A+2D [ta -an| zi. 


故 4+27 可 道 , 且 
(4+2D-!= -2(4 -31). 


TJ 2 kE E£ ROTER 

O 若 方 阵 4 TŽ, 则 4-! 是 唯一 的 ; (AT) = (4-Dri det[A-1] = {det[A]}-1. 
© F AŽ, W A~ 也 可 逆 , H (A-1)-1 = A. 

© # 4 可 道 , c 为 非 零 常数 , W cA 可 道 , 上 且 (cA)! = 14-1. 

图 方 阵 4 和 B 都 可 道 , 则 AB 也 可 逆 , H. (AB) 1 = B-1A-1. 

®© 当 方 阵 A), A2, :…, Am TART, 乘积 矩阵 ALA: Am WTA, H. 


(4142 4m 14m)-1 = Am Apna e AZ AT’ 


4. TERRORE E 

定理 2.1.1 设 4 为 mm 阶 方 阵 , 下 列 叙述 等 价 : 

@ A 是 可 逆 阵 ; 

@ 4 等 价 于 单位 阵 In; 

@ 4 可 表示 为 一 些 初等 矩阵 的 乘积 . 

当 A T, 可 用 矩阵 的 逆 求 解 矩 阵 方程 : AX = B. W 4 X n 阶 可 道 阵 , X e Fmxn， 
B e Fmx", 则 对 AX = B 两 边 左 乘 A, 有 X = A-1B. 由 于 A-1[A, B] = [In, A-1B), 
而 A 可 表示 为 一 些 初等 矩阵 的 乘积 , 因此 把 分 块 矩 阵 [A, B] 进行 行 初 等 变换 时 , 在 把 子 
块 A 变 为 n 的 同时 , F B 也 就 变 为 AB, 这 就 是 要 求 的 x. 当然 也 可 以 由 A 先 求 出 
A`, 再 作 和 矩阵 乘法 AB. 

在 解 矩阵 方程 X A = B 时 , WEAR A, 即 X = BA-1. 或 者 通过 解 方程 ATX? = 
B", 先 求 出 XT, 然后 就 可 以 求 出 X. 

5. 矩阵 广义 道 

如 果 方 阵 4 与 其 逆 满 足 关 系 44-14 = A, 这 种 矩阵 逆 称 为 矩阵 常规 道 , 它 要 求 A 是 
非 奇异 方 阵 . 当 A 是 长 方 阵 或 奇异 矩阵 时 , 我 们 把 方 阵 的 逆 进 行 推广 . 设 A eron, 把 满 
足 关系 AATA = A 的 矩阵 A` 称 为 4 的 广义 逆 (Generalized Inverse). 它 是 一 个 nxm 维 
矩阵 . 


A 


那么 


2 0 
A= 1 0 
0 0 0 
下 列 形 式 的 矩阵 ， 
2 -3 a 
A =| -1 2 b], Gb5ud,ee € U, 
入 d e 


都 是 4 的 广义 逆 . 这 种 广义 逆 是 不 唯一 的 . 


在 这 个 例子 中 , 如 果 a = b = c= d = e = 0, 那么 就 得 到 Moore-Penrose 广义 道 的 例子 . 


Moore-Penrose 广义 逆 是 唯一 的 . 


还 是 在 这 个 例子 中 , WR a = b= c= d = 0, 但。 是 任意 的 , 就 得 到 Drazin j (Drazin 


Inverse). 


检验 这 个 例子 的 MATLAB 程序 如 下 
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x 

% Ding Feng (Feng Ding, F. Ding) 2008/03/23 Sunday 

% Filename: MCT_-Generalized -Inverse01 .m for generalized inverse 
% 

% Feng Ding (Ding Feng, F. Ding, Ding F.) 

% School of Internent of Things Engineering 

% Jiangnan University 

% Wuxi, 214122, PR China 

% Email: fding@jiangnan.edu.cn 

% www. fding .org 

% Copyright 2008 — 

% Revision Date: 2013/04/19 hh:mm:ss By Feng Ding 

中 

clear; % Clear variables and functions from memory 


format short g % Set output format. 


syms a b c d e real % Construct symbolic numbers, variables and objects 


A=[2, 3, 0; 1, 2, 0; 0, 0, 0] 


Ainv=[2, —3, a; —1, 2, b; c, d, e] % Generalized inverse A’{—} 


B=A*Ainv %AA— 
C=A*Ainv*A % AA^—A 


在 MATLAB 命令 行 输入 上 述 程序 , 或 者 把 上 述 代 码 保存 在 一 个 扩展 名 为 .m 的 文本 文 


件 中 , 如 MCT_Generalized_Inverse01.m, 在 MATLAB 中 运行 结果 如 下 . 


r 
3 0 
$ 2 0 
0 0 0 
Ainv = 
[ 2, —3, aj 
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= 2 bj 
ë, <, ë] 
B= 
ih 0, 2*a+3*b] 
0, 1, a+2»b] 
0, ös 0] 
Q= 
SU S 10] 
ER PE 
0, 0, 0] 
如 果 4 是 任 一 n x n 实 和 矩阵 或 复 矩 阵 ,那么 存在 一 个 可 逆 矩 阵 B 任意 接近 A, B 
IB - A|| 任意 小 . 这 种 接近 距离 是 对 于 任意 矩阵 范 数 . 


6. Hadamard 积 

Hadamard 积 定义 为 两 个 矩阵 对 应 元 素 相 乘 , 因此 两 个 矩阵 的 维 数 必须 相同 . Hadamard 
积 用 符号 “o” 表示 . 设 A = [aij] eFmxn 和 B = [bij] € Fmx", 那么 它们 的 Hadamard 积 定 
义 为 

Ao B = [aij] ° [bij] = [aijbij] € F7”, 


即 Hadamard 积 矩 阵 的 第 (i,j) 元 等 于 aijbij. 两 个 2 x 3 矩阵 的 Hadamard 积 例子 如 下 ， 
ai Q12 Q13 bi bi2 bis \_ f Ganbi al2bl2 Qa13b13 

( a21 a22 Qa23 )° ( b21 b22 b23 ) y ( Qa21b21 a22b22 a23b23 ): 

Hadamard 积 的 性 质 

(1) 设 A. B. C 是 相同 维 数 的 矩阵 , c 是 一 标量 , 则 有 

@ AocB=BoA,; 

© AoB+1C)= AoB+AoC.; 

@ Ao(cB)=c(AoB). 

(2) Oppenheim 不 等 式 (Oppenheim Inequality): WR A, B € R"*" 是 正定 矩阵 ,ai 
是 矩阵 A 对 角 线 上 元 素 , 那么 Hadamard 积 的 行列 式 满足 不 等 式 : 


det[4 o B] > det [B] II Gi; 


i=1 
当 且 仅 当 4 是 一 个 对 角 阵 , 不 等 式 取 等 号 . m” 
W RR (Power Series) 的 Hadamard 积 定义 为 它们 的 对 应 项 相 乘 . 级 数 > a iz: 和 
i=1 
Y bizi 的 Hadamard 积 定义 为 Y aibizi. 这 个 定义 用 处 不 大 . 
i=l i=1 
7. 直 积 


Kronecker 积 (Kronecker product) 用 符号 “@” 表 示 , 它 不 要 求 两 个 矩阵 的 维 数 相 同 . 
设 4= [aij] 是 mm x n 4ER, B = [bij] Æ r xs 和 矩阵 , 它们 的 Kronecker 积 是 一 个 (mr) x (ns) 
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维和 矩阵 : 
aB aB :1:: aB 
anB aəəB >- amnB 
AG@B= : 7 x EF). 
amB amB ` axa B 


根据 定义 ， Kronecker 积 不 满足 乘法 交换 律 : AG B # B®A. Kronecker 积 也 称 为 直 积 (Direct 
Product) 或 张 量 积 (Tensor Product). 
一 个 2 x 3 矩阵 与 一 个 3 x 2 矩阵 的 Kronecker 积 例 子 如 下 . 设 


bi bi2 
Qil Q12 Q13 
A= y B= b. b. ¥ 
( a21 a22 a23 ) [ 和 


b31 b32 


aB aB gB 
an B aB azB 


aı3bıı ai3b12 
ai3b21 aı3b22 
aı3b3ı ai3b32 
a23b11 a23b12 
Qa23b21 a23b22 
a23b31 a23b32 


aub anbi2 
allb21 @11b22 
aubs! aibs2 
az2ıbıı a21b12 
Qa21b21 Qa21b22 
a21031 a21b32 


biA bA 
B®@A=| bi4 b>xA 


Qa22b11 a22b12 
a22b21 a22b22 
a22b31 a22b32 


baiA b32A 


Qubl ai2bii al3b11 | aaibi2 al2b12 ai3b12 
Q21b11 Qa22b11 Q23b11 | a21b12 Qa22b12 Qa23b12 
allb21 al2b21 Qai3b21 | a11b22 al2b22 a13b22 
Q21b21 Qa22b21 Q23b21 | a21b22 Qa22b22 a23b22 


allb31 al2b31 al13031 | a11b32 al2b32 a1i3b32 
a21b31 a22b31 a23b31 | a21b32 a22b32 a23b32 


直 积 的 性 质 

(1) iZ 是 一 标量 , A. B. C 和 D 是 适当 维 数 的 矩阵 , 即 满足 加 法 、 乘 法 等 运算 维 数 要 
K, 下 列 等 式 成 立 ， 

© (A8 B)" = A" 8 B7, 

Q A@(B+CO)=A@B+A@QOC, 

@(B+C)@ A= B@A+C%@A, 

@ c(A 8 B) = (cA)@ B = A 8 (cB), 

@ (A @ B)(C 8 D) = (AC) 8 (BD), 

@(AG@B)@eC= AG@(BeC)= A@ B@C. 

(2) WR A 和 B 都 是 可 逆 矩 阵 , 则 有 
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(48 B) = A 8 B™. 
(3) % AM B 分 别 是 m M n 阶 方 阵 , {A i = 1,2,… m) 是 4 的 特征 值 ，{j;， 


j=1,2, ,n} 是 B 的 特征 值 , 那么 {A i= 1,2,- m, j= 1,2,... ,n) Æ A@ B BJ mn 
个 特征 值 , 且 下 列 关系 成 立 ， 


(D det[A @ B] = (det[A])*(det[B])”, 
© tr[A @ B] = tr[A]tr[B], 
(@ rank[A @ B] = rank[Alrank[B]. 
8. Star 积 或 块 矩阵 内 积 
星 积 (Star Product or x Product) 或 称 D $R (D Product), 是 本 书 作 者 在 推导 一 般 矩 阵 


和 迭代 解法 时 , 引进 的 一 种 新 的 运算 , 在 简化 迭代 算法 表达 式 时 非常 有 用 [15,19. 星 积 用 符号 
* 表示 , 它 不 同 于 Hadamard 积 (内 积 ), 也 不 同 于 一 般 矩 阵 乘法 . < 


x, Y. 
x Y; 

X:=| | erx y= | 2 | erem, 
x, Y, 
Aii F, 
Azi 2 

Ai:=| . | ERC, F:= e F(mp)xn, 
Api F, 


B; := [Bu, Bi,- , Bpi] € Fnx(np), 


SAa:= [Aij], SB := [Bi], SBT := [B], Sp := [B} @ Aij], i, j = 1,2,- ,p. 
块 矩阵 星 积 定义 为 


x, Y. X Y, 
X2 Y X2Y2 
XxY= j | , = p 
x) Xy (r 
AnXı AizX2 ::: ApXp 
A21X1 422X2 … A2pXp 
SaxX= Ñ ç d 
ApXı ApX2 … AppXp 
XıBı XıB2 © XıBıp 
XB X2B2 ++: X2Bə 
XxSg= : ç š ; 
XpBp XpBp > XpBpp 
AnBıı AB ::: AipBip 
421B2 422B2 ::: A2pB2p 
Sax Sp = M š è 
ApBpı ApBp2 `- AppBpp 
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块 矩 阵 星 Kronecker 积 (Block-Matrix Star Kronecker Product) 使 用 符号 “@”, 定义 为 
Spr @ SA = Sp- 
星 积 运算 优 于 矩阵 乘法 运算 . 注意 ABxC = A(BxC) Z (AB)< C. —JË& AxB Z B+ A, 
AxBxC=(AxB)<*C Z Ax(BxC). 
星 积 的 性 质 
S Loxa = IL, In, , In]? € Rw)xn. 星 积 (Star Product) 有 下 列 性 质 . 
p 
O T, X xY = [X1, Xa ,X,]Y = Y XY; 
i=1 


T g 


Aii F, B} Ai. X, Bi, 五 
Oti xr Azi 23 Ç Bù Sh AaB Ta 
Ani) \È) \B: Ay X B, J \ È, 
Au \ 7 É, B; I É, 
四 | 各 | |. |P2 | Ben cml 
An) Xñ \B3 È, 


当 块 矩阵 的 维 数 都 是 一 维 , 则 块 矩 阵 星 积 退 化 Hadamard 积 . 使 用 块 矩 阵 星 积 , 本 书 作者 提 
出 一 般 耦 合 矩阵 015.10 


Al1X1Bii + A12X2B12 +- + AipXpBip = F, 
A21X1B21 + A22X2B22 + :+ A2pXpBəp = F>, 


EE AM R = s 
可 以 简单 写作 
SA* X x Sp = F, 
其 中 Ay e Rmxm_ Bij e Rnxn 和 F, eR” 是 常数 矩阵 ,Xi e Rmxn 是 未 知 矩 阵 . 
2.1.3 “分 块 矩阵 
一 个 矩阵 称 为 分 块 矩阵 (Partitioned Matrix or Block Matrix), 指 它 的 “元 ”是 由 其 他 


一 些小 矩阵 构成 的 . 这 些 维 数 小 的 矩阵 称 为 块 (Block) 或 子 矩 阵 (Sub-matrix). 例如 , 对 于 
5 x 5 JERE 


z 3 9 9 9 
al aa hael i 2 ) ns 2 3 |, A2=| 999, 
2 3 g 9 9 
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那么 矩阵 4 可 以 写作 
_( An Ar \ 4 /A Ai2 
4=( Az Ao ) 或 4- ( A21 | A22 ): 
1. 分 块 矩阵 运算 


分 块 矩阵 运算 与 矩阵 加 法 、 减 法 、 乘 法 规则 一 致 , 但 须 满足 维 数 一 致 . 例如 两 个 分 块 矩 
阵 的 乘法 规则 如 下 ， 
An A B. B 41 Bi + 412B2 411Bl + A12B22 
421 A22 ( S 2. ) = | AnBn + A2B2 A2Bı2 + 422B2 |. 
Azı A32 TERT AsiBii + A32B21 A31Bı2 + A32B22 
2. Hjh 


块 对 角 和 矩阵 用 符号 blockdiag 表示 . 设 Ai, 42, …， Ak 是 方 阵 (不 一 定 维 数 相同 ), 它们 


构成 的 块 对 角 和 矩阵 A 定义 为 
A=blockdiag[Ai, A2,:.. , Ak] 


Aı 


; 9 
其 中 非 对 角 块 为 零 (矩阵 ) 上 面 矩 阵 把 零 矩阵 块 0 都 省 略 了 . 分 块 对 角 阵 的 维 数 是 对 角 线 上 
子 矩 阵 维 数 之 和 . 在 不 致 于 混淆 的 情况 下 , 有 时 也 将 上 述 块 对 角 和 矩阵 简写 成 下 面 3 种 等 价 形 
ALS; 

blockdiag( Ai, 1 = 1,2,... ,k), 

diag( A1, 42，… , Ak), 

diag(Ai, $= 1,2,... ,k). 
有 些 资料 上 , 这 种 块 对 角 阵 也 称 为 方 阵 A, A2, …,， Ak 的 直 和 (Direct Sum), 直 和 用 符号 
o” RT. 因此 有 

blockdiag(Ai, i1=1,2,...,k)= A1® A2 @ ::. . @ Ak. 


3. 块 对 角 阵 的 圳 
块 对 角 阵 4 的 n KEA 


Aï 
A= te =: blockdiag( AŤ, 42，… , Ak); 
A; 


块 对 角 阵 A 的 矩阵 指数 为 


exp(41) 
exp(4) = Se: 3 
exp(Ak) 
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4. 舒 尔 补 (Schur Complement) 
HERE A. B. O. D 分 别 是 维 数 为 m x m. m x n. n x m #ll n xm 和 矩阵 


Le 
M = 
C D 
是 一 个 (m +n) x (m+n) HEERE. WREE D EAR, EE M 中 块 D 的 舒 尔 补 Q, 是 
— m x m EERE, 定义 为 
Qı := A— BD™' C. 
类 似 地 , 如 果 和 矩阵 A ÆR (Invertible), 矩阵 M 中 块 4 的 舒 尔 补 Q。 是 一 个 n x n WE 
阵 , 定义 为 
Qs:=D- C4-1B. 


舒 尔 补 源 于 部 分 高 斯 消去 法 , 在 第 1 种 情况 (BD D 可 逆 时 ), 它 可 用 下 三 角 块 矩阵 


Im 0 
T = 
—D-1C D-7! 


AR M 得 到 . 类 似 地 , 在 第 2 种 情况 ( 即 A 可 逆 时 ), 它 可 用 下 三 角 块 矩阵 


A-! 0 
T; = 
-CA TI, 


ER M 得 到 . 
2.1.4 ”行列 式 的 定义 与 计算 


行列 式 (Determinant) 是 一 种 代数 运算 (Algebraic Operation), 它 把 方 阵 A 映射 为 标量 . 
这 个 运算 有 许多 重要 性 质 . 例如 , WREE A 的 行列 式 为 零 , 那么 4 就 是 奇异 的 (AFE 
EE), 即 4 的 逆 不 存在 . 只 有 方 阵 才 有 行列 式 . 矩阵 


all Q12 `’ Qin 
A a21 Q22 `’ A2 Enxn 
= š š € 
Ani Gn2 ``’ Ann 


的 行列 式 记 作 det[4] 或 | A|. 它们 可 表示 为 


a11 Q12 ` Aln 
Q21 Q22 `’ A2n 
dejaj=| . . ”|= YU sm(mamaoam ann, 
$ # TESn 
Ani Qn2 `’ Ann 


上 式 中 , x 是 对 {1,2, ,n} 的 所 有 排列 S, RKA, sen(z) 代表 排列 的 奇偶 性 (Parity of the 
Permutation); 对 于 偶 排列 , sgn(r) = +1; 对 于 奇 排列 , sgn(r) = —1. 行列 式 共有 n! 项 求 和 . 
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这 是 行列 式 的 定义 , 通常 行列 式 不 用 这 个 公式 计算 , 而 是 按 行 或 按 列 用 代数 余子 式 展开 进行 
计算 . 例如 , 2 x 2 矩阵 的 行列 式 为 


G11 Qa12 
a21 Q22 


3 x 3 行列 式 有 3! = 6 项 , 其 计算 方式 按 第 1 行 展 开 为 


P Q12 Q13 


= Q11022 一 Q12Q21. 


a21 Q23 
a31 433 


a22 Q23 


=(—1)!+1q, 
CD Ua Ql as 


+(=1)' a2 


a21 Q22 4023 
a31 Q32 Q33 


a21 Q22 
a31 a32 
= Q11Q22433 + Q12023Q31 + Q13Q21Q32 


+(—1)! tais 


一 Q11Q23Q32 一 4124021433 一 013022431. 

4 阶 以 上 的 行列 式 可 以 按 这 种 方法 类 推 计算 . 这 里 使 用 了 余子 式 . 下 面 介 绍 子 式 和 余子 式 . 

英文 中 minor 也 可 以 说 是 一 个 选 定 行 号 和 列 号 的 子 矩阵 , 不 一 定 是 行列 式 , 可 从 上 下 文 
理解 . 矩阵 子 式 (TEE) 似乎 还 没有 一 个 标准 符号 , 一 个 可 选 的 符号 是 [A]. 

如 果 删 去 一 个 行列 式 中 的 某 些 行 和 列 , 余下 的 称 为 余子 式 (Cofactor). 余子 式 包含 符号 
(—1):t3 就 称 为 代数 余子 式 , 这 里 i 和 7 是 被 删 去 行 和 列 的 行 号 与 列 号 . 

行列 式 性 质 

O 矩阵 与 它 转 置 的 行列 式 相 等 , 即 det[ A] = det[A7]. 

© 行列 式 的 任意 两 行 (两 列 ) 互 换 位 置 , 行列 式 的 值 改变 符号 . 

@ 行列 式 等 于 任意 一 行 ( 列 ) 所 有 元 素 aj 与 其 对 应 的 代数 余子 式 Ay 的 乘积 之 和 , BB 
按 行 展开 如 下 ， 


det[4] = aiiAii + aiz4iz 十 … 十 ain4in i = 1,2,.… ,n, 
或 按 列 展开 如 下 ， 

det[A] = a1;A1; + a2;Aə; +-+- + anyAnj, j = 1,2, ,n. 

@ 行列 式 中 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 与 另 一 行 ( 列 ) 的 相应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 等 
FẸ, 即 当 1i Z k 时 ,有 

ail4kl 十 ai24k2 十 … 十 ain4kn = 0, k Z š, 
或 

Ql1jAlk + a2; A2k +`: -+ anjAnk = 0, k £ j. 

@ 行列 式 一 行 ( 列 ) 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 符号 的 外 面 . 

© 若 行 列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 元 都 是 两 数 之 和 , 则 该 行列 式 等 于 两 个 行列 式 之 和 . 

O 用 常数 乘 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 , 加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 应 的 元 素 上 , 行列 式 的 值 
不 变 . 

方 阵 乘 积 的 行列 式 等 于 行列 式 的 乘积 . 也 就 是 说 , 对 于 任意 两 个 方 阵 A. B, 总 有 
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det[A B] = det[4] det[B]. 


@ 2 À e F"*",aeF" 和 beF",c 是 一 个 标量 , 则 有 
det[A + ab*] = det[A] + b" adj[A]a, 


A a 
det = cdet[A] — b" adj[A]a, 
b c 


其 中 adj[4] 是 A 的 伴随 矩阵 (Adjoint Matrix). 


把 满足 det[A] Z 0 的 方 阵 A 称 为 非 奇异 的 (或 非 退 化 的 ) 矩阵 , 否则 就 称 为 奇异 的 (或 


退化 的 ). 


对 于 2 x 2 矩阵 , 计算 逆 很 简单 . 设 
(a) 
A= ; 
c d 
: 1 d —b 
aali 4 ) 


其 中 设 行列 式 不 为 零 : det[A] = ad — bc Z 0. 


下 列 一 些 说 法 是 等 价 的 : 

@ A e Fnxn 是 可 逆 和 矩阵 (Invertible Matrix); 
@ A 是 可 逆 的 (Invertible); 

@ 4 是 非 奇 异 的 (Nonsingular); 

@ A 是 非 奇 异 和 矩阵 (Nonsingular Matrix); 
© 4 pR A FE; 

@ 4 的 行列 式 (Determinant) 不 等 于 零 ; 

@ 4 是 满 秩 的 , rank[ A] = n; 

A 的 列 线性 无 关 , A 的 行 线性 无 关 ; 

@ 4 没有 零 特 征 值 ; 

四 Az = 0 KAFI x= 0. 

对 于 矩阵 方程 hz = b, 假设 det[4] Z 0, 那么 A~! 存在 , 上 式 两 边 左 乘 以 A-1 可 得 


4-14z = 4-10. 


根据 矩阵 逆 的 定义 可 得 Iz = A-1b, 所 以 解 为 z = Ab. 这 是 一 种 很 耗 时 的 计算 , 不 鼓励 


RP 


fF 计算 , 通常 是 使 用 高 斯 消 元 法 或 LU 分 解 技术 求解 . 


2.1. 


5 ”矩阵 行列 式 性 质 


和 矩阵 行列 式 有 下 列 性 质 . 
(D 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 矩阵 行列 式 的 乘积 (行列 式 运算 把 矩阵 乘 转换 成 标量 乘 ), 即 


对 于 维 数 相同 的 方 阵 A 和 B, 有 
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det[A B] = det[4] det[B]. 


© 下 三 角 和 矩阵 行列 式 (上 三 角 和 矩阵 的 行列 式 ) 等 于 对 角 元 的 乘积 . 
@ 相似 矩阵 有 相同 的 行列 式 . 对 于 方 阵 A 和 可 逆 和 矩阵 X, 有 


det[X AX -1] = det[4]. 

@ 奇异 矩阵 4 的 行列 式 为 零 . 也 就 是 说 , 齐 次 方程 hz = 0 有 非 零 解 zx. 

O 转 置 矩 阵 的 行列 式 不 变 . 即 对 于 方 阵 A, 有 

det[47] = det[4]. 

© 方 阵 A € E 的 行列 式 等 于 其 所 有 特征 值 的 乘积 , 包括 重 特征 值 . 设 A 的 特征 值 
为 {Ar 和 2，…, Anh WA 

dA = hs 

D HRE A cE” 的 行列 式 是 齐 次 的 (Homogeneous), 其 阶 次 为 n, 即 

det[cA] = c" det[A], c 是 标 数 (标量 ). 
2.1.6 HEITIR 


块 矩阵 行列 式 有 下 列 性 质 
@ 如 果 A 和 DD 都 是 方 阵 , E. A 是 非 奇异 矩阵 (Nonsingular Matrix), WA 


A B 
det [ J = det[A]det[D — CA-1B), (2.1.1) 
c D 


HRE D — CA-1B 称 为 矩阵 A 的 舒 尔 补 . 如 果 D 存在 , 则 有 


A BN = 
det ( 2 p ) =aettpldeta- BD c), 


这 里 矩阵 A- BD-1C 称 为 矩阵 D 的 舒 尔 补 . 
© WR A 和 DREE, WE 


det( 2 D ) = qet[A]aetID| 
和 

det( ó p ) = detla] det[D). 

@ R AMDE n x n HE, < 

z=( 5, o): 


于 矩阵 乘积 行列 式 等 于 矩阵 行列 式 之 积 det[M N] = det[M]det[N], 所 以 


由 
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det ( 0A ) = det ( makes ) as = (_1)" det[A] det[D]. 


最 后 一 步 利 用 了 事实 : det[J] = 1. 
性 质 Q@ 的 证 明 当 A-! 存在 时 , 对 下 列 矩 阵 等 式 两 边 取 行列 式 ， 


[a j= apa EIo m Ca aB J 
立即 得 证 . 
2.2 ”基本 矩阵 与 特殊 矩阵 


2.2.1 ”对 角 和 矩阵 、 斜 对 角 和 矩阵 

1. 对 角 和 矩阵 或 对 角 阵 

对 角 阵 (Diagonal Matrix) 是 一 个 方 阵 . 矩阵 4 称 为 对 角 阵 或 对 角 和 矩阵 , 是 指 它 的 所 有 
非 主 对 角 元 都 为 0. 从 这 个 定义 可 知 : 一 个 n x n 对 角 阵 完全 由 它 的 对 角 上 n 元 确定 . 设 对 
FATA Ar, M2, …, An, 那么 对 角 阵 4 可 表示 为 


A OU sau O 
r N. as 10 
A= D a z : 
Ü O < Aa 


有 时 为 方便 起 见 , 把 上 述 对 角 阵 简单 写作 为 
A = diag[à1, à2; -++ ,》n]. 


很 明显 , 单位 阵 (Identity Matrix) 和 零 矩 阵 (Zero Matrix) 是 对 角 阵 . 

对 角 和 矩阵 的 性 质 

D 如 果 一 个 方 阵 A 既是 上 三 角 阵 , 又 是 下 三 角 阵 , 那么 4 是 对 角 阵 . 

© WR A 和 B 是 相同 维 数 的 对 角 阵 , 那么 它们 的 和 A + B 与 积 AB 也 是 对 角 阵 ; 它 
们 还 满足 矩阵 乘法 交换 律 (Commutation): AB = BA. 因此 , 实 对 角 和 矩阵 或 复 对 角 和 矩阵 是 正 
则 矩阵 (Normal Matrix). 

O 如 果 对 角 元 不 等 于 零 , 对 角 和 矩阵 的 逆 是 对 角 阵 , 其 逆 矩 阵 为 

A = diag[Àr NE, Aa |= diag (> e >) 2 
对 角 阵 的 宕 为 

AF = diag[A}, A5,- , AE]. 


@ 对 角 阵 4 = diag[A1, 和 2，,… , An] 的 特征 值 为 Ai, A2, …, Ans 对 应 的 特征 向 量 是 ” 维 
单位 向 量 . 对 角 阵 4 的 特征 多 项 式 为 


p(s) = det[sI,, — A] = (s — à1)(s — ÀAə2):: (s — àn). 
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© HAKER 4 的 行列 式 等 于 对 角 元 的 乘积 : 
det[A] = XiXz .和 Xni 

对 角 阵 4 的 迹 为 
tr[A] = 和 al 二 Xz 十 … 十 Xn. 
© 对 角 阵 4 的 矩阵 指数 eA =: exp(4) 为 
exp(4) = e^ = diag[e*!, eX?,... ,exn]; 


如 果 对 角 元 都 不 为 零 , 对 角 阵 的 矩阵 对 数 为 
Ln[A] = 2kxIV-1 + diaglln à1,ln A2,: ,ln An], k € Z, 


主 值 为 
In[A] = diag[in 1, ln A2,- +- ,ln An]. 
2. RII AKERE 


方 阵 A 称 为 斜 对 角 和 矩阵 或 RRE (Anti-Diagonal Matrix or Skew-Diagonal Matrix), 
是 指 除 斜 对 角 线 上 元 外 , 其 余 元 都 为 零 . 斜 对 角 阵 具有 下 列 形式 ， 


0 :0 0 a 
0 … 0 a 0 
A 0 … a 0 O 
Ge sss UU OL Ò 
将 上 述 斜 对 角 阵 简单 写作 为 
A = adiagļ|a1, a2,- , an]. 
HAA 
E a o E 1 
Amt C a] 
斜 对 角 阵 的 性 质 
OD 两 个 斜 对 角 阵 之 积 是 对 角 阵 . 


@ 如 果 A 和 A 分 别 是 斜 对 角 阵 和 对 角 阵 , 那么 AA 和 AA 都 是 斜 对 角 阵 . 
© 斜 对 角 阵 A = adiag[ai, a2,:… ,an] 的 行列 式 为 


det[A] =(-1)™ La. 


ísi 


2.2 BEER SHREE 


© 斜 对 角 阵 A = adiag[ai,a2,: ,an] 的 矩阵 指数 为 

exp[4] = diag[cos(a1), cos(a2), - : ,cos(an)] + adiag[sin(a1), sin(a2), -++ ,sin(an)]. 

性 质 @@ 的 证 明 根据 行列 式 的 定义 , 斜 对 角 阵 的 行列 式 为 

det[A] = sgn(n,n — 1,: +- Tu 

i=1 

下 一 步 就 是 确定 正 负 号 . 把 符号 sgn 中 最 后 一 元 素 移 到 第 1 位 置 , 有 n — 1 次 变 号 , 即 

sgn(n,n—1,..,1)=(-1)" sgn(l,n,n— 1,... ,2). 
再 把 最 后 一 个 元 素 移 到 第 2 位 置 , 有 n 一 2 次 变 号 , 即 

sgn(n,n — 1,- ,1)=(-1)" 1(-1)" ?sgn(1,2,n,n — 1,... ,3). 
重复 这 个 过 程 , 直到 

sgn(n,n— 1,- ,1) = (—1)”-1(—1)%-2...(—1)!sgn(1,2,--- ,n — 1,n) = (—1) 
于 是 有 

det[adiag(a1, a2,- ,an)] = (—1)* 7> Tu 

i=1 


n(n—l 
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如 果 n 或 n 一 1 是 4 的 倍数 ,符号 为 正 , 否则 为 负 . 当 n= 1,2,3,4,5,6,7,8,9,…… 时 , 符号 依 


次 为 + 一 ,一 ,十 ,十 , 一 一; hh 
当然 , 也 可 以 通过 代数 余子 式 计 算 : 
det[4] = (—1)!+"aiadiag[a2, a3,- ,an] 
=(—1)!tn(—1)!+n-laja2adiag[as,a4,::: ,an] 
=(—1)!tn(—1)1Tn-1(_1)1Tn-2q azazadiag|as, as,- ,an] 


ë (—1)1*=(—1)1+n-1(_1)1+n—2 和 (—1)?a1a2a3 i 


n(n+t3, n(n—l 
=(-0 2 [ei=(-) 7 [a 
i=1 i=1 


2.2.2 ARER SA 
1. 奇异 矩阵 


WR n xn HERE A 的 行 或 列 是 线性 相关 的 (不 是 线性 无 关 的 ), 那么 就 说 4 是 奇异 的 或 


奇异 矩阵 (Singular Matrix). 下 列 说 法 是 等 价 的 . 
@ A 的 行列 式 为 零 , det[4] = 0. 
@ A 的 秩 小 于 n, rank[4] < n. 
(@ 齐 次 线性 系统 (Homogeneous Linear System) Az = 0 有 非 零 解 . 


一 个 矩阵 的 行列 式 等 于 其 所 有 特征 值 之 积 , 故 奇 异 矩 阵 至 少 有 一 个 特征 值 为 零 . 因为 奇 
异 矩 阵 的 行列 式 为 零 , 故 奇异 矩阵 是 不 可 逆 的 (Not Invertible), 奇异 矩阵 的 条 件数 (Condition 


Number) 是 无 穷 大 . 
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2. ZAER 或 三 角 阵 

三 角 阵 (Triangular Matrix) 也 是 方 阵 , 是 上 三 角 阵 (Upper Triangular Matrix) 和 下 三 角 
阵 (Lower Triangular Matrix) 的 统称 . 上 三 角 阵 也 称 为 右 三 角 阵 (Right Triangular Matrix), 
下 三 角 阵 也 称 为 左 三 角 阵 (Left Triangular Matrix). 上 三 角 阵 U 和 下 三 角 阵 L 具有 下 列 形 
式 . 


all al2 al3 `“ Gn en 0 0 0 
0 az az … an an az 0 > 0 
U= 0 0 as >> asm |, L=| as as az ; 
š ; a Ca. 0 
0 o sss. Ü. Ga Ani an2 an3 `> Ann 


在 许多 情况 下 , 三 角 阵 使 数值 算法 计算 更 快捷 . 例如 , 对 于 线性 矩阵 方程 Az = b, 如 果 
A 是 m xz 三 角 阵 , 则 求解 只 需要 n? 次 乘法 运算 和 加 法 运算 . 线性 方程 组 的 高 斯 消 元 法 
(Gauss Elimination) 就 是 把 系数 矩阵 化 为 三 角 阶 梯形 (Echelon) 结构 , 进行 求解 . 

三 角 阵 在 线性 代数 和 矩阵 论 中 非常 有 用 . 通过 矩阵 因子 分 解 (Matrix Factorization) 或 
和 矩阵 分 解 (Matrix Decomposition), 和 矩阵 可 以 分 解 为 三 角形 式 因子 ， 例 如 ，Cholesky 分 解 
(Cholesky Factorization) 可 以 把 一 个 对 称 正定 矩阵 分 解 为 一 个 三 角 阵 与 其 转 置 相 乘 ; LU 分 
解 (LU-factorization) 把 一 个 矩阵 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 阵 与 一 个 上 三 角 阵 之 积 . 

对 角 线 上 元 都 为 零 的 三 角 阵 称 为 严格 三 角 阵 (Strictly Triangular Matrix); 对 角 元 都 为 
1 的 三 角 阵 称 为 单位 三 角 阵 (Unit Triangular Matrix). 

三 角 矩 阵 的 性 质 

@ 两 个 上 (下 ) 三 角 阵 之 积 或 和 是 上 (F) 三 角 阵 . 

@ 三 角 阵 的 行列 式 等 于 对 角 元 之 积 . 

© 三 角 阵 的 逆 是 三 角 阵 (假设 逆 存 在 ). 

@ 三 角 阵 的 特征 值 是 对 角 元 . 

O 严格 三 角 阵 是 一 个 寡 零 矩阵 . 如 果 4 是 一 个 n x 严格 三 角 阵 , 那么 它 的 n KEA 
FERE: A” = 0. 

© 严格 三 角 阵 Us 没有 矩阵 对 数 ; 严格 上 三 角 阵 


0 az al3 oo cne Qin 
0 0 as … °° an 
0 0 0 az, …: aan 
U,=| . x y 
0 Q O sss. Q inin 
0 0 0 ::: 0 
的 矩阵 指数 为 
1 1 1 =: 
exp[Us] = In + Us + Us : sU: 十 二 CT $ 


它 也 是 一 个 严格 上 三 角 阵 . 
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2.2.3 ”置换 矩阵 、 转 置 矩 阵 
1. 置换 矩阵 或 置换 阵 
置换 阵 (Permutation Matrix) 是 通过 重 排 单位 阵 的 行 ( 列 ) 得 到 的 矩阵 . 用 置换 阵 P Z 
RER A 相当 于 重 排 A 的 行 ; 用 置换 阵 P ARER A 相当 于 重 排 4 的 列 . 
W AEA nx n ER, 矩阵 P 是 通过 交换 单位 阵 五 的 两 行 (第 i 行 和 第 ; 行 ) 得 到 
的 置换 阵 , 那么 4 的 第 i 行 与 第 j 行 交换 就 得 到 积 PA; A 的 第 i 列 与 第 ; 列 交换 就 得 到 
积 AP. 
置换 阵 的 性 质 
O 置换 阵 是 正 交 矩阵 . 
© 置换 阵 是 可 逆 和 矩阵 . 
© 置换 阵 的 积 是 置换 阵 . 
置换 阵 的 例子 : 
0 0 | 
G š 
0 0 
1 0 


它 的 第 1 行 是 单位 阵 的 第 2 行 , 它 的 第 2 行 是 单位 阵 的 第 4 行 , 它 的 第 3 行 是 单位 阵 的 第 1 
行 , 它 的 第 4 行 是 单位 阵 的 第 3 行 , 所 以 P 是 一 个 置换 阵 . 用 P 左 乘 某 个 矩阵 A 得 到 ， 


0 0 0 4 2 6 8 1 人 5 7 
0 0 1 1 3 5 7|_| -1 -2 -3 -4 
1 0 0 L 0 1 of 4 2 6 8 
0 1 0 =i -2 = 4 $ 0 3 B 


注意 : PA 与 4 有 相同 的 行 , AP 与 4 有 相同 的 列 , 但 顺序 不 一 样 . 

2. 转 置 矩阵 

一 个 矩阵 是 矩阵 A = [aij] 的 转 置 矩 阵 (Transpose Matrix), 是 指 矩阵 A 的 (i,j) 元 aij 
调换 到 (j,i) 位 置 . 4 的 转 置 矩阵 通常 记 作 AT (也 有 的 记 作 A 或 Ar). 根据 定义 , AT 的 第 
(i,j) 元 是 aji, BI AT = [aji]. 对 于 一 个 m x n 矩阵 : 


Y 

II 
A 
oroo 
一 下 一 证 一 大 


° — @ 


Gi Q12 `> Qin 
Q21 Q22 `` Q2n 
A= Q31 Q32 `: G3n š 
Ami Qm2 “°° Gmm. / mxn 
Lg 
它 的 转 置 矩阵 为 
Ql Q21 Q31 ` Qmii 


Q12 Q22 Q32 ``: Am2 
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矩阵 与 其 转 置 矩阵 的 第 (i,i) 元 相同 , 都 是 au, i = 1,2,… ,min[m,n]. 矩阵 转 置 不 要 求 矩 阵 
行 数 与 列 数 相同 , 即 非 方 阵 也 有 转 置 矩阵 . 

转 置 矩阵 的 性 质 

(D 转 置 运算 (Transpose Operation) 具有 线性 算 子 性 质 


(A7) =A, (aA) = ci(4)r，(ca4+cB)7 = cr A" + cəB"*, 
其 中 ci 为 常数 ,A 和 B 为 mm x n 矩阵 . 
© 两 个 矩阵 之 积 的 转 置 等 于 它们 转 置 的 倒序 乘积 : 
(AB) = B'A". 
@ EFF BL tJi SE kE EE: BJ 81. 如 果 方 阵 4 是 可 逆 矩 阵 , 则 有 
(As)! = (AT?) =: A". 
@ 如 果 A 是 m x n KER, B A cR”, 则 ATA 和 AAT 都 是 非 负 定 矩 阵 : 
474>0，447>0i 
ATA 和 AAT 有 相同 的 非 零 特征 值 . 
© B A = [oileF"x M) ATA 和 447 有 相同 的 迹 , 都 等 于 A 所 有 元 的 平方 和 : 
tr[ATA] = tr[AA"] = Sa s aĝ. 
izi j=1 
@ 转 置 运算 也 适合 于 向 量 . 设 zx 和 y 是 n 维 实 列 向 量 , 则 它们 的 点 积 (Dot Product) 
可 以 表示 为 转 置 的 乘积 : 
ZTV = m:y. 
这 意味 着 
zT = z -æ = |z|} = llz||?. 


这 是 向 量 欧 几 里 得 范 数 (Buclidean Norm) 平方 的 另 一 种 定义 . 
2.2.4 对称 矩 阵 、 反 对 称 矩 阵 、 斜 对 称 矩 阵 

1. 对 称 矩 阵 

n 阶 方 阵 A = [aij] seF"x” 是 对 称 矩 阵 (Symmetric Matrix) 或 对 称 阵 , 是 指 它 的 元 满足 
关系 oj as i= 12... n j=1,2 n. n 阶 对 称 阵 有 DED 个 独立 元 素 , 对 称 矩 了 
的 例子 如 下 ， 


z s— a —b 一 C 
( 2 i ) E22, -b> s-a -d | ek, 
=d 


一 C s—as 
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eied g 
Q11 Q12 Q13 Q14 b g h í j 
Q12 Q22 Q23 Q24 EFi”, wo h men o e F5x5_ 
Q13 Q23 Q33 Q34 人 
G14 Q24 Q34 Q44 e Q NO e y 
对 称 矩阵 的 性 质 
OD 对 角 和 矩阵 是 对 称 和 矩阵 . 


© 如 果 AT = A, 那么 4 是 对 称 阵 . 

@ 如 果 A 是 方 阵 , 那么 4+ AT. AAT 和 ATA 都 是 对 称 和 矩阵 . 
@ 两 个 实 对 称 和 矩阵 乘法 可 交换 , 当 且 仅 当 两 者 的 特征 空间 相同 . 
© 任何 方 阵 可 以 表示 为 一 个 对 称 阵 与 一 个 反对 称 阵 之 和 , 因为 


© R 4 与 B 都 是 对 称 阵 , 那么 A + B 是 对 称 阵 ,一般 AB 不 是 对 称 阵 . 两 个 对 称 阵 
之 积 是 对 称 阵 , 当 且 仅 当 它 们 是 乘法 可 交换 阵 (AB = BA). 

@ 如 果 A 是 对 称 矩 阵 , T 的 维 数 与 A 相同 , 那么 TAT? 是 一 个 对 称 矩 阵 . 

每 个 实 方 阵 都 可 写作 两 个 实 对 称 和 矩阵 的 积 , 每 个 复方 阵 都 可 写作 两 个 复 对 称 矩 阵 的 


积 . 

@ 用 (: ) 表示 R". 上 内 积 , 即 (z,y) = z .2 = ay. KHER A cR” 是 对 称 的 , 当 且 
仅 当 对 于 所 有 x,y e R", E (Ax, y) = (z, Ay) 成 立 . 

2.， 反 对称 矩阵 

反对 称 距 阵 (Anti-symmetric Matrix) 都 是 实 方 阵 ， 方 阵 A = [aj] € 了 "xn RA 反对 


称 阵 , 是 指 aj = —aj i = 1,2,… n. j = 1,2, n. BIE, 反对 称 阵 对 角 元 为 零 ， 因 为 
aa = au 除 0 元 素 外 , 反对 称 阵 只 有 ED 个 独立 元 素 . 反对 称 阵 例子 如 下 ， 


0 Q12 al3 a14 
( ) ew | "L | ene 
一 al14 一 024 —a 0 
注 : 反对 称 阵 的 “ 反 ” 是 符号 相反 的 意思 , 而 不 是 沿 斜 对 角 线 对 称 . 
反对 称 阵 是 复数 域 反 赫 米 特 矩 阵 (Anti-Hermitian Matrix) 的 特殊 形式 , 故 反对 称 阵 满足 
复数 反 赫 米 特 矩阵 的 所 有 性 质 . 
反对 称 矩 阵 的 性 质 
O 一 个 矩阵 同时 为 对 称 和 矩阵 及 反对 称 矩 阵 , 当 且 仅 当 所 有 元 素 都 是 零 . 
© WR Ar = -4, 那么 A 是 反对 称 阵 . 或 者 说 , 反对 称 和 矩阵 满足 A + AT = 0. 
@@ 设 4 与 B 痢 是 反对 称 阵 , 那么 cl4 + co B 是 反对 称 阵 , 这 里 cl co 为 标量 . 
@ 反对 称 阵 的 迹 为 零 . WR A 是 反对 称 阵 , 那么 tr[4] = 0. 
© 对 于 任意 方 阵 A, 4 - AT 是 反对 称 矩 阵 . 
© E 4 是 反对 称 和 矩阵 , 对 任意 向 量 z, 有 zT Az = 0. 
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© 设 4 是 一 个 反对 称 阵 , 矩阵 Q 与 4 维 数 相 同 , 那么 Q" AQ 是 反对 称 阵 . 
反对 称 阵 的 所 有 特征 值 的 实 部 为 零 , 即 特 征 值 都 是 纯 虚 数 或 零 . 证 明 参 见 反 赫 米 特 矩 


@ 奇数 阶 反 对 称 阵 的 行列 式 为 零 . 若 A cR” 是 反对 称 矩 阵 , 其 行列 式 满足 
det[4] = det[A™] = det[—.A] = (—1)” det[A] 


E n 是 奇数 , 则 行列 式 等 于 零 . 这 个 结果 称 为 雅 可 比 定理 , 是 卡尔 。 古 斯 塔 夫 雅 各 。 雅 可 比 
(Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804—1851 年 ) 在 1827 年 证 明 的 . 他 的 主要 贡献 有 线性 方程 组 
JEH ERRETA 雅 可 比 四 平方 和 定理 (Jacobi's Four Square Theorem). 

# n 是 偶数 , 反对 称 阵 的 行列 式 不 为 零 , 如 一 个 2 阶 反 对 称 阵 的 行列 式 为 


D-i 
det( 9 pjan 


但 是 偶数 阶 反 对 称 阵 的 行列 式 可 以 写成 部 分 元 素 的 多 项 式 的 平方 : det[A] = PEA). 这 个 多 
项 式 称 为 4 的 Pfaffian. 任意 实 反对 称 和 矩阵 的 行列 式 是 非 负数 . 

3. 斜 对 称 矩 阵 

和 斜 对 称 和 矩阵 (Skew-Symmetric Matrix) 沿 斜 对 角 线 对 称 . n 阶 方 阵 A = [aij] € Fr 是 
斜 对 称 和 矩阵 或 斜 对 称 阵 , 是 指 它 的 元 素 满足 关系 


Qij = Gn—j+1n—i+1 一 12 ,n, j =1,2, ,n. 


斜 对 称 阵 有 ne t D) 个 独立 元 素 , 斜 对 称 矩 阵 的 例子 如 下 . 


s-a —b =c. 
( T A ) er” a s— az K; e paxa, 
=g 3 —c3 —d s— a 
Q11 Q12 Q13 Q14 
021 a2 023 013 | < F4x4. 
a31 Q32 Qa22 Q12 
a41 Qa31 Q21 Q1 
读者 可 参见 http://en.wikipedia.org/wiki/Pfaffan 上 反 斜 对 称 阵 的 性 质 . 当然 , 可 以 定义 
反 斜 对 称 阵 , 以 及 既 对 称 又 斜 对 称 阵 , 可 以 研究 同时 对 称 、 反 对 称 、 斜 对 称 、 反 斜 对 称 阵 的 性 
质 , 如 对 应 行列 式 、 特征 值 、 特征 多 项 式 的 性 质 . 
既 对 称 又 斜 对 称 和 矩阵 的 例子 如 下 ， 


w a b c 
E 7 ) er>, b e b | egess, 
s] c ba 


ë d 
9: € 4x4 
E e F*><, 
ba 


S @% — 
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从 这 例子 可 以 看 出 , 2 阶 对 称 又 斜 对 称 矩 阵 有 2 个 独立 元 素 、3 阶 对 称 又 斜 对 称 和 矩阵 有 4 个 
独立 元 素 、4 阶 对 称 又 斜 对 称 和 矩阵 有 6 个 独立 元 素 . 笔者 给 出 一 般 ” 阶 对 称 又 斜 对 称 和 矩阵 的 
独立 元 素数 目 为 


Naa { (n? + 2m)/4, 7 为 偶数 ， 
S (n+1)?/4, 7 为 奇数 . 


读者 可 以 研究 对 称 又 斜 对 称 矩 阵 的 行列 式 的 计算 公式 ， 以 及 随 维 数 递 增 的 行列 式 之 间 的 关 
系 . 


2.2.5 H404, Hermitian 矩阵 
XR Jr 18 38 Ei Esau 2 3k. RENARE. 
1. #345 3546 E 3 


设 z c C 是 一 个 复数 (Complex Number), 其 实 部 (Real Part) 为 a, WX (Imaginary 
Part) 28 b, BẸ 


z = a+ bj, 


其 中 a 和 b 都 为 实数 , 正体 j = VI 为 虚数 单位 ，z 的 3E3 3538 (Conjugate Complex 
Number) 定义 为 


Z=a- bj. 
很 明显 , z z 为 实数 ,z 一 z 为 虚数 . 复数 z 的 模 (Complex Modulus) |z| 是 一 个 非 负 实数 , 定 
义 为 

|z| = VZ = Va? +b? = |z]. 

2. JHE 


设 A = [aij] seCmxn” 是 一 个 复数 矩阵 , 即 4 的 元 为 复数 . 那么 A WHERE (Conjugate 
Matrix) 定义 为 


A = [ag] E C”. 
Ju ln] rB 412540 B E X, 如 复数 列 向 量 z = [z1, 7z2,… ,znlr € C" RE E X 2 
T= [Dp ma a yma |P e (On 


3. HAEE 


复 和 矩阵 A e Cmxn Kikit EERE (Conjugate Transpose Matrix) E NAHAR E 
置 (transpose). JHR EL yE EF] 4* 表示 , 所 以 有 


A* = (A)™. 


设 c 是 一 个 复数 , 4 和 B 是 适当 维 数 的 矩阵 , HAERERAA 
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DA=A4, cA=z2A, ATB=A+B, AB=AB, 
@ A =(A)", tr[A] = tr[A], det[A] = det[A], (A)! = A-i, 
@ 4+ 志 是 一 个 实 矩 阵 ， 
@ (A*)* =A, (cA)* =z4*，(4+ 万 ) = A*+B*, (4 万 )* = B*A*, 
@ A*= AT, tr[A*] =tr[A], det[A*] = det[A], (A-1)* = (A*)-1, 
© A+ A* 的 迹 是 实数 . 
4. Hermitian 和 矩阵 
ZERE A e Cnxn RA HKH ER (Hermitian Matrix), 是 指 它 满足 4 = A*. 
赫 米 特 矩 阵 是 在 Charles Hermite (1822—1901 年 ) 时 命名 的 . HIE 1855 年 证 明了 
赫 米 特 矩 阵 的 特征 值 是 实数 . 赫 米 特 和 矩阵 的 例子 ， 
1+j 1+2j 1+3j 

1—j 2 D2) 243) 

fj 

=g 243 = 4 


这 个 矩阵 也 是 正规 矩阵 . 

Hermitian 矩阵 的 性 质 

(O 如 果 A 是 赫 米 特 矩 阵 , c 是 实数 , 则 cA 也 是 赫 米 特 和 矩阵; 

© WR A 是 方 阵 , 那么 A + 4* 是 赫 米 特 和 矩阵 ; 

@ 对 于 mm x n 矩阵 A, 44* 和 A*A 都 是 赫 米 特 和 矩阵 ; 

@ 设 4 与 B 都 是 同 维 数 赫 米 特 矩 阵 , 那么 A + B 是 赫 米 特 和 矩阵 ; 

@ 赫 米 特 和 矩阵 的 特征 值 是 实数 . 实 对 称 阵 是 赫 米 特 和 矩阵 ; 

© 赫 米 特 矩 阵 的 对 角 元 是 实数 ; 赫 米 特 矩 阵 的 迹 是 实数 ; 

D 赫 米 特 和 矩阵 的 共 斩 是 赫 米 特 矩 阵 ; 

如 果 A 是 赫 米 特 和 矩阵, T 的 维 数 与 4 相同 , 那么 TAT* 是 一 个 赫 米 特 矩 阵 ; 

@ 用 (. ) 表示 Cn 上 内 积 , BH (z,y) = z*y. 矩阵 A e Cnxn 是 赫 米 特 矩 阵 , 当 且 仅 当 
对 于 所 有 x. y cC, 等 式 (4z,y) = (z, Ay) 成 立 . 

5. 反 赫 米 特 矩阵 

一 个 方 阵 A = [aij] € C"*" 是 反 赫 米 特 矩 阵 ([Anti-Hermitian Matrix), 是 指 它 满足 A = 
—A*. 

FARKE ERTER 

O RIK ERE BJ 2 al ia 2k ak E. 

© 反 赫 米 特 矩 阵 的 特征 值 为 纯 虚 数 或 零 . 

证 明 iA s= [aij] E€ C"™*", zi 和 yi; 是 矩阵 元 素 ai; 的 实 部 和 虚 部 , BI aij = Tij 十 jyij: 
根据 定义 有 , aii = —ag, 即 z 十 jyii = 一 Zii 十 jyiis 所 以 有 zii = 0. 又 


n n n 
tr[A] = >》 ai = Y ri + jua = j > yu- 
El ii {1 
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性 质 @@ 证 毕 . 下 面 证明 性 质 @. 设 z 是 对 应 于 反 赫 米 特 矩 阵 4 RIE X 的 单位 特征 向 量 
(z*z = 1), 按照 定义 有 4z = Xz. 两 边 左 乘 以 z* = m* 得 到 
人 
两 边 取 共 斩 得 到 
TAr = x" AF = zT(z*A )T 


= (x* A*)x = 一 DZ Ax. 


这 个 等 式 说 明 z*4z 为 纯 虚 数 , 所 以 特征 值 为 纯 虚 数 . 
2.2.6 ”正定 矩阵 、 正 交 和 矩阵 、 本 矩阵 


1. 正定 矩阵 
正定 矩阵 、 负 定 矩 阵 、 正 半 定 矩阵 ( 非 负 定 阵 )、 负 半 定 矩阵 ( 非 正 定 阵 ) 都 是 对 实 对 称 
方 阵 而 言 . 

设 4e R"*" 是 一 个 nxn 对 称 实 方 阵 . 如 果 对 任意 非 零 实 向 量 z € R", 有 zT Az > 0 
成 立 , 那么 A 是 正定 矩阵 (Positive Definite Matrix), 正定 矩阵 的 特征 值 都 大 于 零 ; 如 果 对 任 
意 非 零 实 向 量 z € R", 有 rAr > 0 成 立 , 那么 A 称 为 正 半 定 阵 ( 非 负 定 阵 ). EPERE 
(Positive Semi-definite Matrix) 的 特征 值 都 大 于 或 等 于 零 . 

如 果 A 为 正定 矩阵 , 那么 -4 为 负 定 矩阵 ; 如 果 A 为 正 半 定 矩 阵 , 那么 -4 为 负 半 
EER ( 非 正定 阵 ). 

正定 矩阵 的 判断 方法 : 

(1) 如 果 对 称 矩 阵 A = [ai] € R"xm 的 特征 值 都 为 正 数 , 那么 4 为 正定 矩阵 ; 如 果 A 的 
特征 值 为 非 负 数 , 那么 4 为 非 负 定 矩阵 . 

(2) 如 果 对 称 和 矩阵 A = [aij] € R” 的 各 阶 顺序 主子 式 的 行列 式 都 大 于 零 , 即 


a11 Q12 Q13 


a11 a12 
al > 0, > 0， Q21 az a23 |>0, -::, 
20893 a31 Qa32 a33 
au al ` am 
a21 a2 ` am Š 
š 1 Š > 0, 
Ani Qn2 `` Ann 


那么 4 为 正定 矩阵 . 如 果 上 述 大 于 号 “>” 改 为 ">”, 那么 4 为 非 负 定 矩阵 . 

2. EZE 

实数 域 上 , 一 个 n xn KERE Q RAIER (Orthogonal Matrix), 是 指 它 满足 QrQ = 
I. 此 式 等 价 于 

QQ, QQ" - I. 


正 交 和 矩阵 的 行 或 列 构成 一 个 正 交 规范 基 (Orthonormal Basis), 因为 正 交 矩阵 的 两 个 不 
同行 的 内 积 是 零 , 同一 行 的 内 积 为 1. 正 交 和 矩阵 在 线性 代数 中 非常 重要 , 典型 的 正 交 矩 阵 是 
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Givens 旋转 (Givens Rotations) 和 Householder 变换 (Householder Transformations). 这 些 变 
换 不 会 放大 舍 入 误差 而 影响 数值 稳定 性 . 

正 交 和 托 阵 的 性 质 

(D 正 交 和 矩阵 的 行列 式 等 于 1 或 —1, 即 det[Q] = + 

D 正 交 变换 下 内 积 保持 不 变 , 因为 (Qz)rQy = z"Q"Qu = = zy. 

@ 正 交 变 换 的 欧 几 里 得 范 数 不 变 : ||Q>||> = ||zll2. 因此 , 最 小 二 乘 问题 Az = b 两 边 乘 
LEXE QT, 得 到 一 个 等 价 问题 QT Az = QTb; 两 个 问题 有 相同 的 解 . 换 句 话说 , 如果 Q 
AE EZ E, 则 两 个 问题 的 解 不 同 . 

四 2x2 的 旋转 矩阵 (Rotation Matrix) 和 反射 矩阵 (Reflection Matrix) 是 正 交 阵 , 它 
们 分 别 是 


cos(a) sin(o) cos(a) sin(a) 
( 一 sin(a) cos(a) ) 和 和 ( sin(a) 一 cos(a) J: 
© 正 交 和 矩阵 定义 在 实数 域 上 , EXER ERR E A ERRIRE, 因为 对 于 正 交 矩阵 
QER, AQ =Q". 参见 西 矩 阵 . 
2.2.7 “特殊 矩阵 


1. 范 德 蒙 矩 阵 


范 德 蒙 矩 阵 (Vandermonde Matrix) 在 多 项 式 插 值 和 多 项 式 拟 合 、 友 矩阵 对 角 化 、 快 速 
傅 里 叶 变换 (Fast Fourier Transform, FFT) 中 非常 有 用 . 


= 


一 个 n x n 范 德 蒙 矩 阵 具 有 下 列 形 式 . 
1 zi z? 均一 
1 zz z gami 
V(zuzə En) =| 1 Ts mg ooo ag 
1 m z2 an- 
范 德 蒙 矩 阵 的 行列 式 为 


det[V(z1,72,.* ,zn)] = detz} = [I (z;j- =). 
1<i<;j<n 


广义 范 德 蒙 矩 阵 (The Generalized Vandermonde Matrix) 定义 为 


al ay Q 
bi b2 b, 
b; a? ay ag" rikn 
h=] + : . |eF 
b. b; b. 
ar G ax 


至 今 还 没有 找到 广义 范 德 蒙 矩 阵 的 行列 式 的 通 式 解 . 
Ü O <ar < az < -:: < an, bi < ba < --- < 加 则 广义 范 德 蒙 矩 阵 的 行列 式 总 是 正 数 : 
det[V,,] > 0. 这 意味 着 VV, 的 所 有 主子 式 (Principal Subminors) 的 行列 式 都 大 于 零 . 
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本 书 作者 给 出 推广 了 的 特殊 n x n 和 矩阵 AEREA; 


1 zl z zi ganS 
1 z2 = g oss 22" 
I r<; 一 
D(zihza mizn): 一 | 1 73 73 73 T3 
So 2n—3 
L gw 93 3 2 
š at “ss. 
1 zı zi Ti 二 
3 4 p 
1 z2 23 72 22 
z Š go 
F(z1, 22, , Za) := 1 zs Z3 T3 … T3 Ç 


1 ta W g 


还 有 从 范 德 蒙 矩 阵 中 去 掉 一 列 或 几 列 , 再 加 一 i 如 


n 
V (Bubas aye | | 
2 3 n 
J. Qç JR Ee 
1 m zŠ mt 
1 z2 22 z3 
n 
V" (1,22, ,En):= | 1 23 z T3 
3 n 
1 zn Th Eei 


笔者 认为 : 这 些 特殊 矩阵 D 和 F 的 行列 式 应 该 有 通 式 解 , 值得 研究 . 可 先 计算 下 列 4 ME 


阵 的 行列 式 找 规律 : 
Zi m xŠ j. ai ae eS 
3 2 4 
zs a T3 T3 — | 1 za z2 z2 
D(z1, £2, £3, £4) : zs 2 <š |' F(z1, £2, £3, T4) : 1 zs g =£ |’ 
3. 25 1 2 4 


PA PA 
R 
Pi 
t 


V’ (z1, £2, Za, £4) := | 


zt 1 m wi zi 
A 3 yA a- sk 
mz 23 T l s3 zj m: 
2 2 2 v" e 2 2 2 

Tista 3 ma) = a 
z2 2 a | (£1, z2, Z3, £4) L as wt 
p: Syd 
2. REREN 


一 个 矩阵 4 称 为 胡 尔 维 茨 矩 阵 (Hurwitz Matrix), 是 指 它 的 所 有 特征 值 有 严格 的 负 实 
部 , 即 Re[X] < 0. 胡 尔 维 茨 矩阵 必须 是 方 阵 . 这 样 的 矩阵 也 称 为 稳定 矩阵 (Stable Matrix 
or Stability Matrix), 因为 线性 系统 t= Axr 是 稳定 的 . z = 0 是 系统 的 平衡 点 (Equilibrium 
Point). 只 要 A 稳定 , 在 任意 初始 值 z(0) F, z(t) 总 是 收敛 到 0. 

如 果 多 项 式 p(s) 是 稳定 的 , 即 p(s) 的 零点 或 p(s) = 0 的 所 有 根 具 有 负 实 部 , 那么 p(s) 
就 称 为 胡 尔 维 茨 多 项 式 (Hurwitz Polynomial). 如 果 有 理 传 递 函数 矩阵 G(s) e R 的 各 
元 的 极点 ( 即 各 元 分 母 多 项 式 的 零点 ) 都 有 负 实 部 , 那么 G(s) 就 称 为 Hurwitz 矩阵 多 项 式 . 
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注 : 并 没有 要 求 G(s) 是 方 阵 ; 也 不 是 说 对 某 个 具体 的 s 值 , G(s) 是 胡 尔 维 茨 和 矩阵 . 

我 们 说 A 是 胡 尔 维 茨 矩 阵 , 指 动态 系统 (Dynamic System) 

z(t) = Az(t) + Bu(t), 

的 = Cx=(t) + Du(t) 
是 稳定 的 , 即 系统 有 一 个 稳定 的 传递 矩阵 (传递 函数 ). 

3. 海 赛 矩阵 

设 f: Rn" 一 及 是 一 个 实 值 函 数 , 具有 二 阶 偏 导 数 (Second Order Partial Derivative). K 
数 ftzt za……,zn) =: f(x) 的 海 赛 矩 阵 (Hessian Matrix) 定义 为 


Oh Ds 
ôx? Or1072 Or107n 
Of OA of 
H(f):= | orzom Əx2 Or207n eRnxn_ 
s O Ps 
OrnOT!1! Ər,Əzr2 Əz2 


在 一 定 条 件 下 , 混合 偏 导 数 (Mixed Partial Derivatives) 相等 , 海 赛 矩 阵 是 一 个 对 称 和 矩阵 . 

4. RFE 

一 个 方 阵 4 是 AFER (Nilpotent Matrix), 是 指 存在 一 个 正 整数 使 得 A* AFE 
阵 , 即 

A*=AA...A=0. 

— 
:个 

显然 有 Akti = 0, i = 1,2,3,.…. 

定理 2.2.1 FAERIE (Characterization of Nilpotent Matrices) 

AEEA RERE, 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 为 零 . 

证 明 假设 A* =0. 令 和 为 4 的 一 个 特征 值 , 那么 对 于 某 个 非 零 向 量 z, 有 Az = Am. 
通过 递 推 归纳 可 得 

Mz = AF-1(Am) = AF-1Az = A*s = 0, 
所 以 A= 0. 相反 , 假设 A 8 Cn"xm 的 所 有 特征 值 都 为 零 , 那么 A 的 特征 多 项 式 为 
det [AI — AJ = À". 


根据 凯 莱 一 哈密 尔 顿 定理 3.4.1, 可 知 A” = 0. 

TPE ERER 

D 对 于 2 x 2 非 零 矩阵 A, 如 果 4 ERRER, 那么 42 = 0. 

© ARFER 相似 矩阵 (Similarity Matrix) 是 寡 零 矩阵 . 

@ 因为 矩阵 行列 式 等 于 特征 值 的 乘积 , 所 以 寡 零 矩阵 的 行列 式 为 零 ; 矩阵 迹 等 于 特征 值 
之 和 , 故 究 零 矩 阵 的 迹 为 零 . 

@ 一 类 寡 零 矩阵 是 严格 上 三 角 阵 (Strictly Upper Triangular Matrix) 和 严格 下 三 角 阵 
(Strictly Lower Triangular Matrix). 参见 2.2.2 节 三 角 阵 . 
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5. 震 等 矩阵 

一 个 方 阵 A 是 时 等 矩阵 (Idempotent Matrix), 是 指 42 = A. 显然 有 A* = A, k = 
23.4... 

336 kE E£ BJ'E PE 

O 一 个 矩阵 为 容 等 矩阵 , 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 为 0 或 1. 

@ 单位 阵 是 一 个 寡 等 矩阵 . 除 单位 阵 外 , 所 有 圭 等 矩阵 都 是 奇异 的 . 

© 过 等 矩阵 总 是 可 对 角 化 的 . 

O RFEA ( 主 对 角 元 之 和 ) 总 是 等 于 矩阵 的 秩 , 且 为 整数 . 

@ 单位 阵 减 去 寡 等 矩阵 为 寡 等 矩阵 . 假设 A ARTER, 我 们 有 A? = A, 


(I-A2=I-2A+A2=1-1A. 


例如 , Qi := 4(474)-147 和 Q> := I— 4(474)-147 #B REESE AE RE. 

6. 对 角 优 势 矩阵 

方 阵 A = [aij] € Fnxn 是 对 角 优 势 矩阵 (Diagonally Dominant Matrix), 是 指 对 所 有 
i 三 1,2,… ,n, 下 列 不 等 式 成 立 ， 


n 


lail > >- laijl. 
j=1,j+i 

FES” BO >” , A 称 为 严格 对 角 优 势 矩阵 (Strictly Diagonally Dominant Matrix). 这 是 
行 对 角 优 势 , 同样 可 定义 列 对 角 优 势 矩阵 . 行 对 角 优 势 和 列 对 角 优 势 统 称 为 对 角 优 势 . 

EH 2.2.2 H - 德 普 朗 克 定 理 (Levy-Desplanques Theorem) 

一 个 严格 对 角 优 势 矩阵 是 非 奇异 的 : det[4] Z 0. 

证 明 ”用 反 证 法 证 明 . 设 A = [aij] 是 严格 对 角 优 势 矩阵 ，4 是 奇异 的 , 即 有 一 个 特征 
值 为 零 , 如 入 = 0. 由 Gershgorin 定理 可 知 , 存在 一 个 i 使 得 

> laij| > | 和 — ail = lail. 


ji 


这 与 严格 对 角 和 矩阵 定义 矛盾 . 定理 得 证 . 
7. 正规 矩阵 
一 个 复数 矩阵 A c cxn 称 为 正规 矩阵 (Normal Matrix), 是 指 它 满足 
A*A = AA*, 
即 4 与 4* 矩阵 乘法 可 交换 , 其 中 4* 为 4 RIR EENE. 根据 定义 , 正规 矩阵 必 为 方 


RE. 类 似 地 , 对 于 实 矩 阵 A € R"x” 是 正规 矩阵 , 是 指 它 满 足 ATA = AAT. 正规 矩阵 的 例子 
如 下 ， 


人 


其 中 a,b e R. 
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正规 矩阵 的 性 质 

(O 如 果 A 是 正规 矩阵 , 那么 4* 也 是 正规 矩阵 . 

© WREKE 4 与 4* 是 乘积 可 交换 , 那么 它们 都 是 正规 矩阵 . 

© 根据 舒 尔 不 等 式 (Schur Inequality) 可 知 , 正规 矩阵 A € Fnxn 满足 


> IA[AJ2 = tr[A* AJ, 

i=1 
其 中 和 [4] 为 4 的 特征 值 . 

@ 复方 阵 4 是 一 个 对 角 阵 , 当 且 仅 当 A 既是 一 个 正规 矩阵 , 又 是 一 个 三 角 阵 . 这 可 总 
结 为 下 面 的 定理 . 

定理 2.2.3 ”可 交换 矩阵 定理 (Commutable Matrix Theorem) 

设 A 与 B 是 可 交换 矩阵 . 如 果 BX, 那么 4 B 是 可 交换 的 ; wR AM B K 
可 逆 , 那么 A-1 与 B-1 是 可 交换 矩阵 . 

证 明 FH A 5 B 可 交换 假设 ,可知 AB = BA, 左边 与 右边 都 乘 以 B 得 到 B-1A = 
AB-1. 左边 与 右边 都 乘 以 A! 得 到 AIB = BA-!. 


2.3 ”特征 值 问题 : 特征 多 项 式 、 特 征 方程 、 特 征 值 


2.3.1 ”特征 多 项 式 和 特征 方程 


1. 特征 多 项 式 
方 阵 4 = [aij] € Fx" 的 特征 多 项 式 (Characteristic Polynomial) 定义 为 矩阵 sIn — A 
的 行列 式 : 


5 一 al -Ql2 ` 一 aln 
一 Q s-a e 一 Q: 
p(s) := det[s7n — A] = = k "er. (2.3.1) 
一 Qn1l 一 Qn2 一 Qnn 
EE s 的 一 个 n 次 首 1 多 项 式 . 
2. 特征 方程 
特征 方程 (Characteristic Equation) 定义 为 p(s) = 0, 即 
det[sI, — A] = 0, (2.3.2) 
或 
Sma Sai “i 
一 Q21 8 aq E 一 Q2m 
A š =0. 


—Gn1 一 Qn2 一 Qnn 
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3. 特征 值 

工程 上 , 矩阵 A c Fnxn 特征 值 简单 定义 为 特征 方程 det[sIn — A] = 0 的 根 si. n E 
ERA n 个 特征 值 s1, sz, …, Sn, 可 能 包含 重 特征 值 . 实 矩阵 的 特征 值 不 一 定 是 实数 . 对 称 
矩阵 的 特征 值 为 实数 . 

数学 上 特征 值 的 定义 : 对 于 方 阵 A e Fx, 标量 入 € C 称 为 矩阵 A 的 特征 值 (Eigen- 
value), 是 指 存 在 一 个 非 零 向 量 > e C" 满足 方程 : 

Ax = Am. (2.3.3) 
特征 值 的 线性 变换 几何 解释 : 一 个 向 量 z 对 A 的 作用 不 改变 方向 , 其 幅 值 (Magnitude) 增 
加 A 倍 . 

式 (2.3.3) 可 以 写成 一 个 线性 齐 次 方程 (Linear Homogeneous Equation) (AI — 4)z = 0. 
如 果 这 个 方程 有 非 零 解 >, 那么 其 系数 矩阵 的 行列 式 为 零 , 即 


detDI — A] = 0. 
这 个 方程 等 同 于 式 (2.3.2) 的 特征 方程 . 


即使 4 为 实 矩 阵 , BH A € R"*x", 其 特征 值 也 可 能 是 复数 , 并 且 实 矩阵 的 复 特征 值 以 共 
HÆRRI EW. 例如 ， 


0: —1 
= ( 1. 0 ) 
的 特征 方程 为 
det[sI2 — A] = 


=s2+1=0. 


s 1 
—1 8 | 
这 个 方程 没有 实数 解 , 所 以 矩阵 4 没有 实数 特征 值 , 只 有 两 个 HM EREE (Conjugate 
Complex Eigenvalue): s = 和 Xi = /—1 #ll s = À> V-I. 

特征 值 的 性 质 

(D 矩阵 4 和 AT 有 相同 的 特征 值 , 因为 det[sI — AJ = det[sT — 47]. 

@ 赫 米 特 矩 阵 的 特征 值 是 实数 . 对 称 和 矩阵 的 特征 值 是 实数 . 

© 反对 称 和 矩阵 (Anti-symmetric Matrix) 的 特征 值 是 虚数 或 零 . 

© WREE A 所 有 特征 值 都 不 同 (Distinct), 那么 A 可 对 角 化 . 


2.3.2 ”特征 向 量 


设 4 是 一 个 n x n 方 阵 , X 是 4 的 特征 值 , 满足 方程 Am = Xz 的 非 零 n 维 列 向 量 >, 
称 为 矩阵 4 的 特征 向 量 (Bigenvector). 从 这 个 定义 可 知 , 特征 向 量 不 是 唯一 的 , 因为 对 于 非 
零 常数 a, az 也 是 矩阵 4 的 特征 向 量 . 

对 应 于 A 的 特征 值 X 的 特征 向 量 p, 通过 求解 (4 一 和 TI)pi = 0 BÈ (XT, — A)pi = 0 
得 到 . 这 是 求 特 征 向 量 的 一 种 方法 , 但 不 是 唯一 的 方法 , 其 他 方法 可 参考 奇异 值 分 解 (SVD 
分 解 ). 

WREE 4 存在 n 个 独立 的 特征 向 量 pi, pz, …, pa, 那么 矩阵 A 相似 于 一 个 对 角 阵 . 
事实 上 ,将 
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Api; = Npi, i= 1,2,... ,n, 


写成 紧凑 形式 为 

[Api, Apo, : : : , Apn] = [ipi MN2p2,*** ,Mnpnl, 
或 

入 1 
和 2 
A[pi,p2, ,pn] = [P1; p2, ` ` ° , Pn] 
An 

定义 由 特征 向 量 构成 的 矩阵 


P := [i,p2,: ,Pn] € CX". 


那么 矩阵 4 相似 于 一 个 对 角 阵 , 即 
P-1AP = diag[à1, M2,:…: , Mn]. 


2.3.3 ”特征 多 项 式 
定理 2.3.1 和 斜 对 角 阵 的 特征 多 项 式 (The Characteristic Polynomial of Skew-Symmetric 


Matrices) 
n x n 斜 对 角 阵 A = adiag[ai,a2, ,an] 的 特征 多 项 式 为 
p(s) := det[sT — A] 

s (s? = alan)(52 一 0a2an-1).…(3 


= { (s2 一 alan)(s2 一 azan 1) +- (s 


定理 2.3.2 本 矩阵 的 特征 多 项 式 (The Characteristic Polynomial of Companion Matri- 


— G(n—1)/2G(n+3)/2)(8 一 Q(n+1)/2)，n 为 奇数 ， 


z 
2 一 an/2Qn/2+1); 7 为 偶数 


ces) 
4 个 m x n EERE 
S ñb: yas E aW 0 .0 -0 0  —an 
1 0 0 0 + 0 B 0 —an-1 
4-| 0 1 0 ü |. á=] 8 + 0 0 -an_2 
0 0 1 0 0 0 0 1 一 Cl 
—Q1 1 0 g 0 0 T 0 0 
一 Q2 | 0 9 0 0 i 0 
A= . Se 0 p 4= i ， 
—an-1 0 0 0 1 0 0 0 1 
一 an 0 0 8- g 一 an —Ga-1 —Gnx-2 一 Q1 
的 特征 多 项 式 都 为 


p(s) := det[sT — A] = s” + as"! +aysn-2 L... + an—18 + an- 
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辛 矩阵 
一 个 实 矩 阵 A c R2nx2n 称 为 辛 矩阵 (Symplectic Matrix), 是 指 它 满足 


AJAr = J, (2.3.4) 


= 0 TI, 2nx2n 
s i 0 ) sa 


这 是 实数 域 中 的 辛 矩阵 的 定义 , 辛 矩阵 也 可 推广 到 复数 域 中 . 这 里 矩阵 J 满足 
det[J]=1, J! = JT = -J. 


辛 和 矩阵 的 行列 式 等 于 1. 
定理 2.3.3 “” 辛 矩阵 的 特征 多 项 式 (The Characteristic Polynomial of Symplectic Matri- 
ces) 


式 (2.3.4) 的 辛 矩阵 A 的 特征 多 项 式 满 足 

p(s) := det[sT — A] = s"p(1/s). 

证 明 ”根据 辛 矩阵 的 定义 : AJA7 = J, 因为 A 和 J 都 是 辛 矩阵 , 其 行列 式 都 为 1, 所 
以 有 

p(s) = det{[sJ — AJ]J”1) = det[sJ — AJ] = det[s AJA" — AJ] 


= det [4 (4 十 3) = det [-:47 (-a + 2]] 


=det[-sA]det[J] det (z: = 4) = s"p (z) . 


定理 2.3.4 ” 正 交 和 矩阵 的 特征 多 项 式 (The Characteristic Polynomial of Northogonal Ma- 
trices) 


EXER Q e Rnxn 的 特征 多 项 式 满足 
p(s) := det[sT — Q] = (—s)"p(1/8). 


证 明正 交 阵 Q < Rn"xn 满足 QrQ = I,. HA Q = Qr, det[Q] = +1, 所 以 有 
p(s) =det[sT — Q] 


= det | (e: = 17)| = det[—sQ] det B = o°] 


= det[—sQ] det Bi = o| jy 人 
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2.3.4” 谱 映射 定理 


定义 2.3.1 和 矩阵 的 谱 定 义 (Matrix Spectra Definition) 

矩阵 特征 值 构成 的 集合 称 为 矩阵 的 谱 ; 设 方 阵 A e F 的 特征 值 为 和 ,和 2,……， 和 An， 
那么 A 的 谱 为 A[A] = {和 1, 和 2,… ,Mn}, A 的 特征 值 的 绝对 值 或 模 最 大 者 称 为 A 的 谱 半径 
(Spectra Radius), A 的 谱 半 径 记 为 p(A), 所 以 有 


p(A) = max[|Ai|,|Xz| ,|An|]. 


定理 2.3.5 ” 谱 映 射 定理 (Spectra Map Theorem) 
设 方 阵 A 8 Cn 的 谱 为 AA] = {和 1, 和 2,… s Anh, 定义 在 某 区域 上 的 解析 函数 f(s), I 
么 矩阵 F(A) 的 谱 为 


AFCA) = {F A1), FN2), a f(An))- 


也 就 是 说 , 矩阵 f(A) 的 特征 值 等 于 函数 f(s) 在 4 的 特征 值 处 的 值 . 
从 这 个 定理 , 我 们 可 以 得 到 矩阵 谱 的 性 质 . 
O A? 的 谱 为 AL42] = {23, X32,… ,和 2}. 
© 4m 的 谱 为 AL4m] = {和 FY, 入,… , Am). 
@ 如 果 ATX, 那么 4-:1 的 谱 为 A-1] = 位 去 E} 
@ B f(s) 为 系数 ai, a2,…, am ËJ m 次 多 项 式 , 即 


f(s) = s™ + ars ™™! + ags™™? 


+--+ an-18 + am. 
定义 多 项 式 和 矩阵 

f(A) = 4m +a, A”! ia A™? +.. -+ am-1A + amIm, 
那么 F(A) 的 特征 值 为 


FCN) = AP qamllam ?+ H amii Ham, i= 1,2,..,n. 


2.4 ”矩阵 秩 、 迹 和 基本 引 理 


2.4.1 ”和 矩阵 秩 


矩阵 的 列 秩 定 义 为 矩阵 的 线性 无 关 列 的 最 大 数目 ; 矩阵 的 行 秩 定 义 为 矩阵 的 线性 无 关 行 
的 最 大 数目 . 矩阵 的 列 秩 总 是 等 于 矩阵 的 行 秩 . 因此 , 矩阵 的 秩 定义 为 矩阵 的 列 秩 或 行 秩 . 4E 
阵 秩 用 英文 词 rank 表示 ， rank[A] 表示 和 矩阵 A 的 秩 (rank). 

矩阵 秩 的 性 质 

O É A = [aij] € Fmxn, B = [bij] e Fnxr, WA 


rank[A B] < min{rank[A], rank[B]}. 


2.4 ”和 拢 阵 秩 、 迹 和 基本 引 理 


© W A, 的 维 数 满足 可 相 乘 条 件 , 有 
rank[4142.…:4k] < min{rank[Ail], rank[ A2], --- ,rank[Ax]}. 
@ 如 果 P 和 Q 都 是 可 逆 方 阵 , 那么 


rank[4] = rank[PA] = rank[AQ] = rank[P AQ]. 
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性 质 @ 的 证 明 WHERE A 的 第 j 列 为 Ag, ERE B 的 第 i 行为 Bi, 那么 AB 的 第 i 行 


(4B);. 可 表示 为 


(AB), = ai B1, + ai2B2, +: + amBi, i= 1,2,- ,m. 


这 说 明 , 矩阵 乘积 AB 的 行 向 量 可 由 矩阵 B 的 行 向 量 线性 表示 , 所 以 AB 的 秩 不 大 于 B 


的 秩 . 类 似 地 , AB 的 第 j 列 (AB); 可 以 用 A 的 列 线性 表示 : 
(AB); =b A1 +b A2 +: + bniAn, j =1,2, ,7. 


这 说 明 AB 的 秩 也 不 大 于 4 的 秩 . 定理 得 证 . 


车 P 可 道 , 则 rank[PA] = rank[4j, rank[P4P-1] = rank[4], 因为 


rank[4] = rank[P-! P A] < rank[PA), 


rank[P A] < rank[A]. 


2.4.2 KERIK 
方 阵 A € Fox” 的 迹 (Trace) 定义 为 其 对 角 元 之 和 , 用 符号 tr[A] 表示 . 如 果 
al1 Q12 ... Qin 
a21 a22 a An 
A= i 
Qnl an2 ` Amn 
那么 4 的 迹 为 


tr[4] := S 348 = ar 十 a22 +--+ ann- 

i=1 
矩阵 迹 的 性 质 
O 矩阵 转 置 和 共 轿 转 置 的 迹 . 对 于 方 阵 A, 有 tr[4z] = tr[A|, 
© 和 矩阵 和 的 迹 等 于 和 矩阵 迹 的 和 , 即 tr[4 + B] = tr[A] + tr[B]. 
© 矩阵 乘积 的 迹 具 有 循环 性 (Cyclic Property), 即 


tr[AB] = tr[BA], tr[ABC] = tr[BCA] = tr[C AB]. 


tr[A*] = tr[A]. 
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因此 , 不 存在 方 阵 4 和 号 使 得 AB- BA=]. 
D 相似 变换 矩阵 的 迹 不 变 , 即 对 于 可 逆 矩 阵 T', 有 tr[4] = tr[T AT 1]. 
© EBE A e Cn"xn 的 迹 等 于 矩阵 特征 值 Xi[4] 之 和 (包括 重 特征 值 ), 即 


tr[A] = M[A] + A[A] 十 … 十 Xn[4]. 


© 对 于 复 和 矩阵 4 = [aij] e C"x", 有 


n 
tr[A*A] = tr[AA*] = Y lail?. 


i,j=1 


对 于 实 和 矩阵 A = [aj] € Rx", 有 


n 
tr[A"A] = tr[AA"] = Y a}. 


ij=1 


D HIERE A c Fnxn 的 特征 多 项 式 (Characteristic Polynomial) 为 


p(s) = det[sT — A] = 3” + a13”! + a28"? + -- - + an—18 + an, 
则 有 tr[A] = -ai， det[4] = iin 

设 方 阵 A e Fmxm， 由 € A 那么 矩阵 方程 AX = B 有 解 的 充 要 条 件 是 rank[A] = 
rank[A, B]. 

O 如 果 方 阵 4 与 B 是 乘法 可 交换 的 , k. r 为 正 整 数 , 那么 Ak 与 Br 是 乘法 可 交换 的 ; 
WR A 和 B 都 是 可 逆 矩 阵 , 且 乘 法 可 交换 , k. r 为 整数 , 那么 A* 与 Br 是 可 交换 的 . 

D 设 rank[4 — I] = p, rank[B — I) = q, I] rank[AB — I] < p +q. 

性 质 @ 的 证 明 设 4 = [oj] € Cmxn, B = [bi] e Cnxm, 根据 迹 的 定义 有 

tr[AB] = Y iS ash ji = > > ,biiai; = tr[B AJ. 


í=1 j=1 j=1 i=1 


性 质 @@ 的 证 明 因为 AB — I = A(B — D + (A-I), Br, 
rank[A B — I] < rank[A(B — I)] + rank[A — I] 
<rank[B — I)] +rank|A — I] = p +q. 

例 2.4.1 HE A. B. X WE AX = XA, X = AB 一 BA, 则 有 tr[X*]=0. 
证 明 ”由 给 定 的 条 件 , 有 

=(AB - BA)X*-!= ABX*-!— BAX*-! 

= ABX*-! - BAXX* ?= ABX*!— BX AX*-? 

=ABX* 1!— BX? AX"? = ABX*!— BX* 1A. 

两 边 取 迹 , 根据 性 质 @) 直 接 给 出 结论 . 
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2.4.3 EEREN 


要 的 


式 成 


pE 


矩阵 求 逆 引 理 和 块 矩阵 求 道 引 理 在 控制 论 和 系统 辨识 领域 , 特别 是 在 递 推 计算 中 , 有 习 
引 理 2.4.1 和 矩阵 求 逆 引 理 (Matrix Inversion Lemma) 

设 A ER, Berx, C erx, 假设 矩阵 A. A 和 (I + CA-1B) 可 逆 , 则 下 列 等 
立 ， 

(1) (A+ BC) = A-1— A-1B(I+ CA™'B) C A™!. 

(2) (A + BAC) = A-1— A` B(A + CAB) CA. 

4 B = C = I hi, 得 到 特殊 等 式 : 

Q (A +I)! = A™! — ATI + ATHA. 

@ (A +A)! = A™! — ATHA! + ATHA. 

34 B=beFn, C = ce Flxn Bf, WA 


(A+bc) 1 = A-1— A lb(I+cA lb)-lcA-1, 


A-1bcA-1 


= pK. 
(A +b) =A -Tes 


引 理 2.4.2 HEREKE (Block Matrix Inversion Lemma) 
设 可 逆 方 阵 4 分 块 如 下 . 


41 Ar 
421 A2 


> 
i 
2 


其 中 A, 和 A: 都 是 方 阵 . $ Qi := A 一 4214114i12>， Q2 := 41 一 412471421. 则 下 列 两 
个 等 式 成 立 . 


—1 
A, An Ai!+ Ai!A12Qi!A2Ai! -—ArYl1AiQI1 
-Q7'An AT! Qil I 


-1 
A Ar Q;' -Q7 41245 
(2) a —1 一 1 —1 -1 -1 — ] ` 
An A2 —A; 421Q A; +A; 421Q 4124> 


块 矩 阵 求 逆 引 理 将 大 矩阵 4 的 求 逆转 化 为 对 小 矩阵 A 和 Qi, 或 A 和 Q> 的 求 逆 ， 


可 以 简化 大 量 计算 量 . 特别 地 , 当 Bo = b € F" 是 一 个 列 向 量 , Az = c € F1xn 为 一 个 行 向 
Æ, A = c € 下 为 标量 , 这 个 公式 可 以 进一步 简化 为 


A bN 7 /4ri+4ilb-cailb-icairl -4ilb(o -ce4ilb)-1 
—(ø — eAr1b)-1eAT1 (e — eAT1b)-! j 
块 矩 阵 求 着 引 理 也 可 表示 如 下 . 


c o 
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引 理 2.4.3 ” 块 矩阵 求 逆 引 理 (Block Matrix Inversion Lemma) 
设 A. B. C. D 是 适当 维 数 的 矩阵 , 在 假定 有 关 和 矩阵 可 道 , 证 明 


A BN I -A-1B 4-1 0 I O 
cp) \o I 0 (D-CA-!B)-! -ca~ I J 


2.4.4 ARAN 


奇异 值 分 解 (Singular Value Decomposition) 简称 SVD 分 解 : 任何 实 m x n ER A fE 
够 分 解 成 


A=USV", 
其 中 U 是 一 个 m x m EXER, V 是 一 个 n x n 正 交 矩阵 ,，S 是 唯一 的 m x n 对 角 阵 , 其 
对 角 元 为 非 负 实数 oi, i = 1,2,…: min(m, n), 且 以 降序 排列 (Descending Order): 


01 2 02 2 :: : 2 Omin(m,n) 2 0. 


oi 是 和 矩阵 4 的 ASAE (Singular Values). 
U Ñ V 的 前 min(m,n) 列 分 别 是 4 的 左 奇异 向 量 和 右 奇异 向 量 , S 有 下 列 形式 ， 


(£, 0) e 有 mxm， mz<n, 
cepe, m= m 


S= 5 
eRmxn n >n, 
0 


其 中 > 是 一 个 由 奇异 值 ci, c?,，……， Gmin(m,n) 构成 的 对 角 阵 : 
ai 
o2 
Omin(m,n) 
设 m > n, WẸ r := rank[A] < n, 那么 
01 2 02 2 :: > Or > Or41 = :: = On = 0, 
H o, #0, or+l=…= on=0, 可 以 得 到 一 个 简化 SVD, S 为 一 个 r+ x r HERE, U 和 V 也 可 


进一步 简化 . SVD 能 够 确定 矩阵 的 秩 . 
和 矩阵 方程 Az = b 的 最 小 二 乘 解 (Least Squares Solution) 为 


mz = (ATA) 1ATb. 
使 用 SVD 分 解 4 = USVr, WA 
gx = (V STUTU SV") V STUTb 
=(V SSV") V STU"b 
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=V T(S7S)- VTV STUTb 
=V(SrS)-1STU"Tb 
= v> [5, 0UT™b 
=Vv|[>-!, 0JU”b. 
2.4.5 “正定 矩阵 的 平方 根 分 解 
设 A e C"x" 是 一 个 正定 Hermitean 矩阵 . 那么 有 分 解 


A = P*diag[Mi, À2,: p, An] P, 


其 中 P 是 一 个 本 矩阵 , 和 1, Xa,…，》n 是 矩阵 A 的 特征 值 . 
定义 正定 矩阵 A cR?” 的 平方 根 (Square Root) 矩阵 : 


A'/2 = P''diag| VAi, V2,* ,Vn]P. 


平方 根 矩 阵 的 性 质 

@ A1/2 A1/⁄2 =Á. 

@ 412 是 Hermitean 矩阵 , 也 是 正定 矩阵 . 

© A? 与 4 是 可 交换 的 , A1⁄2A = AA". 

@ (A1/2)r S (Ar)1/2. 

@ (A1/2)-1 Ë (ÇA 1Y1/2 = 31. 

© A"? 与 4 有 相同 的 特征 向 量 . 

© A 的 特征 值 是 Ai, 和 2,…, An, 那么 A12 的 特征 值 是 VAN, Vz e, VAn: 


2.5 ”和 矩阵 变换 


2.5.1 ”相似 变换 
相似 矩阵 (Similarity Matrix): 方 阵 A 相似 于 方 阵 B, 是 指 存在 一 个 非 奇 异 和 矩阵 工 满足 


T'AT = B. 


并 称 A 到 B 的 变换 为 相似 变换 (Similarity Transformation), 矩阵 T 称 为 相似 变换 矩阵 . 
显然 , A 相似 于  ( 记 作 A ~ B), 那么 B 也 相似 于 A, 因为 A = [T-1]||-1pBT-1, 所 以 说 
T'AT È TAT! 是 相似 变换 . 一 个 矩阵 总 是 与 自己 相似 . 

相似 变换 的 一 个 重要 用 途 是 可 以 把 矩阵 A 变换 为 对 角 阵 或 约 当 阵 . 

相似 矩阵 的 性 质 

@ 一 个 矩阵 总 是 与 自己 相似 , 即 4 ~ A. 

© WR A 相似 于 B, B 又 相似 于 C, 那么 A 也 相似 于 C, 因为 


C=5-1BS=S-1T-147)5 = (TS)! A(T S). 


@ EBE: 4 与 它 的 转 置 4z 总 是 相似 的 . 


50 第 2 章 预备 知识 


@ 相似 矩阵 有 相同 的 秩 , 若 4 ~ B, 则 rank[4] = rank[B]. 
@ # A= B, B. ATTŽ, N BETY, H B7 ~ A7. 
© # 4 SHAE A 相似 , 则 称 4 为 可 对 角 化 矩阵 . 
DË A= B,c HHA, 则 cA ~ cB. 

@ Ë A ~ B, 上 为 整数 , 则 AF ~ BF. 

@ # A = B, fO 为 多 项 式 , 则 f( A) ~ f(B). 

D # A — B, I] exp( A) ~ exp(B). 

D 相似 矩阵 有 相同 的 行列 式 、 特 征 值 、 特 征 多 项 式 , 因为 


lA|=IT-'BT|=|T-'|IB|IT| = |T|`'|BIIT| = |B|; 


这 里 使 用 了 公式 det[AB] = det[A] det [B]. 相似 矩阵 的 特征 多 项 式 为 
p(s) := det[sI — A] = det[sI — T -! BT] = det{T [sI — B]T} 
= det[T-1]det[sI — B] det [T] = det[sI — B]. 
这 说 明 相似 和 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 、 相 同 的 特征 值 . 


2.5.2 ”和 矩阵 对 角 化 


我 们 说 一 个 矩阵 可 对 角 化 , 是 指 这 个 矩阵 可 以 通过 相似 变换 化 为 对 角 阵 . 也 就 是 说 , 如 
RAEE A 可 对 角 化 (Diagonalizable), 那么 必 存 在 一 个 非 奇异 矩阵 T 使 得 T-147 是 一 个 对 
角 阵 . 


0 1 
矩阵 对 角 化 是 有 条 件 的 , 不 是 所 有 的 矩阵 都 可 对 角 化 . 例如 , 矩阵 是 不 可 对 


角 化 的 . 只 有 存在 与 矩阵 维 数 相同 数目 的 线性 无 关 特 征 向 量 的 矩阵 才 可 对 角 化 . 这 个 结论 需 
要 计算 矩阵 的 特征 向 量 . 下 面 是 一 些 关 于 矩阵 对 角 化 的 结论 . 

D 所 有 特征 值 都 互 异 的 矩阵 都 可 对 角 化 . 

@ 所 有 对 称 矩 阵 都 可 对 角 化 . 

© 正规 矩阵 可 以 对 角 化 . 

@ 复数 Hermite 矩阵 可 对 角 化 . 

关于 矩阵 对 角 可 参见 3.6.1 节 的 对 角 标 准 形 实现 . 矩阵 对 角 化 的 例子 如 下 . 

例 2.5.1 研究 3 阶 和 矩阵 


1 2 0 
A=|0 3 0 
2 -4 2 


是 否 可 对 角 化 ? 如 果 可 以 , 就 将 这 个 矩阵 对 角 化 . 
解 ”计算 特征 值 . 令 |sI,-— A| = 0, B 
5 一 1 一 2 0 
0 5 一 3 0 
一 2 4 s—2 


25 ”矩阵 变换 
按 最 后 一 列 展开 得 到 


HI e= 2) 


s= 二 2 
0 alan 


(s — 3)(s — 2)(s — 1) = 0. 


这 个 矩阵 有 3 个 不 同 的 特征 值 s1 = 3, s2 = 2, ss = 1, 故 可 对 角 化 . 


Pii 
根据 Api = sipi, i= 1. 2. 3, 计算 特征 向 量 Pi = | Pai |- 
P3i 
(1) 对 于 sı = 3, WA 
E p11 Dll 
0 3 0 p21 =3| pa 
2 -4 2 
p31 p31 
展开 得 到 


P11 + 2p21 = 3p11, 


3p21 = 3p21, 
2p11 一 4p21 + 2p31 = 3p31. 


这 3 个 方程 只 有 两 个 是 独立 的 , 有 无 穷 多 解 , 可 取 pu = 1, RE pa = 1, pa1 = —2, 所 以 
P11 


P31 


(2) 对 于 s> = 2, 则 有 


a w: p12 p12 
0 3 0 P22 =2| pz 
2 -4 2 
P32 
展开 得 到 
P12 + 2p22 = 2p12, 


3p22 = 2p22, 
2p12 一 4p22 + 2p32 = 2p32. 
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同样 , 这 3 个 方程 只 有 两 个 是 独立 的 , 求 得 p22 = 0, p12 = 0, W p32 = 1, 所 以 


p12 0 
p. = | p2 | = | 0 
P32 1 


(3) 对 于 ss = 1, 则 有 


TE p13 p13 
0 30 ps |=1| p> 
2 -4 2 

p33 P33 


展开 得 到 
D13 十 2p23 = P13, 
3p23 = p23, 
2p13 一 4p23 + 2p33 = p33- 


同样 这 3 个 方程 只 有 两 个 是 独立 的 , 求 得 p23 = 0, W pi = 1 (不 能 取 p13 = 0, 因为 要 让 ps 
与 pl 和 ps 线性 无 关 ), W pss = —2, 所 以 


P13 1 
Ds = | P33 -( 中 
一 2 
P33 
由 特征 向 量 构成 的 特征 矩阵 为 
to -1 
P= immm- ( 1 0 o). 
-2 1 -2 
因此 有 
0 1 0 
P ha 2 01i l, 
f =i Ó 
0 10 j 2 O 10 1 
P-LI4P=| 2 01 0 3 0 10 0 
1 -1 0 2 —4 2 -2 1 一 2 
0 3 Ó f Ó 3 0 0 
=| 4 0 2 下 | 
1 -1 0 $ l 2 0 0 1 


如 果 重 新 排列 特征 向 量 和 矩阵 


Lici 1 
Q = [ps, p2, pi] = OA -A fie 
—2 1 
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om POP pOc 


DO Oro On. 
Noa 
We 
Dor- 
I 

O AOUN 
Noo 
S” 
Ww 
l 
= Ooo 
| 
Neme 
w. 


° 
la 
> 
° 
lI 
> 
AH ON ONH 


II 
We 
° 

I 

w 
g 
CA 
m 
l 
Nor 
=° 
l 
Nee 
i A 

II 
nx Non 
oom 
°° 
woo 
Ga 

II 


这 个 例子 说 明 , 对 角 和 矩阵 的 特征 值 出 现 的 顺序 与 特征 值 对 应 的 特征 向 量 在 特征 矩阵 中 排列 的 
顺序 一 致 . 
例 2.5.2 设 


解 ” 由 例 2.5.1 可 知 
A=QAQ`', 
A2= (QAQ !')X(QAQ-!) = QAQ-'QAQ”! = QA2Q`”', 
A = A?A = (QA2Q (QAQ!) = QA2Q QAQ 1 = QA°Q `, 


A100 = QAQ! 


II 
i 
l 
[= 
OO D oo°o 
l 
Nee 
Niem 
s 


1 0 3100 1 一 
0 0 800 2 
—2 2100 一 2X3100 0 
1 —1 + 3100 0 
= 0 8100 o |. 
—2 +2101 2 一 2x3100 9100 


2.5.3 KEHE 
矩阵 约 当 化 参见 3.6.2 节 , 以 及 例 3.6.4. 
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2.6 


@ Nyon > G@ Ñ = 


ls 


12. 


13. 


14. 


思考 题 
. 判断 矩阵 的 秩 有 哪些 方法 ? 
. 求 矩阵 的 着 有 哪些 方法 ? 
. 矩阵 的 迹 与 矩阵 元 、 和 矩阵 特征 值 有 什么 关系 ? 
. 矩阵 的 行列 式 和 和 矩阵 的 特征 值 有 什么 关系 ? 
. 求 矩 阵 的 宕 Ak 有 哪些 方法 ? 
.证 明 对 称 矩 阵 A 的 所 有 特征 值 为 实数 , 必 存 在 正 交手 阵 将 其 对 角 化 . 
. 如 果 矩 阵 4 与 矩阵 B 有 相同 的 特征 值 , 且 所 有 特征 值 都 互 异 , 那么 A ~ B. 
. BUERE A € Rnxn 的 特征 值 为 1,2, .…, n, 计算 行列 式 det (4 _ 31) 矩阵 A?+A+I 


是 否 可 对 角 化 . 


. 设 pi 和 ps 是 对 称 和 矩阵 A 的 两 个 不 同 特征 值 A 和 Xz 对 应 的 特征 向 量 , 那么 p! 和 


p2 正 交 , 即 pfp2 = 0. 


. 设 入 和 p(s) 是 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 多 项 式 , fC) 是 一 个 多 项 式 , R f(A) 的 特征 


值 和 特征 多 项 式 . 
设 和 [4] 是 方 阵 A e R” 的 特征 值 , min[ 和 X] 和 Amax| X] 是 对 称 方 阵 X 8 了 "xn 的 
最 小 和 最 大 特征 值 , 那么 下 列 不 等 式 成 立 ， 
(1) Ami [AT A] < |A[A]|2 < Amax[ 47A]. 
(2) Amin[ 4AT] < | 和 [4]| < Xmax[447]. 
(3) Amin[(A + A™)/2] < |IRefAL4]}|Amax[(4 + A7)/2]. 
设 Amin [A] 和 Amax[4] 是 对 称 方 阵 A c R” 的 最 小 和 最 大 特征 值 , ze 了 "是 任意 
实 向 量 , X e R 是 任意 实 和 矩阵，S1 e R? 和 S e 了 "xm 是 两 个 非 负 定 和 矩阵 , 满 
Æ Sı < S2. 那么 下 列 关 系 成 立 ， 
(1) zTSic < z=TS>m. 
(2) XS,X < XTS2X. 
(3) Mmin[Alllzll? < z" Az < Amax[A]llæl]?. 
Hadamard 不 等 式 (Hadamard Inequality). 
设 n 维 向 量 zi, 22,…, zn 构成 了 n x n ERE X = [ziz2 En] WAE 


|det[x]| < Į [æl 
i=1 


当 且 仅 当 向 量 是 正 交 的 , 或 至 少 一 个 向 量 为 零 . 
Hadamard 矩阵 (Hadamard Matrix). 

Hadamard 矩阵 是 一 个 方 阵 ， 每 个 元 都 是 +1 或 -1， 每 行 都 是 互相 正 交 的 . 
Hadamard 矩阵 这 一 命名 源 于 法 国 数学 家 雅克 。 所 罗 门 。 阿 达 马 (Jacques Solomon 
Hadamard, 1865 一 1963 年 ), 他 的 重要 贡献 是 证 明了 数论 中 素数 定理 (Prime Number 
Theorem), 而 此 而 成 名 . 

Hadamard 提出 了 Hadamard 不 等 式 、Hadamard BËE. Hadamard 变换 等 . 
Hadamard 矩阵 在 信号 处 理 和 编码 中 有 广泛 应 用 , Hadamard 甜 阵 常用 于 纠 错 码 , 如 


15. 


16. 
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Reed-Muller 码 . 

— n x n #EE Hn = [hij] RA n Br Hadamard #EËE, 是 指 H,, 的 元 要 么 是 H, 
要 么 是 —1, 即 hij = +1, 且 HH} = nI,. 换 句 话说, Hadamard 矩阵 是 由 +1 和 —1 
构成 的 , 其 两 个 不 同行 的 内 积 是 零 , 同一 行 的 内 积 为 n. Hadamard 矩阵 的 几 个 例子 如 
T 


-1 1 

L i 1 -l1 1 1 
m=(1 Fh H= 1 1 -1 1 
1 1 1 -1 


Hadamard 矩阵 的 性 质 

(D Hadamard 矩阵 的 维 数 只 能 是 1、2 或 4 的 倍数 . 

@ Hadamard 矩阵 的 行进 行 交换 , 仍然 是 Hadamard ERE. 

© 用 —1 RA Hadamard 矩阵 的 任 一 行 ( 任 一 列 ), 结果 还 是 Hadamard 和 矩阵 . 
此 , 总 是 可 能 得 到 一 个 第 1 行 和 第 1 列 都 是 +1 的 Hadamard 矩阵 ; 这 种 Hadamard 
矩阵 称 为 规范 化 Hadamard 和 矩阵. 因此 , 阶 数 ”相同 的 Hadamard 矩阵 不 唯一 . 

@ 根据 Hadamard 不 等 式 , n 阶 Hadamard 矩阵 五 ,的 行列 式 满足 不 等 式 ， 


det[ Hn] < n”. 


Hadamard 猜想 (Hadamard Conjecture). 

对 于 所 有 正 整 数 k eN, 总 存在 n = 4k 阶 的 Hadamard 矩阵 . 

猜想 是 科学 理论 中 的 开放 性 问题 (Open Problem)， 即 有 待 证 明 对 错 的 问题 . 
Hadamard 猜想 是 一 个 存在 性 的 问题 . 最 近 用 计算 机 构造 了 n = 428 Br (k = 107) 
的 最 大 已 知 Hadamard 和 矩阵. 
Sylvester 构造 Hadamard 和 矩阵 的 方法 . 

最 初 构造 高 阶 Hadamard 矩阵 的 例子 是 James Joseph Sylvester ( 西 尔 维 斯 特 ) 给 

1 的 . 设 Hn 是 一 个 n 阶 Hadamard 矩阵 , 则 


H, H, 
H2n = ( H, -H, ) 


给 出 一 个 2n 阶 Hadamard 矩阵. 连续 用 这 个 方法 , 就 可 给 出 一 系列 Hadamard #EB#: 
Hi = ( UIO 


b < Ot i 
ssp Ob =l 

Famil a —1 —1 |: 
L cs a sp 4 


利用 这 种 方法 ，Sylvester 成 功 地 构造 了 任何 2* 阶 Hadamard 和 矩阵， 其 中 k 为 非 负 
整数 . 
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I7 


18. 


T9. 


20. 


21. 


Sylvester 给 出 的 矩阵 有 些 特殊 的 性 质 . “Z Talia yE BE: , 并 且 这 些 矩 阵 的 迹 都 
是 0. 第 1 行 和 第 1 列 的 元 素 都 是 +1, 其 他 各 行 各 列 的 元 素 都 是 一 半 +1, 一 半 —1. 
这 些 矩 阵 和 Walsh 函数 有 密切 的 关系 . 

Sylvester 构造 法 给 出 了 阶 数 为 1、2、4、8、16、32 等 的 Hadamard 矩阵 ， 之 后 
Hadamard 本 人 给 出 了 阶 数 为 12 和 20 的 Hadamard 和 矩阵. Raymond Paley 随后 给 出 
了 任何 m + 1 W Hadamard 和 矩阵 的 方法 , 其 中 m 是 任何 模 4 为 3 的 质数 任意 次 宕 ; 
还 给 出 了 构造 形式 为 2(m + 1) Br Hadamard 矩阵 的 方法 , 其 中 m 是 任何 模 4 为 1 
的 质数 任意 次 寡 ; 他 使 用 了 有 限 域 的 办 法 得 出 了 这 些 结论 . Hadamard 猜想 很 可 能 就 
是 Paley 提出 的 , 现在 有 了 更 多 的 构造 Hadamard 矩阵 的 办 法 . Hadi Kharaghani 和 
Behruz Tayfeh-Rezaie 在 2004 年 6 月 21 日 宣布 他 们 构造 出 了 428 阶 的 Hadamard 矩 
RE. 现在 最 小 的 尚未 被 构造 出 来 的 4k 阶 Hadamard 矩阵 是 668 阶 . 

哥 德 巴赫 猜想 (Goldbach Conjecture). 

“每 一 个 大 于 2 的 偶数 可 以 表示 为 两 个 质数 (素数 ) 之 和 ”就 是 哥 德 巴赫 猜想 , 简 
称 “1+1?. 这 个 猜想 是 1742 年 哥 德 巴赫 (Christian Goldbach, 1690 一 1764 年 ) 给 欧 拉 
(Euler) 的 信 中 提出 的 , 至 今 已 经 200 多 年 了 , 还 未 解决 . 

我 们 把 一 个 大 偶数 可 以 表示 为 a 个 素数 (Prime or Prime Number) 乘积 与 (至 
£) b 个 素数 乘积 之 和 , HPR “a+b”. 1966 F, 我 国 数学 家 陈景润 (1933—1996 年 ) 证 
明了 每 一 个 充分 大 的 偶数 能 够 表示 为 一 个 素数 与 至 多 两 个 素数 乘积 之 和 , 即 证 明了 
“1+2”. 俄国 数学 家 Ivan Matveevich Vinogradov (1891—1983 年 ) 证 明了 每 一 个 充分 
大 的 奇数 可 以 表示 为 3 个 素数 之 和 , 即 “1+1+1?. 

Goormaghtigh 猜想 (Goormaghtigh Conjecture) 
对 于 整数 z. ys m ll n, E. z > 1, > 1, n > m > 2, JE 


只 有 两 组 整数 解 (z,y mm) = (5,2,3,5) 和 (z,y, m,n) = (90,2,3,13). 
计算 2n x 2n 和 矩阵 


的 特征 多 项 式 . 
计算 笔者 提出 的 特殊 范 德 蒙 矩 阵 D 和 F 的 行列 式 : 


1 mi o s 1 wi 22 zt 
站 -| 1 2: 3 S p-| 1 22 z2 rå 
il 3 5. | S| 2 4 |: 
3 23 T3 Za %3 到 
1 1 


ta z3 “Ñ Ta 24 zi 


计算 笔者 提出 的 特殊 n x n WERE D 和 F 的 行列 式 : 


22. 


23. 
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J m m 9 gee 
j m s3 æ 2 
D(21, 22,- ,£n)=| 1 zs z 39 bt ， 
L 2 a 25 ga 
l m = st r7? 
1 za 22 xÍ g= 
F(z1z2 Zn)=| 1 23 23 z3 2 
1 zn T? s4 o aZ” 
这 些 行列 式 的 乘积 因子 中 肯定 包含 项 (zi — z;), i Z j. 
计算 下 列 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 


(1) f(t) = tcoswt, 
(2) f(t) = tsin wt, 
(3) f(t) = t2 coswt, 
(4) F(t) = t? sinwt, 


(5) f(t) = te °t coswt, 
(6) f(t) = te °t sin wt, 
(7) f(t) = te% coswt, 
(8) f(t) = e7% sinwt, 


(9) f(t) = t'e-°t coswt, 
(10) f(t) = te% sinwt. 


计算 伴随 矩阵 的 逆 、 行列 式 , 计算 伴随 矩阵 的 伴随 矩阵 , 计算 伴随 矩阵 的 伴随 矩阵 的 


伴随 矩阵 ，.…… 设 方 阵 A e Rnxn 是 可 逆 矩 阵 , 它 的 伴随 矩阵 adj[A] 定义 为 
A, := adj[A] = |A|A ~, 
计算 


AL), |Ail, A2 := adj[L4i]，4s := adj[A2], +- , Ap := adj[Ax_1]. 


| 第 3 章 
CHAPTER 3 


线性 系统 的 状态 空间 描述 


经 典 控制 理论 是 建立 在 线性 时 不 变动 态 系统 的 输入 一 输出 关系 或 传递 函数 的 基础 之 上 
的 , 而 现代 控制 理论 以 多 个 一 阶 状态 微分 方程 组 来 描述 系统 , 它们 构成 一 个 状态 向 量 方程 或 
向 量 一 矩阵 微分 方程 . 应 用 矩阵 理论 , 可 极 大 地 简化 系统 的 数学 表达 式 . 状态 变量 、 输 入 或 
输出 数目 的 增多 并 不 增加 方程 的 复杂 性 , 而 且 许多 标量 系统 的 处 理 方法 可 以 直接 拓展 到 多 输 
入 多 输出 系统 . 

本 章 将 首先 给 出 状态 空间 方法 的 描述 部 分 ,以 单 输入 单 输出 系统 为 例 , 给 出 多 输入 多 输 
出 系统 ( 即 多 变量 系统 ) 在 内 的 状态 空间 表达 式 的 一 般 形式 、 线 性 系统 状态 空间 表达 式 , 状 
态 空间 模型 线性 变换 的 性 质 , 以 及 能 控 规 范 型 、 能 观测 规范 型 、 对 角 标 准 型 、 约 当 (Jordan) 
标准 型 、 三 对 角 标 准 型 , 以 及 传递 函数 的 规范 型 实现 、 标 准 型 实现 , 传递 函数 的 最 小 实现 , 多 
变量 系统 的 传递 函数 矩阵 , 利用 MATLAB 进行 各 种 模型 之 间 的 相互 转换 , 多 变量 系统 传递 
矩阵 的 计算 等 . 

本 章 有 关 状 态 空间 系统 规范 型 和 友和 矩阵 (Companion Matrix) 及 其 特殊 矩阵 间 的 变换 ， 
可 参见 2010 年 发 表 在 Computers & Mathematics with Applications 上 的 论文 “Transforma- 
tions between some special matrices (一 些 特 殊 和 矩阵 之 间 的 相似 变换 )” [241 
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在 经 典 控制 理论 中 , 通常 是 以 系统 的 传递 函数 为 主体 研究 系统 的 动态 性 能 ， 如 根 轨迹 
(Root Locus), 波 德 图 (Bode Diagram) 等 . 传递 函数 是 将 一 个 高 阶 微分 方程 表示 的 线性 时 不 
变 系统 在 零 初 始 条 件 下 , 通过 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace Transform) 获得 的 , 它 是 线性 定常 微分 
方程 的 等 价 表达 . 同样 , 传递 函数 描述 的 系统 可 以 转化 为 一 个 线性 定常 微分 方程 系统 . 本 节 
用 时 不 变 和 时 变 系统 、 电 路 系统 、 弹簧 阻尼 系统 、 机 电 系 统 的 例子 来 说 明 动 态 系 统 的 状态 空 
间 模 型 结构 形式 . 

3.1.1 标量 系统 的 状态 空间 表达 

传递 函数 描述 只 适用 于 线性 定常 系统 ( 即 线性 时 不 变 系统 ), 不 适用 于 微分 方程 描述 的 线 
性 时 变 系统 、 非 线性 时 不 变 系统 、 非 线性 时 变 系统 等 . 下 面 用 例子 来 加 以 说 明 . 

1. 典型 二 阶 系统 的 状态 空间 表达 

对 于 二 阶 典 型 系统 , 即 二 阶 线性 时 不 变 微分 方程 描述 的 系统 ， 


Y(t) + 2éwny (t) + w2y(t) = w2ult), (3.1.1) 


其 中 ult) 和 y(t) 分 别 为 系统 的 输入 和 输出 , t 为 时 间 变 量 , y(t) = y(t) 表示 一 阶 导 数 , y” (t) 
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表示 二 阶 导 数 , € 是 阻尼 比 (Damping Ratio), wn 是 自然 振荡 频率 (Natural Oscillation Fre- 
quency). 
在 零 初 始 条 件 下 , 对 式 (3.1.1) 进行 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace Transform) 得 到 


(8? + 2éwns + wp)Y (8) = waU(s), 
其 中 s 为 拉 普 拉 斯 算 子 , Y (s) 和 U(s) 分 别 为 yt) 和 ult) 的 拉 普 拉 斯 变换 : 
Y (s) := Z[vy(t)] = | voas, U (s) := Zut) = | u(t)e °t dt. 


由 此 可 得 系统 的 传递 函数 (Transfer Function): 


Y(s) _ wa 
U(s) 82 +2Ewns + 22 


sÑ (3.1.1) 和 式 (3.1.2) 是 一 个 二 阶 系统 , 引入 2 个 状态 变量 z1(t) 和 z> (t), 令 


G(s) := (3.1.2) 


x(t) = Y(t), z2(t) = y'(t). 
联 立 式 (3.1.1), 可 得 
ji(t) = (t) = zo(t), 
ialt) =y" (t) = —2éwny (t) — way(t) + wault) 
= 一 26wnza( — waT: (t) + wault) 
= 一 w2zi(b — 26onz2(t) + 2 u(t), 


y(t) = 21 (t). 


它们 可 以 等 价 写 为 (能 观测 性 规范 型 ) 
qA (t) 0 1 az) (t) 0 
= + u(t), (3.1.3) 
(e ( wn 2éwn ) ( z2(t) ) ( wn ) 
zı(t) 
y(t) = 1, 0] J . (8.1.4) 


Trilt 
i ) € R2, 有 关 参 数 矩 阵 和 参数 向 量 如 下 ， 


0 1 0 
A:= ER Be eR2, c:=[1, 0] e R12. 
一 w2 一 26wn w2 


则 式 (3.1.3), IÑ (3.1.4) 可 写 为 下 列 状态 空间 模型 形式 : 


‘ot = Az(t) + bult), 


u= t, (3.1.5) 
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注 3.1.1 ”从 这 个 例子 可 以 看 出 : 一 个 线性 定常 微分 方程 描述 的 线性 时 不 变 系统 (3.1.1) 
可 以 转换 为 一 个 传递 函数 模型 (3.1.2), 也 可 以 转换 为 一 个 状态 空间 模型 (3.1.5), 且 状 态 向 量 
z(t) 的 维 数 等 于 系统 的 阶 次 ( 即 微分 方程 输出 的 最 高 微分 数 )，( 对 线性 时 不 变 系统 而 言 ) 对 
应 于 系统 传递 函数 分 母 多 项 式 的 最 高 次 数 . 

2. 二 阶 线性 时 变 系统 的 状态 空间 表达 

下 面 研究 一 个 二 阶 线性 时 变 微分 方程 描述 的 系统 ， 


y” (t) + a) (t)y/ (t) + a2(t)y(t) = bə(t)u(t), (3.1.6) 


其 中 a1(t), az(t), bx (t) 是 系统 的 时 变 参 数 . 当 微分 方程 的 系数 是 随时 间 变化 的 , 就 说 这 个 系 
统 是 时 变 系统 . 

即使 在 零 初始 条 件 下 , 式 (3.1.6) 的 拉 普 拉 斯 变换 也 是 不 存在 的 , 因此 传递 函数 描述 对 
时 变 系统 和 非 线 性 系统 是 无 效 的 . 在 这 方面 , 状态 空间 描述 显示 出 优越 性 . 

式 (3.1.6) 是 一 个 二 阶 系统 , 引入 2 个 状态 变量 z1(t) 和 z2(t), 令 


T1(t) = Y(t), z2(t) = y'(t). 
联 立 式 (3.1.6), 可 得 
(t) = (t) = zə(t), 
j2(t) = y” (t) = —ai(t)u (t) — a2(t)u(t) + bə(t)u(t) 
= —a1(t)z2(t) — a2(t)z1 (t) + bə(t)u(t) 
= —a2(t)z1(t) — ai (t)zə(t) + bə(t)u(t), 
y(t) = z) (t). 


它们 可 以 等 价 写 为 (能 观测 性 规范 型 :) 


i(t) 0 1 x(t) 0 
= + u(t), (3.1.7) 
kon ( —az(t) —ai(t) J [ z2(t) J [ ba(t) ) 
z(t) 
y(t) = [1, 0] ( J : (3.1.8) 


Zz1(t) 


x2(t) 


定义 状态 向 量 z(t) := ( J e R2, 有关 时 变 参 数 和 矩阵 和 时 变 参数 向 量 如 下 ， 


0 1 0 
A(t) := E 及 2x2， b(t) := €R2, c(t):= [, 0] e R!”?. 
—a2(t) —aı(t) b2(t) 


则 式 (3.1.7)、 式 (3.1.8) 可 写 为 下 列 时 变 状态 空间 模型 形式 : 


(t) = A(t)z(t) + b(t)u(t), 
LO, = c(t)z(t). (3.1.9) 
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上 式 是 一 个 线性 时 变 状 态 空间 模型 描述 的 系统 . 当 状 态 空 间 模型 的 参数 矩阵 和 参数 向 量 A(t)、 
b(t) c(t) 中 至 少 有 一 个 是 随时 间 变 化 的 , 就 说 这 个 系统 是 线性 时 变 系统 . 

注 3.1.2 ”从 上 面 两 个 例子 可 以 看 出 : 状态 空间 模型 不 仅 可 以 描述 线性 时 不 变 系统 (Lin- 
ear Time-Invariant System), 而 且 可 以 描述 线性 时 变 系统 , 还 可 以 描述 非 线性 时 不 变 系统 (Non- 
linear Time-Invariant System) 和 非 线性 时 变 系统 (Nonlinear Time-Varying System), 而 传递 
函数 只 可 以 描述 线性 时 不 变 系统 . 

3. 状态 空间 表达 的 不 唯一 性 

下 面 以 系统 (3.1.1) 为 例 说 明 一 个 系统 的 状态 空间 模型 是 不 唯一 的 . 引入 两 个 状态 变量 
x(t) 和 z2(t), € 

z(t) = Y(t), x2(t) = y(t). 

联 立 式 (3.1.1), 可 得 

bi(t) =y” (t) = —26ong (t) — wnylt) + wnult) 
= —2éwnz1(t) — wpT2(t) + wault), 
#ə(t) =Y(t) = z)(t), 


y(t) = z2(t). 
它们 可 以 等 价 写 为 
HA ( fa T ) ( ) ( ) 
= + u(t), (3.1.10) 
i2(t) 1 0 zə(t) 0 
7z1(t) 
y(t) = [0, 1] š BEIN 
4 


这 说 明 一 个 系统 的 状态 空间 模型 是 不 唯一 的 .这 容易 理解 ， 因为 引入 了 不 唯一 的 中 间 变 量 
(向 量 ) x(t), 输入 输出 关系 是 不 变 的 , 就 像 高 中 课本 中 的 参数 方程 一 样 : KRA r? +y = r2 
表示 一 个 圆 ,变量 = 与 y 的 关系 是 唯一 确定 的 ， 但 是 引入 一 个 参数 上 方程 z = rcost 和 
y = rsint 仍 表 示 一 个 圆 , 但 是 参数 t 是 不 唯一 的 . 

注 3.1.3 就 像 人 们 习惯 用 ult) M yt) 表示 系统 的 输入 和 输出 一 样 , 已 经 习惯 用 z(t) K 
示 状 态 向 量 , 其 实 也 可 以 用 其 他 字母 表示 状态 变量 和 状态 向 量 . 在 不 致 混淆 的 情况 下 , 有 时 
省 略 时 间 t, 将 系统 中 的 输入 变量 ut) 输出 变量 yt) 状态 变量 (向 量 ) z(t) 简化 为 u、y、z 
等 . 但 是 系统 中 的 时 变 参 数 变 量 中 的 t 是 不 能 省 略 的 , 否则 变 成 了 时 不 变 参数 , 时 变 参 数 向 
量 和 时 变 参数 矩阵 也 是 如 此 . 

4. 一 个 高 阶 非 线 性 时 变 系 统 的 状态 空间 表达 

对 于 ” 阶 非 线性 时 变 系统 

yO yy nd, 
引入 n 个 状态 变量 zi(t), 令 


1(t) = y(t), z2(t) = y (t), zalt) = y” (t), =, Enlt) = D. 
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进一步 可 得 到 下 列 一 阶 微分 方程 组 构成 的 非 线 性 时 变 状态 空间 模型 : 
(t) = (t) = zə(t), 
j2(t) =y" (t) = zs(t), 
#s(t) = y” (t) = za (t), 
in-1(t) =y(n-D(0) = £n(t), 


$a (t) =y (t) = Fly,y' y", e ye, ut) 
= F (x1 (t), x2(t), z3(t),: ,Zn(t), u(t), t), 
y(t) = xı (t). 


函数 F(x, ,*,t) 中 的 上 表示 系统 参数 是 时 变 的 , 如 果 去 掉 t, 
y™ 一 下) 


表示 一 个 n 阶 非 线性 时 不 变 系统 . 类 似 地 , y = Fly, yy", o yD, au u... uD) 
表示 n 阶 非 线性 时 不 变 系 统 , g = (yy uawan... uD, t) RR n r 
非 线性 时 变 系统 . 

3.1.2 ”电路 系统 的 状态 空间 描述 


对 于 图 3.1.1 所 示 的 RLC 电路 系统 , 输入 为 电源 电压 u, 输出 为 电容 C 上 电压 uc, R. 
和 R, 为 电阻 , L 为 电感 . 试 列 写 这 个 系统 的 状态 空间 描述 . 


图 3.1.1 RLC 电路 


该 电路 系统 有 两 个 独立 储 能 元 件 (电容 C 和 电感 L), 因此 状态 变量 数 为 2. 通常 取 电 容 
上 电压 信号 uc 和 电感 的 电流 信号 i 作为 状态 变量 . 根据 基 尔 霍 夫 定律 , 可 以 得 到 两 个 含有 
状态 变量 的 一 阶 微分 方程 组 : 


¿š duc ,uc 
= 0—— + = Aek 
i=0 T +n (3.1.12) 
di à 
u= L— + Ri + uc. (3.1.13) 
dt 
或 
duc uc 1 
d RC ` C 
Wd —¿+—u 
E ` pos 
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方法 一 : 令 状态 变量 z, 和 z2 分 别 表示 电容 上 电压 uc 和 电感 的 电流 i BH zl := uc, 
z2 := i, WA 


= L ul L 
Z1 = RC 1 g7 
OE TR PE 
i2=-771 L 22 + Tu. 
用 状态 向 量 形式 表示 为 


JAT aE 


车 用 y 表示 电容 上 电压 uc, 则 系统 的 输出 量 可 表示 为 


y= 1. 
把 它们 写成 矩阵 形式 : 
t= Ar + bu, 
y = cz, 
其 中 
s. `. 0 
:-( j. -| RC C | -| i j e= [1 0]. 
t2 l1 Bh = 
L L L 
方法 二 : 令 状 态 变量 & 和 人 分 别 表示 电容 上 电流 和 电感 上 电压 , 即 
CE gag 
&8 := C dt’ & =L 
读者 列 出 其 状态 空间 表达 式 . 
图 3.1.2 是 另 一 个 RLC 电路 系统 , R, 和 R, 为 电阻 , C HEX, 为 输入 电压 , 电感 L 
上 的 电压 u, 为 输出 变量 . 试 列 写 这 个 系统 的 状态 空间 描述 . 
g R, 
I! L 
T. = 
u R, i Y 
i 31 
图 3.1.2 RLC 电路 


设 电 容 上 电压 uc 和 流 经 电感 的 电流 i 为 状态 变量 . 根据 基 尔 霍 夫 定律 , 可 以 得 到 两 个 
含有 状态 变量 的 一 阶 微分 方程 : 
duc di 


= — S. A aaa 
u=uc+ RC. dt Ë a” 
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引入 状态 变量 zı = uc 和 zz = i, WA 
人 一 Z1 十 RiICZI + Liz, 


L 
z2 = Ci 一 m? 


求解 得 到 
1 ”BR 1 
(RTR)O! (Ri+R)O™ (R(+R)C 
R2 Ri Ro R2 


i 


用 y 代替 电感 L 上 电压 ur, 则 系统 的 输出 量 可 表示 为 
y=up= p% = Lia 
dt 
Rə RıR2 R2 
(Ri+R) ` (Ri+ R) ° ki (Ri + Ro ` 


它们 写成 矩阵 形式 为 
1 Ro 1 
1) | (R +R)C (R +R) m (Rı + R2)C 
(Ri + R2)L (Ri + R2)L (Ri + R2)L 


(i E) SMa a so 
á (Ri +R) (Ri+ Ro) mF” 


t2 = 


T2 


3.1.3 ”弹簧 阻尼 系统 的 状态 空间 描述 


对 图 3.1.3 所 示 的 机 械 运动 系统 , M 为 质量 块 (同时 为 质量 ), K 为 弹簧 , 也 为 弹簧 系数 ， 
B 是 阻尼 器 , 列 出 在 外 力 输 入 作用 下 , 以 质量 块 M 的 位 移 y 为 输出 的 状态 空间 表达 式 . 


N 

S K 

Sa 

sa f 

d M > 

~ 一 

sy | 

B B F. 
Yy 


图 3.1.3 ”机 械 运动 模型 图 


弹簧 K 和 质量 块 M 为 储 能 元 件 , 故 弹簧 的 伸 长 度 y 和 质量 块 M 的 速度 v 可 以 选 作 状 
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态 变量 . 根据 结构 图 可 以 直接 看 出 , 它们 是 相互 独立 的 . 根据 牛顿 定律 , 可 得 方程 


用 zi 和 zo 表示 y M v, B u RR f, 有 
tı = T2, 


Mij2 =u — Kz: — Bii. 


即 

£i = Z2, 

" 1 K B 

$2 = t 321 M 
则 系统 的 状态 空间 模型 为 


O- EE) 


3.1.4 机电 系统 的 状态 空间 描述 


图 3.1.4 是 直流 他 励 电 动机 系统 的 示意 图 , 其 中 R. L 分 别 为 电 枢 回路 的 电阻 和 电感 , J 
是 机 械 旋转 部 分 的 转动 惯量 , B 为 旋转 部 分 的 符 性 摩擦 系数 , 励磁 回路 电压 ur 和 电流 ir TE 
定 不 变 [5]. 列 出 该 图 在 电 枢 电压 作为 控制 作用 时 的 状态 空间 表达 式 . 


3.1.4 直流 电动 机 示意 图 


由 图 3.1.4 可 知 , 电感 L 和 转动 惯量 J 是 储 能 元 件 , 相应 的 物理 变量 电流 i 和 旋转 速度 
w 是 相互 独立 的 , 所 以 可 以 选 作 状 态 变 量 . 电 枢 回路 的 电压 方程 为 
ps: +Ri+e=u, 
dt 


动力 学 方程 为 


do 
— + Bw = Kai, 
Ji + Bw i 
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电磁 感应 关系 : 反 电动 势 e 与 旋转 速度 w 关系 如 下 ， 


e = Kw. 


式 中 , Kar K, 为 转 矩 常数 和 反 电 动 势 常数 . 


令 m = i, z2 = Q 
Lii + Rz + Kor: 
Jio + Bz: 


为 系统 状态 变量 , 则 有 


2 三 U, 


2 = Katı, 


整理 可 得 系统 的 状态 方程 为 


©-(z 


J 


FELE) 


J 


指定 o 为 输出 , 令 y = o, 则 输出 方程 为 


y=|[0, 1 加 ç 
T2 


值得 一 提 的 是 , 若 本 题 指 定 电动 机 的 转角 9 为 输出 , 则 上 述 两 个 状态 变量 就 不 能 全 面 描述 系 
统 的 行为 , 因此 需要 添加 一 个 状态 变量 zs = 0: 


=== 


于 是 状态 方程 为 


t3 w. 


y= [0, 1, 0] | z2 


T3 


o N|- 


© 

8 
四 
© 


3.2 ”状态 空间 系统 表达 式 
在 经 典 控制 理论 中 , 使 用 拉 普 拉 斯 变换 , 把 一 个 常 系数 线性 微分 方程 描述 的 线性 时 不 变 


系统 的 输入 输出 关系 


用 传递 函数 表示 . 传递 函数 描述 是 一 种 频 域 表 达 , 状态 空间 描述 是 一 


种 时 域 表达 . 一 个 变 系数 微分 方程 就 无 法 用 传递 函数 表示 . 变 系数 微分 方程 描述 的 系统 称 为 


时 变 系统 . 因此 , 根 轨 
的 研究 . 


迹 方法 、 频 率 特性 、 波 德 图 等 方法 都 不 适用 于 时 变 系统 和 非 线性 系统 


在 现代 控制 理论 中 , 为 了 时 不 变 系统 与 时 变 系统 、 线 性 系统 与 非 线性 系统 、 单 输入 单 输 


出 系统 与 多 输入 多 输 


系统 ( 即 多 变量 系统 ) 描述 上 的 统一 , 通过 引入 一 些 中 间 变 量 ( 称 为 状 
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态 变量 ), 把 高 阶 微分 方程 化 为 一 阶 微分 方程 组 描述 . 这 些 一 阶 微分 方程 组 就 称 为 系统 的 状 
态 空 间 表 达 式 (State Space Representation) 或 状态 空间 模型 (State Space Model). 本 节 介 
绍 连 续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系 统 的 状态 空间 表达 . 

3.2.1 ”控制 系统 的 类 别 

1. 静态 系统 (Static System) 和 动态 系统 (Dynamic System) 

系统 有 静态 和 动态 之 分 , 用 代数 方程 表示 的 系统 称 为 静态 系统 , 如 线性 弹簧 所 受 的 力 F 
与 弹簧 伸 长 (TETH) z 和 弹性 系数 k 的 关系 为 F = kz; 用 微分 方程 或 差分 方程 表示 的 系 
统称 为 动态 系统 . 因为 静态 系统 比较 简单 , 现代 控制 理论 研究 范畴 主要 是 动态 系统 . 

2. 连续 时 间 系 统 (Continuous-Time System) 和 离散 时 间 系 统 (Discrete-Time System) 

系统 的 运动 规律 是 随时 间 演 化 的 , 如 果 系 统 中 的 时 间 是 一 个 连续 变量 ,就 称 连续 时 间 系 
统 , 简称 连续 系统 (Continuous System); 如 果 系 统 中 的 时 间 取 离散 值 , 就 称 为 离散 时 间 系 统 ， 
简称 离散 系统 (Discrete System). 

3. 线性 系统 (Linear System) 和 非 线性 系统 (Nonlinear System) 

输入 一 输出 关系 满足 全 加 原理 的 系统 称 为 线性 系统 (在 忽略 系统 中 的 随机 干扰 噪声 时 )， 
否则 称 为 非 线 性 系统 . 实际 系统 都 是 非 线性 系统 , 非 线性 系统 的 控制 方法 比较 复杂 , 而 线性 
系统 理论 研究 比较 成 熟 , 因而 经 常用 线性 化 的 方法 , 把 有 些 非 线 性 系统 近似 为 线性 系统 来 
处 理 . 

4. 时 不 变 参 数 系统 (Time-Invariant Parameter System) 和 时 变 参数 系统 (Time-Varying 

Parameter System) 

如 果 系 统 参数 不 随时 间 变 化 ,就 是 时 不 变 参数 系统 , 简称 时 不 变 系 统 (Time-Invariant 
System) 或 定常 系统 ; 否则 就 是 时 变 参数 系统 , 简称 时 变 系统 (Time-Varying System). 系统 
中 只 要 有 一 个 或 一 个 以 上 参数 随时 间 变 化 , 就 是 时 变 系统 . 

5. 单 输入 单 输出 系统 (Single-Input Single-Output system, SISO 系统 ) 和 多 输入 多 输出 

系统 (Multi-Input Multi-Output system, MIMO 系统 ) 

只 有 一 个 输入 和 一 个 输出 的 系统 称 为 单 输入 单 输出 系统 ， 简 称 标量 系统 (Scalar 
System); 系统 输入 的 数目 和 输出 的 数目 多 于 一 个 的 系统 称 为 多 输入 多 输出 系统 , 简称 多 变 
量 系统 (Multivariable System). 多 变量 系统 示意 图 如 图 3.2.1 所 示 . 进一步 还 有 单 输入 多 输 
出 系统 和 多 输入 单 输出 系统 . 


u(t) m ul) 


w(t) 0 


MIMO 系统 


u(t) 


— hl’) 


321 多 变量 系统 示意 图 
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以 上 几 种 类 型 进行 组 合 , 可 以 得 到 不 同类 型 的 系统 , 如 Q@ 线性 、 时 不 变 、 单 输入 单 输出 、 
连续 时 间 动 态 系统 , O 非 线性 、 时 变 、 多 输入 多 输出 、 离 散 时 间 动 态 系统 . 这 样 的 名 称 太 长 ， 
有 时 在 不 致 混淆 的 情况 下 或 模型 表达 式 比较 明确 时 , 根据 上 下 文 , 可 以 简化 一 下 说 前 者 是 线 
性 时 不 变 连续 时 间 系 统 或 线性 时 不 变 系统 , 说 后 者 是 非 线性 时 变 系统 . 

本 书 主要 研究 线性 时 不 变 系统 的 控制 理论 , 所 以 对 线性 时 不 变 SISO 系统 (3.2.1) 和 线性 
时 不 变 MIMO 系统 (3.2.3) 研究 得 多 . 
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在 3.1 节 , 我 们 用 二 阶 电路 系统 、 弹 簧 阻尼 系统 、 机 电 系 统 的 例子 说 明了 动态 系统 的 状 
态 空间 模型 结构 形式 . 下 面 给 出 线性 时 不 变 SISO 连续 时 间 系 统 、 线 性 时 变 SISO 连续 时 间 
系统 、 线 性 时 不 变 MIMO 连续 时 间 系 统 、 线 性 时 变 MIMO 连续 时 间 系 统 等 的 状态 空间 模型 . 


1. 线性 时 不 变 单 输入 单 输出 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant SISO Continuous- 
Time System) 


线性 时 不 变 SISO 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 (State Space Model) 具有 下 列 形式 ， 


o = Az(t) + bu(t), z(to) = £o, (8.2.1) 


y(t) = cz(t) + du(t), 


其 中 u(t) € R1 =: R 和 y(t) e RR 分别 为 系统 的 输入 和 输出 , z(t) := [z (t), r2(t), ,zn(t)]" € 
R” 为 n 维 状态 向 量 (State Vector), z(t) 表示 z(t) 对 时 间 t 的 导数 , A e R”*”, b e R"*1 =: 
R”, ce R!*”, q e R, zo 是 时 刻 to 状态 向 量 z(t) 的 初 值 . 

式 (3.2.1) 的 第 1 式 称 为 状态 方程 , 第 2 式 称 为 输出 方程 有 时 直接 称 它们 为 状态 方程 
或 状态 空间 模型 . z(to) 为 状态 向 量 在 t= to 时 的 初 值 , WE mo, 即 z(to) =: zo. 线性 时 不 变 
SISO 连续 时 间 系 统 (3.2.1) 的 结构 如 图 3.2.2 所 示 . 

系统 (3.2.1) 的 输入 输出 满足 到 加 原理 (Superposition Principle), 故 是 线性 系统 ; 参数 
A E Rnxn b e R?” c e R!” 和 d e RR 不随 时间 变化 , 故 是 时 不 变 系统 ; 只 有 一 个 输入 
u(t) (ult) € R 表示 一 个 输入 ) 和 一 个 输出 y(t), 故 是 单 输入 单 输出 系统 , 即 标量 系统 (Scalar 
System); 时 间 t 是 连续 变量 , 故 是 连续 时 间 系 统 ; 综合 起 来 , 式 (3.2.1) 就 是 一 个 线性 时 不 变 
标量 连续 时 间 系 统 . 


图 3.2.2 ”线性 时 不 变 SISO 系统 状态 空间 模型 框图 
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2. 线性 时 变 单 输入 单 输出 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Varying SISO Continuous-Time 


System) 
线性 时 变 SISO 连续 时 间 系统 的 状态 空间 模型 为 
(t) = Axl) +blt)ult), ztto) = zo, 
{ y(t) = e(D)z(t) + a(D)u(D, (5:22) 


因为 这 个 系统 的 参数 Alt) € R”*”, b(t) € R”, c(t) € R1x* 和 d(t) € R 是 随时 间 变 化 的 , 故 

式 (3.2.2) 是 一 个 线性 时 变 标量 连续 时 间 系 统 . 只 要 有 一 个 及 一 个 以 上 参数 是 时 变 的 , 就 称 为 

时 变 系统 或 时 变 参 数 系统 . 

3. 线性 时 不 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant MIMO Continuous- 
Time System) 

线性 时 不 变 MIMO 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 (State Space Model) 具有 下 列 形式 ， 


. z(t) = Az(t) + Bu(t), z(to) = £o, 
= (ro = Ce(t) + Du(t), Gs (3.2.3) 
其 中 

T(t 
zə(t) f 

x(t) :一 ER” 为 状态 向 量 (State Vector), zi(t) 为 第 i 个 状态 ， 
ma (t) 
u(t 

u(t) := ua € Rr 为 输入 向 量 (Input Vector), wui(t) 为 第 i 个 输入 ， 
wl 
y(t 

t 

y(t) := f ; € R” 为 输出 向 量 (Output Vector), yit) A% i 个 输出 ， 

Ym(t) 


A e Rnxn, B e Rnxr, C e Rmxn 和 De Rmxr 均 为 常数 矩阵 , zo 是 时 刻 to 状态 向 量 z(t) 
的 初 值 . 事实 上 , 根据 矩阵 加 减法 、 和 矩阵 乘法 维 数 兼容 性 原则 , 以 及 状态 向 量 z(t), 输入 向 量 
u(t) 和 输出 向 量 y(t) 的 维 数 , 我 们 可 以 推断 出 A. B. C 和 D 的 维 数 . 因此 , 在 有 关 科 学 文 
献 中 , 为 简便 , 经 常 说 A. B. C 和 D 为 适当 维 数 的 矩阵 . 

因为 这 个 系统 有 r 个 输入 u(t), wu2(t), …, ur(t), 即 多 输入 , 有 m 个 输出 yilt), y2(t),……， 
ym(t), 即 多 输出 , 这 就 是 多 输入 多 输出 系统 名 称 的 来 历 . 多 输入 多 输出 系统 简称 多 变量 系统 


(Multivariable System). 
A B 
HERE ë B (或 简 记 为 [4, B,C, D]) 称 为 系统 矩阵 (System Matrix). 状态 空间 


模型 常 记 作 [A, B,C, D]. 一 旦 [4, B,C, D] 给 定 , 系统 就 唯一 确定 了 . 有 时 将 A 称 为 系统 
矩阵 , B 称 为 输入 系数 矩阵 ，C 称 为 输出 系数 矩阵 , D 称 为 输入 输出 系数 矩阵 . 线性 时 不 
变 MIMO 连续 时 间 系 统 (3.2.3) 的 结构 框 如 图 3.2.3 所 示 . 
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注 3.2.1 ”线性 连续 时 间 系 统 稳定 指 系 统 窍 阵 4 稳定 , 即 矩 阵 A 的 所 有 特征 值 具有 
负 实 部 , 亦 即 特征 方程 |sIn — A| = 0 的 根 具 有 负 实 部 . 线性 连续 时 间 系 统 的 稳定 性 与 矩阵 
B. C M D X>. 


D 
u(i) F (0) [r] z(t) P y(i) 
ad 


图 3.2.3 ”线性 时 不 变 MIMO 连续 时 间 系 统 的 结构 框图 


4. 线性 时 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Varying MIMO Continuous-Time 
System) 

如 果 系 统 和 矩阵 [4, B,C, D] 是 随时 间 变 化 的 , 记 作 [A(t), B(t), C(t), DE), 那么 系统 就 

是 一 个 时 变 系统 . 线性 时 变 MIMO 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 
. Sat) = A(tz(t) + B(t)u(t), z(to)= zo, 

s0: {302 Cle + Dou, 629 
其 中 A(t) € R"x", B(t) e R”, C(t) e Rmxn 和 D(t) e Rmxr 为 时 变 函数 矩阵 . 

有 了 MIMO 系统 和 SISO 系统 , 就 可 派生 出 单 输入 多 输出 系统 (Single-Input Multiple- 
Output system, SIMO 系统 ) 和 多 输入 单 输出 系统 (Multiple-Input Single-Output system, 
MISO 系统 ). 结合 时 变 和 时 不 变 , 我 们 有 下 列 系统 表达 . 

5. 线性 时 不 变 MISO 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant MISO Continuous-Time 

System) 
线性 时 不 变 MISO 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 


cp = Ax(t) + Bu(t), m(to) = zo, 


y(t) = cz(t) + du(t), (3:25) 


其 中 u(t) e R", y(t) € R, A € R"*", B e Rnxr c e Rlx"n Ñ deR”. 
6. 线性 时 不 变 单 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant SIMO Continuous- 
Time System) 
线性 时 不 变 SIMO 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 


人 = Ax(t) + bu(t), z(to) = £o, 


y(t) = Cz(t) + du(t), (3.2.6) 


其 中 u(t) € R, y(t) € R”, A € R"*", be Rn, C e Rmxn # d e Rm. 
当然 , 还 有 线性 时 变 SIMO 系统 和 MISO 系统 , 其 结构 如 下 . 
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7. 线性 时 变 多 输入 单 输出 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Varying MISO Continuous-Time 
System) 
线性 时 变 MISO 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 
i = A(t)æ(t) + B(t)u(t), (to) = zo, 
y(t) = c(t)z(t) + d(t)u(t), 
其 中 u(t) € Rr, y(t) € R, A(t) e R"™*", B(t) € R?*", e(t) € R!*” 和 d(t) e R!*". 
8. 线性 时 变 单 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 (Linear Time-Varying SIMO Continuous-Time 
System) 
线性 时 变 SIMO 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 
人 = A(t)z(t) + b(t)u(t), z(to) = mo, 
y(t) = C(t)z(t) + d(t)u(t), 
其 中 u(t) € R, y(t) € R”, A(t) € R”*”, b(t) € R”, C(t) e R™*" 和 d(t) € Rm. 
9. 非 线性 时 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 (Nonlinear Time-Varying MIMO Continuous- 
Time System) 
非 线 性 时 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 可 表示 为 
@(t) = f(z(t), u(t),t), z(to) = zo, 
et U Ve (20) 
其 中 f(x, x, x) € R" FI g(*,*,*) € R” 为 向 量 函 数 , u(t) e R 为 系统 输入 向 量 , y(t) e R” 为 
系统 输出 向 量 . 
WMR 了 (x,*,*) 和 g(*,*,*) 中 不 显 含 t, 就 得 到 非 线 性 时 不 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 
系统 : 
a(t) = f(z(t), u(t)), z(to) = zo, 
[ye = g(z(t), u(t)). (3.2.10) 
对 于 控制 而 言 , 不 涉及 输入 量 ( 即 控制 量 ) 的 系统 称 为 自治 系统 (Autonomous System). 
在 这 种 定义 下 , 时 变 自 治 系统 可 以 表示 为 
i(t) = f(z(t),t), z(to) = zo, 
(= (piada) 
时 不 变 自 治 系统 可 以 表示 为 
#(t) = f(a(t)), z(to) = zo, 
[00 = 22). 6212) 
对 于 控制 问题 , 一 般 研究 其 稳定 性 和 控制 器 设计 问题 , 不 太 强调 系统 参数 , 但 对 于 参数 
估计 问题 , 表达 式 中 一 般 加 上 系统 参数 、 参 数 向 量 或 参数 矩阵 0, 这 时 非 线 性 时 变 MIMO 连 
续 时 间 系 统 可 表示 为 


è) = f(0(),z(D,u(0),0), (to) = zo, 
(20 = g(0(t), z(t), u(t),t). (219) 


(3.2.7) 


(3.2.8) 


72 第 3 章 线性 系统 的 状态 空间 描述 


或 等 价 写 为 


z(t) = 7(g(D,z(D,u(D)， z(to) = zo, 
[so = g(0(¢), e(t), u(t)) (3212) 


当 系 统 参数 0(t) = 9 与 时 间 t ER, 就 得 到 非 线性 时 不 变 MIMO 连续 时 间 系 统 : 


z(t) = f(0, x(t), u(t)), z(to) = zo; 

(ai = 9(0, x(t), u(t)). (a) 

对 于 线性 时 不 变 MIMO 连续 时 间 系 统 (3.2.3), 系统 参数 为 0 := (A, B,C, D}; 对 于 线 
性 时 变 MIMO 连续 时 间 系 统 (3.2.4), 系统 参数 为 O(t) := {4(t), B(t), C(t), D(t)}. 
3.2.3 ”离散 时 间 系 统 状态 空间 表达 

如 果 系 统 的 状态 、 输 入 和 输出 只 是 在 离散 时 间 点 t= t (k = 0,1,2,…) 或 t= to, titz, 
上 取 值 , 就 称 为 离散 时 间 系 统 (Discrete-Time System) 或 采样 数据 系统 (Sampled-Data Sys- 
tem). 

WR t = tk = kT (k = 0,1,2,…, 了 为 采样 周期 ), 就 得 到 等 间隔 采样 离散 时 间 系 统 ， 
即 研究 最 多 的 传统 离散 时 间 系 统 . 如 果 是 非 等 间隔 采样 , 就 得 到 非 均匀 采样 数据 系统 (Non- 
Uniformly Sampled-data System), 也 是 离散 时 间 系 统 . 

1. 非 线性 时 变 多 输入 多 输出 离散 时 间 系 统 (Nonlinear Time-Varying MIMO Discrete- 

Time System) 

离散 时 间 系 统一 般 用 差分 方程 描述 , 或 一 阶 向 量 差分 方程 组 描述 . 非 线 性 时 变 MIMO 离 

散 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 可 表示 为 
m(tk+1) = f(T(tk), w(tk), tk) z(to) = zo, 

st i (216) 
其 中 (tk) := za u(tk) := u(t)=u 和 u(tk) := u()l =u, 分 别称 为 离散 时 间 系 统 的 状 
态 向 量 、 输入 向 量 和 输出 向 量 , 它们 都 是 对 应 连续 变量 在 t = te 时 刻 的 采样 值 , 但 是 这 里 的 
f(z(tk), w(te), tk) € R” 和 g(m(tk), ultr), tk) € R” 并 不 是 连续 系统 (3.2.9) 中 f(z(t), ult), t) 
和 glæ(t) u(t), t) 用 代替 t 得 到 的 函数 . 二 者 之 间 有 极其 复杂 的 关系 , 可 参见 线性 系统 离 
散 化 内 容 . 

2. 线性 时 不 变 多 输入 多 输出 离散 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant MIMO Discrete-Time 

System) 

I t= tk = kT (k = 0,1,2,…, 人 为 采样 周期 ). 线性 时 不 变 MIMO 离散 时 间 系 统 的 状 

态 空间 模型 可 表示 为 


peri +T) = Gzr(kT) + Fu(kT), £2(0) = zo, 
y(kT) =Cmx=(kT) + Du(kT), 


出 于 方便 考虑 , 记 x(k) := =(kT), ulk) := u(kT), y(k) := y(kT), WA 


ie +1) = Gz(k)+ Fu(k), £2(0)= zo, 


y(k) =Cx(k)+ Du(k), (3.2.17) 
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其 中 z(k) € R", (k) € R" 和 ylk) € R” 分 别 为 系统 状态 向 量 、 输 入 向 量 和 输出 向 量 ， 
Ge Rnxn. F € R"*", C e Rmxn 和 D e Rmxr 为 常数 系统 矩阵 ， 注 : 这 里 的 系统 矩阵 
[G, F,C, D] 也 不 是 连续 系统 中 的 . 
注 3.2.2 ”线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 稳定 系 指 系统 矩阵 G 稳定 , MERE G 的 所 有 特征 
值 都 在 单位 圆 内 , 亦 即 特征 方程 An — G| = 0 的 根 在 复 平面 单位 圆 内 . 线性 离散 时 间 系 统 的 
稳定 性 与 矩阵 F. C 和 D 无 关 . 
3. 线性 时 变 多 输入 多 输出 离散 时 间 系 统 (Linear Time-Varying MIMO Discrete-Time 
System) 
线性 时 变 MIMO 离散 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 可 表示 为 
re +1) = Græ(k) + Fxu(k), æ(0) = zo, 
y(k) =Cxe(k)+ Dru(k), 
其 中 z(k) € R”, u(k) € Rr 和 ylk) € R” 分 别 为 系统 状态 向 量 、 输 入 向 量 和 输出 向 量 ， 
Gk E Rnxn, Fk. E R"*", Ck € Rmxn 和 D, € Rmxr 是 系统 的 时 变 参数 矩阵 . 
4. 线性 时 不 变 多 输入 单 输出 离散 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant MISO Discrete-Time 
System) 
线性 时 不 变 MISO 离散 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 


E +1)=Gz(k) + Fu(k), £2(0) = zo, 
y(k) =cæ(k)+ du(k), 


(3.2.18) 


(3.2.19) 


其 中 z(k) € R”, wu(k) € Rr 和 (k) e R 分 别 为 系统 状态 向 量 、 输 入 向 量 和 输出 , G e R”, 
F eRnxr ce Rlxn deR". 
5. 线性 时 不 变 单 输入 多 输出 离散 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant SIMO Discrete-Time 
System) 
线性 时 不 变 SIMO 离散 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 
pe +1)=Gz(k)+ fu(k), æ(0) = zo, 
y(k) =Cz(k)+ du(k), 
其 中 zw(k) € R”, u(k) € R 和 y(k) e R” 分 别 为 系统 状态 向 量 、 输 入 和 输出 向 量 ，G e R”, 
f ER”, C eR™*",deR™. 
6. 线性 时 不 变 单 输入 单 输出 离散 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant SISO Discrete-Time 
System) 
线性 时 不 变 SISO 离散 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 


w +1) = Gzr(k) + fu(k), æ(0) = zo, 
y(k) = =cm@(k) + du(k), 


(3.2.20) 


(3.2.21) 


其 中 z(k) € R”, u(k) € R F y(k) € R 分别 为 系统 状态 向 量 、 输 入 和 输出 , G eR”, f c Rn. 
c€ Rixn, deR. 线性 时 不 变 SISO 离散 时 间 状 态 空间 系统 (3.2.21) 框图 如 图 3.2.4 所 示 , 其 
中 z-1lz(k) = zw(k 一 1) 或 zz(k) = z(k+1). 
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图 3.2.4 线性 时 不 变 SISO 离散 时 间 状 态 空间 系统 框图 
本 书 中 , 如 果 不 特别 说 明 , 状态 空间 模型 中 的 变量 如 上 所 定义 . 
3.3 ”连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 
对 于 线性 时 不 变 系统 , 微分 方程 、 传 递 函数 、 状 态 空间 模型 三 者 之 间 可 以 互相 转化 . 本 
节 研 究 它们 之 间 的 变换 关系 . 
3.3.1 ”微分 方程 的 传递 函数 表达 


1. 微分 方程 模型 

系统 可 分 为 连续 时 间 系 统 (Continuous-Time System) 和 离散 时 间 系 统 (Discrete-Time 
System) 两 大 类 . 连续 时 间 系 统一 般 可 用 微分 方程 模型 描述 为 

YE + oy" (t) + azy? (t) +--+ an-1y™ (t) + any(t) 


= byu" D (t) + bou? (t) + --- + bn-iu® (t) + bnu(t), (3.3.1) 
其 中 w(t) 和 y() 分 别 为 系统 的 输入 和 输出 , t 为 时 间 变 量 , 各 阶 导数 符号 定义 为 
yO = SO, A =O, O =O =O, yO = y(9. 


当 系 数 ai, bi 是 与 u(t),y(t),t 无 关 的 常数 时 , 这 样 的 系统 称 为 线性 时 不 变 确定 性 系统 (Linear 
Time-Invariant Deterministic System )， 或 线性 定常 确定 性 系统 . 在 不 至 于 混淆 的 情况 下 , 简称 
为 线性 时 不 变 系统 (Linear Time-Invariant System) 或 线性 定常 系统 . 

2. 传递 函数 模型 

在 零 初始 条 件 下 , 对 式 (3.3.1) 进行 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace Transform) 得 到 

(s” 二 aisn-1 十 azsn 2 十 … 十 aon_ 18 十 an)7(s) 
= (b1s™ 1 十 bas" 2 十.… 十 bm-1s 十 加 )U(s)， (3.3.2) 

其 中 复 变量 s 为 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplace Operator), Y (s) 和 U(s) 为 y(t) A ult) 的 拉 普 拉 斯 
REH: Y (s) := 乡 g(b], U(s) := 儿 [u(t)j]. 则 
Y(s) bis”! + bzs"? .+ bn 
U(s) sm 十 alsn 1 十 a2sn 2 +-+ an 


称 为 系统 的 传递 函数 (Transfer Function), HA 
Y(s) = G(s)U(s). (3.3.4) 


人 


(3.3.3) 
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只 有 线性 时 不 变 系统 才 有 传递 函数 . 线性 时 变 系统 和 非 线性 系统 都 没有 传递 函数 ( 非 线 
性 系统 包括 非 线性 时 不 变 系统 和 非 线 性 时 变 系统 ). 

3. 传递 算 子 模型 

若 定 义 微分 算 子 (Differential Operator) p = s. w 


bip”! + bap"? +... + bx 


GO a T GN (3.3.5) 
则 式 (3.3.1) 可 写 为 
PY(t) + aap y(t) + a2p™ DYyt) +- -- + an-ıpylt) + any(t) 
= bp Du(t) + bap™ u(t) +- + bn-ipu(t) + bnu(t), 
或 
(p+ a1p™ h 十 ap 一 2) +... + an_1p+ an)y(t) 
= (bip ÍD) + bop L... + bn_1p + bn)u(t). (3.3.6) 
上 式 可 以 简单 写作 
y(t) = G(p)u(t), (3.3.7) 


其 中 G(p) 称 为 系统 的 传递 算 子 (Transfer Operator). 

注 3.3.1 IÑ (3.3.3) 中 G(s) 与 式 (3.3.5) 中 G(p) 具有 相同 形式 . 为 方便 起 见 , 以 后 把 
二 者 统一 起 来 都 用 G(s) 表示 , 其 中 s 视 问题 需要 可 认为 是 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplace operator) 
或 微分 算 子 (Differential Operator). 传递 函数 或 传递 算 子 是 微分 方程 的 另 一 种 表达 形式 . 


3.3.2 ”传递 函数 的 控制 器 规范 型 实现 


把 传递 函数 ( 阵 ) 化 为 状态 空间 模型 称 为 实现 (Realization). 传递 函数 可 以 化 为 状态 空 
间 模 型 , 也 可 以 化 为 四 种 规范 型 (控制 器 规范 型 、 能 控 性 规范 型 、 观 测 器 规范 型 、 能 观测 性 规 
范 型 ). 这 里 给 出 传递 函数 化 为 控制 器 规范 型 的 方法 . 


假设 系统 的 传递 函数 为 
n—1 i E 
G(s) = bis 2 bos 和 + bn P 
让 
其 对 应 的 输入 输出 关系 为 
= (pr n—1 = 此 
y = (bis? 十 bs" “+ bn) arm rr + du. 
引入 中 间 变 量 
. u 
£: sn + ars"! + azs"? +--+ an 


í 2 


(s + ais” 


H azs”? +--+ an)E = u. 
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则 有 

E tang D p at? K... pas = u. (3.3.8) 
于 是 有 

y = (bs™ + bas”? + --- + b,)€ + du = hE? +b? L... + b. + du. 
引入 状态 变量 


zı :=é("-)), 
ma =gh), 


Š 
£. 
求 导 , 利用 式 (3.3.8) 可 得 


qA = €() = 一 alz1 一 a272 一 … 一 anZn + U, 
t2 =Z, 
£s = 12, 


Za—1: 
Tn 


š = Zn—1 

y= sss b2z2 十 … .十 bnzn + du. 
令 z:= [zz En]. 把 以 上 各 式 写 成 矩阵 形式 , 就 得 到 传递 函数 G(s) 的 控制 器 规范 型 
状态 空间 模型 ， 


一 Q1 —a2 一 an-l1 —an L 
1 0 0 0 0 

B= 0 Í 0 0 z+| 0 u, 
0 0 `: 1 0 0 


4 一 [bb ,bn]æ + 
控制 器 规范 型 的 结构 如 图 3.3.1 所 示 . 


和 
j È JE 


图 3.3.1 控制 器 规范 型 的 结构 图 


3.3 ”连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 77 


3.3.3 ”微分 方程 的 观测 器 规范 型 实现 

微分 方程 可 以 通过 设置 不 同 的 状态 变量 , 直接 化 为 状态 空间 模型 . 这 里 先 给 出 一 个 二 阶 
微分 方程 化 为 状态 空间 模型 的 例子 , 然后 给 出 化 n 阶 微分 方程 为 观测 器 规范 型 (一 种 特别 形 
式 的 状态 空间 模型 ) 的 方法 . 

例 3.3.1 设 二 阶 常 系数 微分 方程 如 下 ， 

Y(t) + aa (t) + azy(t) = biu’ (t) + bzu(t), (3.3.9) 
把 这 个 微分 方程 化 为 状态 空间 模型 . 

B ”这 是 一 个 二 阶 系统 , 方程 左边 包含 了 输出 y 的 二 阶 导数 , 右边 包含 了 输入 的 一 
阶 导数 . 定义 两 个 状态 变量 z, 和 z> 如 下 ， 


Z1 :一 2 
22 := g. 
于 是 有 
tı =7 = Z2， 
i2 =y" = —an — azy + biù + bzu 
= —aıT2 — a271 + biü + bzu. 


写成 状态 方程 为 


i(t) O üş z(t) 0 
ia)) \ -a -a zo (t) Ë biùlt) + bult) J 
ut) =z1(t)=[1, 0] 

z2(t) 


这 个 方程 右边 包含 了 输入 的 导数 , 是 不 希望 的 , 因为 导数 容易 将 误差 放大 . 为 避免 在 状态 方 
程 中 出 现 输入 的 导数 , 重新 设置 状态 变量 : 


Z1 := Y, 
T2 :=Yy+ay — bu 
= £1 十 al71 — biu. 
由 此 可 得 
tı = —Q171 + Z2 + biu, 
t2 =y" + ay’ — bv 
= —a2y + bzu 
= —Q27%1 + bzu. 


上 式 最 后 一 步 利 用 了 式 (3.3.9). 把 以 上 各 式 写成 矩阵 形式 可 以 得 到 微分 方程 (3.3.9) 的 观测 
器 规范 型 实现 为 


2Z1(t) —a 1 z1(t) bi 
= + u(t), 
ta É Ai (l 


zilt 
y(t) =m(9 =, 0] [ 
zə(t) 
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有 时 出 于 方便 , 把 时 间 t 省 略 , 即 把 yt) 简写 y, 把 ult) 简写 u 等 . 重 写 式 (3.3.1) WF, 
y™ Foy + azy? +: -+ any 十 angy 
= bhul) k Boul p... bw L bau. (3.3.10) 


引入 状态 变量 : 


Tı =y, 

z2 =ğġ + ay — bu 
= ġı 十 Q171 一 bu, 

zs =y® + aý + azy — biù — bzu 
= t2 十 Q271 — bzu, 

za =y®) + aly(2) + a2y + azy — biu?) — bzù — bzu 
= ġ3 + asz1i — bzu, 


zmay aa C E E E a OE S EA bayu 
Sin- ünit — b, iu. 


于 是 有 


tı 三 一 Q171 + T2 十 biu, 
t2 = —a2%1 + T3 + bzu, 


3 —a3T1 + T4 + bau, 
bn-1 = —Ga-121 + Tn + bn-1u, 
in =Y" +airy h +- +anġ biu(n-1) — bzu?) — ... — b. 10 


= 一 QnZ1 + bnu. 


上 式 最 后 一 步 利 用 了 式 (3.3.10). 令 z(t) = [zi (t),z2(t),: ,zn(t)]"， 把 以 上 各 式 写 成 矩阵 形 
式 可 以 得 到 微分 方程 (3.3.10) 的 观测 器 规范 型 实现 为 


-al 1 O 0 bi 
一 Q2 0 i . 0 b; 
Z(t) = š ; 1 5. i |=#(0 + a EON (3.3.11) 
一 an 1 0 0 1 Dui 
-an 0 0 0 bn 
y(t) =zı(t) = [1, 0, 0, -+-+ , 0]z(t). 


观测 器 规范 型 的 结构 如 图 3.3.2 所 示 . 读者 可 以 验证 系统 (3.3.11) 的 传递 函数 G(s) 恰好 为 
式 (3.3.3). 

注 3.3.2 ”由 于 观测 器 规范 型 中 参数 (ai, bi) 与 微分 方程 (3.3.1) 或 传递 函数 描述 (3.3.3) 
中 参数 一 一 对 应 , 因此 , 若 已 知 观测 器 规范 型 实现 , 则 立即 可 写 出 系统 的 传递 函数 或 微分 方 
程 描述 ; 反之 亦 然 . 控制 器 规范 型 也 如 此 , 参见 下 节 的 控制 器 规范 型 实现 . 
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b, 
1 和 r, $ $ 
PAE “he BE ap EA ! ` 4 a a 
As 


1 
一 on 一 1 一 02 一 和 


332 ”观测 器 规范 型 的 结构 框图 


3.4 ”状态 空间 模型 线性 变换 及 其 性 质 


本 节 推 导 状态 空间 模型 的 传递 函数 矩阵 、 研究 状态 空间 模型 的 线性 变换 , 以 及 在 非 奇异 
线性 变换 下 , 系统 的 传递 矩阵 的 不 变性 、 特 征 多 项 式 的 不 变性 、 特 征 值 的 不 变性 、 能 控 性 的 
不 变性 、 能 观测 性 的 不 变性 、 最 小 特征 多 项 式 的 不 变性 , 介绍 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 . 

考虑 线性 时 不 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 状 态 空间 系统 ， 


全 = Az(t) + Bu(t), z(to) = mo, 
y(t) = Cz(t) + Du(t), 


(3.4.1) 
其 中 z(t) € R" 是 系统 的 (n 维 ) 状态 向 量 (State Vector), u(t) € Rr 和 y(t) € R” 分 别 为 系 
统 的 输入 向 量 和 输出 向 量 , A ER”, B ER?” C e Rmxn 和 D ER 均 为 常数 矩阵 . 
3.4.1 ”状态 空间 模型 的 传递 函数 阵 
对 式 (3.4.1) 进行 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace Transform), 依次 可 得 
sX(s) = AX(s) + BU(s), 
X(s) = (sIn — A)“ BU(s), 
Y (s) = C(sIn — A)! BU (s) + DU (s) 
= [C(sI, — A)-1B + D]U (s8) 


=: G(s)U (s). 
所 以 从 U (s) 2) Y (s) 的 传递 矩阵 (Transfer Matrix) 为 
G(s) := C(sIn — AJ B + D (3.4.2) 
_ Cadj[sIn — AJB 
== A +D. (3.4.3) 


它 揭示 了 传递 矩阵 G(s) 与 状态 空间 模型 参数 矩阵 [A, B,C, D] 之 间 的 关系 . 传递 矩阵 也 称 
传递 函数 和 矩阵、 传递 函数 阵 . 

注 3.4.1 从 式 (3.4.3) 可 以 看 出 , 状态 空间 系统 矩阵 A 的 特征 多 项 式 |sT,, - A| 就 是 传 
递 函数 和 矩阵 的 分 母 . 因此 , 传递 函数 矩阵 的 稳定 性 对 应 于 状态 空间 系统 矩阵 4 的 稳定 性 , 即 


D — O @ & Q@ QÑ — 


0 4 ° Q í @ Ç PD 


° 
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A 的 特征 值 具有 负 实 部 . 


MATLAB 是 一 个 集成 化 编程 工具 , 提供 了 很 多 函数 可 以 很 方便 地 进行 系统 仿真 , 包含 
控制 系统 仿真 工具 箱 Simulink、 辨 识 工具 箱 Ident 等 . 例如 , 可 用 函数 tf 建立 一 个 传递 函数 ， 
ss 产生 一 个 状态 空间 模型 , step 绘制 阶 跃 响应 曲线 , impulse 绘制 脉冲 响应 曲线 等 ， 这 些 命 


令 的 用 法 可 借助 于 MATLAB 的 help 命令 查询 , 例如 help tf 可 查 函 数 tf 的 上 


法. 下面 是 使 


用 MATLAB 函数 的 简单 例子 . 
J tf 产生 一 个 传递 函数 
4s+5 
52 十 2s 二 3’ 
然后 用 step 绘制 系统 的 阶 跃 响应 曲线 的 命令 如 下 : 


>> G1=tf ([4, 5], [1, 2, 3]) 


G(s)= 


Transfer function: 
4s+5 


8 2 二 +2s+3 


>> step (G1) 


产生 一 个 状态 空间 模型 


"n s. 


Tı 
y =k, 5] + 0u, 
T2 
再 求 系统 的 传递 函数 的 命令 如 下 : 


>> AÁA=w=[—2, —8; 1, 0]; b=[1, 0]?; c=[4, 5]; d=0; 
>> ssl=ss (A,b,c,d) 


xl x2 
si -2 —3 
x2 1 0 
Pi 
ul 
xl 1 
x2 0 
f= 
xl x2 
yl 4 5 


18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 


3.4 ”状态 空间 模型 线性 变换 及 其 性 质 81 


d= 
ul 
yt “O 


Continuous—time model. 
>> Gl=tf (ss1) 


Transfer function: 
4s +5 


s°2+2s+3 


当然 , 可 以 用 命令 impulse(ss1) 绘制 状态 空间 模型 的 脉冲 响应 曲线 图 , 用 [a,b,c,d]=tf2ss([4,5]， 
[1,2,3]) 产生 传递 函数 的 控制 器 标准 形 . 
3.4.2 ”状态 空间 模型 的 线性 变换 

下 面 讨论 状态 空间 模型 的 线性 变换 (相似 变换 ) 问题 : 对 状态 空间 模型 (3.4.1) 进行 线性 
变换 (Linear Transformation). 设 T € 及 "xn 为 非 硼 异 矩阵 (Non-Singular Matrix), 定义 新 状 
态 变量 (状态 向 量 ) z(t) := T-1z(t) € R" 或 z(t) = TE(t) € R", 那么 利用 式 (3.4.1) 有 

(t) = T -1l2(t) = T -1[Am(t) + Bu(t)] 

=T 1Az(t) +T 1Bu(t) = T 1ATz(t) + T 1 Bu(t) 


=: Az(t) + Bu(t), 元 (to) = Zo = T lmo, (3.4.4) 
y(t) = Cz(t) + Du(t) = CT'x(t) + Du(t) 
=: Cz(t) + Du(t), (3.4.5) 
其 中 
A:=T-!AT, B:=T-!B, Ō:=CT. (3.4.6) 


式 (3.4.4)、 式 (3.4.5) 构成 了 新 状态 变量 下 的 状态 空间 模型 . 可 见 系统 状态 变量 是 非 唯 
一 的 , 所 以 一 个 系统 的 状态 空间 表达 也 不 是 唯一 的 . 下面 讨论 线性 变换 下 状态 空间 模型 的 
性 质 . 


3.4.3 ”线性 变换 下 系统 传递 函数 与 特征 多 项 式 


1. 相似 变换 下 系统 特征 多 项 式 的 不 变性 
系统 (3.4.1) 的 特征 多 项 式 定义 为 


f(s) := det[sIn — A], 

其 中 I, 28 n 阶 单位 阵 (Identity Matrix). 系统 (3.4.4) ~(3.4.5) 的 特征 多 项 式 为 
F(s) := det[sI,, — AJ. 

在 线性 变换 下 , 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 与 系统 (3.4.1) 有 相同 的 特征 多 项 式 , 即 
F(s) = f(s). 
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事实 上 , 使 用 公式 det[4B] = det[A] det[B] 和 式 (3.4.6), 有 
F(s) := det[sIn — A] = det[sIn — T-1AT] = det(T—1[sI,, — A]T} 
= det[T-1] det[sI, — A] det[T] = det[sI,, — A] = f(s). 
2. 相似 变换 下 系统 特征 值 的 不 变性 
系统 (3.4.1) 的 特征 值 定义 为 特征 方程 
f(s) = det[sIn — A] = 0 
的 根 si i=1,2, ,n. 在 线性 变换 下 , 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 与 系统 (3.4.1) 有 相同 的 特征 值 ， 
即 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 的 特征 多 项 式 f(s) 与 f(s) 有 相同 的 零点 ,或 f(s) = 0 与 1(s) = 0 有 
相同 的 根 . 结论 是 明显 的 , 因为 它们 有 相同 的 特征 多 项 式 , 故 有 相同 的 零点 (特征 值 ). 
3. 相似 变换 下 系统 传递 函数 ( 阵 ) 的 不 变性 
仿照 式 (3.4.2) 的 推导 , 容易 得 到 相似 变换 后 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 的 传递 和 矩阵 
G(s) := C(sIn, — A) 1B + D. (3.4.7) 
相似 变换 下 系统 传递 函数 (BE) 的 不 变性 说 明 G(s) = G(s). PRE, 使 用 公式 (RS)! = 
S-1R-!, (RST)-! = T-1lS-1R-1 和 式 (3.4.6), 有 
G(s)=C(sI, — Ā)'B + D 
=CT(sI, -—T-lAT)-1T-1B + D = C[T(sI,, — T-1AT)T-1]| 1B + D 
=C[TsI,T-1— TT-l1ATT-1|[|1B + D = C(sIn — AJ !B+ D = G(s). (3.4.8) 
因此 , 在 非 奇异 线性 变换 下 , 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 与 系统 (3.4.1) 有 相同 的 传递 函数 矩阵 , 即 
系统 传递 函数 阵 是 唯一 的 , 但 一 个 系统 的 状态 空间 表达 不 是 唯一 的 . 
4. 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 (Cayley-Hamilton Theorem) 
EH 3.4.1 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 (Cayley-Hamilton Theorem) 
若 矩阵 A € R"xm 的 特征 方程 为 


det[sIn — A] = s” + a18”! 十 azsn 2 十 :十 an 一 0， 
则 和 矩阵 4 本 身 也 满足 上 述 特征 方程 , 即 
An +a An 1 二 az4" 2 L... + al, = 0, 
或 
A” = -4A aA? — --- — anfa: (3.4.9) 


证 明 由 于 s 五 -4 的 伴随 矩阵 adj[sI — A] Æ s 的 n 一 1 次 多 项 式 , 即 adj[s 五 — A] 
具有 下 列 形 式 [参见 思考 题 24], 


adj[sIn — A] = s*—1r, + R28"? + Ras"? +... + Rn_1s+ R, E R”, 
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且 
A adj[sIn — A] 
(n-A) = qatlsT, A] 
或 
(sI, — A)adj[sI, — A] = adj[sI, — A](sI, — A) = det[sIn — A]I,. 
所 以 


det[sIn — AJI, = (sIn — A)(s*—1I, + Res™ ?+ Ras"? + -- -+ Rn_1s+ Rn) 
= (s" lI, + Rosn-2 + Rss" Í3 +...+ Rn-18 + Rn)(sIn — A). 
从 上 式 可 以 看 出 , 矩阵 4 与 R, 相 乘 次 序 是 可 交换 的 . 因此 , WR (sI, - A) 及 其 伴随 矩阵 
adj[sIn 一 A] 中 有 一 个 为 零 , 则 其 乘积 为 零 . 如 果 上 式 中 用 A 代替 s, 显然 (sI, — A) 为 零 . 
于 是 有 


AJ. 0 An k i Q An 2... L ant =. 


这 就 证 明了 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 . 
这 个 定理 告诉 我 们 , A 的 任意 高 于 n KÆ At (i > 0) 都 可 以 表示 为 In, A, A, o, 
A" 的 线性 组 合 . 事实 上 , 由 Anti = ALAA”, 利用 式 (3.4.9) 可 直接 加 以 证 明 . 例如 ， 


An = -al4" -1 一 aa4" 2 — -- - — ann. 
An+1— AA” = 4(-al4hn -1 一 az4hn 2 —_... — anl,) 
saggy A E q AF2. . . A: 
= —a(—a, A™! — a A"? _... — anIn) — a2 An-1 — a3 A"? _... anA 
= (a? — a2) A"! + (aiaz — aa) A"? +... + (aian-1 — an) A + ajan In. 
An+2 = AA+ 


= Al(a? — a2) A”! + (a1a2 — a3) A”? +... + (a1an-1 — an) A + aian In] 
= (a? — a2) A” + (aia2 一 a3) A”! 十 … 十 (aian-l 一 an)A? +alanA =.. 
如 果 定 义 矩 阵 指 数 ， 
42 A’ 
exp(4) : e4 王石 十 4 十 PT + at 


那么 存在 常数 ao, ai, .…, an-1 使 得 下 式 成 立 ， 


exp(4) = ool, + or A +o2A2 +... + ar 14 一. 
凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 在 线性 代数 与 矩阵 论 有 关 定 理 的 证 明 中 是 非常 有 用 的 . 


5. 线性 变换 下 系统 最 小 多 项 式 的 不 变性 
设 方 阵 A ERO” 的 特征 方程 多 项 式 为 
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F(s) := det[sI,, — A] = s” + as”! + a28"? + -- -+ an- 


按照 凯 莱 - 哈 密 尔 顿 定理 有 f(A) = 0. 如 果 次 多 项 式 f(s) 存在 一 个 分 解 (下 面 的 fals) 和 
户 (s) 是 两 个 多 项 式 )， 


F(s) = fi(s)f2(s), 


使 得 f(s) 是 满足 户 (4) = 0 的 阶 次 最 低 的 首 1 多 项 式 , 就 称 为 4 的 最 小 多 项 式 . 由 此 可 
知 , fals) 是 f(s) 的 因子 . 最 特别 的 情形 是 最 小 多 项 式 户 (s) 等 于 f(s). 
按照 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 , 方 阵 A cR” 满足 其 自身 的 特征 方程 ， 


f(s) := det[sI,, — A] = s” + ais”! + a28"? + --- + an, 


即 s= A Æ f(s) = 0 WIR [f (A) = 0]. 然而 特征 方程 不 一 定 是 A 满足 的 最 小 阶 次 的 纯 量 方 
程 . 将 矩阵 4 为 其 根 的 最 小 阶 次 首 1 多 项 式 称 为 最 小 多 项 式 , 也 就 是 说 , nxn ERE A 的 最 
小 多 项 式 d(s) 定义 为 使 得 d(4) = 0 的 最 小 阶 次 的 首 1 多 项 式 (deg[d(s)] < deg[f(s)]). 

假设 s 的 多 项 式 m(s) 是 (sIn — A) 伴随 矩阵 adj[sIn — A] 所 有 元 的 最 大 公 因子 . 可 以 
证 明 , WRK m(s) 的 s 最 高 阶 次 的 系数 选 为 1, 则 最 小 多 项 式 d(s) 由 下 式 给 出 ， 

det[sI,, — A] 

d(s) = i 
矩阵 A € 了 "xn 的 最 小 多 项 式 d(s) 可 按 下 列 步骤 计算 . 

(1) 对 伴随 矩阵 adj[sIn — A] 的 各 元 进行 因子 分 解 , 其 因子 都 是 s 的 首 1 一 次 多 项 式 . 

(2) 确定 伴随 矩阵 adj[sI,, — A| 各 元 的 最 大 公 因子 m(s). 如 果 不 存在 公 因 子 , W m(s) = 1. 

(3) 最 小 多 项 式 d(s) 可 由 det[sIn — A] 除 以 m(s) 得 到 , 参见 式 (3.4.10). 

注 3.4.2 ”因为 相似 变换 下 系统 特征 多 项 式 的 不 变性 , 所 以 线性 变换 下 系统 最 小 多 项 式 
是 不 变 的 . 最 小 多 项 式 在 矩阵 多 项 式 的 计算 中 起 着 重要 作用 . 

例 3.4.1 最 小 多 项 式 的 例子 


1 0 0 
pa- 1 ' ] masa 
0 0 1 


(3.4.10) 


s-1 0 0 
f(s) = det[sIs — A] = Ü ssi =i =(s—1). 
0 0 & —1 


令 (s) = s— 1, fo(s) 们 是 f(s) 的 因子 . 计算 


S 
0 
0 
0 
户 (4)=(4 一 五 = [ 


所 以 fals) = (s 一 1)? = s2 一 2s 十 1 是 A 的 最 小 多 项 式 , f,(s) = s— 1 不 是 4 的 最 小 多 项 式 . 
当然 , f(A) = 0. 
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例 3.4.2 计算 下 列 系统 的 特征 值 和 传递 函数 ， 
Ls ils) 
= z+ u, 
1 0 5 
| y =[6, 7]=. 
解 ” 对 于 本 例 ， 


2 3 4 
A= , b= , c=[6,7]}, d=0, 
1 0 5 


系统 的 特征 多 项 式 为 


p(s) = det[sI2 — A] = PS 


-1 s 


=8 — 2s- 3. 
< p(s) = 0 得 到 特征 方程 ?一 2s — 3 = 0, BÑ (s +1)(s — 3) = 0, 所 以 系统 的 特征 值 为 s= 一 1 
和 s = 3. 这 个 系统 有 正 特征 值 根 , 故 是 不 稳定 的 . 系统 的 传递 函数 为 
G(s) =c(sI; — A) 'b+d 


i | ( HUN 
Se b+0= [6, 7) +0 
RK | s 一 1 8 5 
Ü U ) 
1 s—2 4 
senk () 


52 — 2s 一 
_ [6s+7,7s+4] (4) 59s+48 
 82—-2s—3 \s) (s+1)(s—3) 


注 3.4.3 ”从 这 个 例子 可 以 看 出 : 状态 方程 矩阵 A 的 特征 值 就 是 系统 (传递 函数 ) 的 极 
A WREE 4 的 所 有 特征 值 具有 负 实 部 , 就 说 4 是 稳定 矩阵 , 或 4 是 胡 尔 维 茨 矩 阵 
(Hurwitz Matrix), 就 称 系统 是 稳定 的 . 传递 函数 的 稳定 性 取决 于 传递 函数 分 母 的 零点 ( 即 系 
统 的 极点 ), 传递 函数 的 分 母 就 是 系统 的 特征 多 项 式 . 


3.4.4 ”线性 变换 下 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 

1. 线性 变换 下 系统 能 控 性 不 变 

系统 (3.4.1) 能 控 性 矩阵 定义 为 

Q. := [B, AB, A2B,-.. , A"71B] e R"™*("™"). 
如 果 能 控 性 矩阵 Q。 的 秩 等 于 系统 阶 次 n (状态 向 量 的 维 数 ) (矩阵 的 秩 定义 为 其 最 大 子 矩阵 
非 零 行列 式 的 维 数 ), 即 


rank[Q.] = rank[B, AB, A?B,..:, A” !B] = n, 
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那么 系统 (3.4.1) 就 是 完全 能 控 的 或 完全 可 控 的 , 简称 系统 能 控 或 系统 可 控 . WR rank|Q.] = 
i < n, 系统 就 不 完全 能 控 或 不 完全 可 控 , 简称 系统 不 能 控 或 系统 不 可 控 , 此 时 能 控 状 态 数目 
为 i, 不 能 控 状 态 数 目 为 n 一 i (不 能 确定 哪儿 个 状态 变量 可 控 , 哪儿 个 不 可 控 ). 


类 似 地 , 相似 变换 后 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 的 能 控 性 矩阵 为 


Q. := [B, AB, A2B,..., A"-1B] e Rnx(nr). 


相似 变换 下 系统 能 控 性 是 不 变 的 , 说 明 rank[@。] = rank[Q.], 即 变换 后 系统 与 原 系 统 有 相同 


数目 的 能 控 状态 变量 . 事实 上 , 使 用 式 (3.4.6) 有 
rank[Q.] = [B, AB, A2B,... , An—1 B] 
=ranklT 1B, (T AT)(T B), (T! AT) (T B), 


因为 


i 


(T1lAT)i = (7-1AT).(T-1AT).…(T-1AT) = T -1A:T, 


所 以 有 


rank[Q.] =rank[T-1B,(T-1AT)(T-1B),(T-1AT)2(T-1B),::- 


=rank[T'1B,(T-!AT)(T-1B),(T-1A2T)(T-1B), 
=rank|[T-1B,T-1AB,T-1A2B,... T -lAn-1B] 
=rank(T-1[B, AB, A2B,... , An-1B]) 
= rank[T'-1Q.,J. 

因为 T 是 非 奇异 矩阵 ( 满 秩 的 ), 所 以 rank[T -1] = n. 因此 有 


rank[@.c] = rank[Q.J. 


这 里 使 用 了 YEFE#KBSEEPR 
(1) W A = [a] € Rm", B = [bij] € R">r, 则 有 


rank[A B] < min{rank[A], rank[B]}. 
(2) 设 A, 的 维 数 满足 可 相 乘 条 件 , 有 
rank[A; A2: - Ap] < min{frank[4ij,rank[42z],…… ,rank[Ax]}. 


(3) 如 果 P A Q 都 是 可 北方 阵 , 那么 


rank[4] = rank|P A] = rank[AQ] = rank[|P AQ]. 


能 控 状 态 数目 是 相同 的 , 不 能 控 状 态 的 数目 也 是 不 变 的 . 


(CT 1AT)n-1(T-1B). 


, (TAT)™ (TB) 
-+ ,(T-1A"-T)(T7B)] 


因此 , 在 非 奇异 线性 变换 下 , 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 与 系统 (3.41) 有 相同 的 能 控 性 , 即 系统 的 
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2. 线性 变换 下 系统 能 观测 性 不 变 
系统 (3.4.1) 能 观测 性 矩阵 定义 为 


e 
CA 
Q.:= | CA | <sRomxn. 
car- 
如 果 能 观测 性 矩阵 Qo 的 秩 等 于 系统 阶 次 n (状态 向 量 的 维 数 ), 即 
rank[Qo] = n, 


那么 系统 (3.4.1) 就 是 完全 能 观测 的 或 完全 可 观测 的 , 简称 系统 能 观测 或 系统 可 观测 ， 如果 
rank|Q,] = j < n, 系统 就 不 完全 能 观测 或 不 完全 可 观测 , 简称 系统 不 能 观测 或 不 可 观测 , 此 
时 能 观测 状态 数目 为 j, 不 能 观测 状态 数目 为 n — ; (不 能 确定 哪 几 个 状态 变量 可 观测 , 哪 几 
个 不 可 观测 ). 

类 似 地 , 相似 变换 后 系统 (3.4.4)~(3.4.5) 的 能 观测 性 矩阵 为 


a CA? e RMN, 
GAn-! 


相似 变换 下 系统 能 观测 性 是 不 变 的 , 说 明 rank[Q,] = rank[Q,], 即 变 换 后 系统 与 原 系 统 有 相 
同 数目 能 观测 状态 变量 . 事实 上 , 使 用 式 (3.4.6), 有 


C CT 
CA (CT)(T-1AT) 
rank|Q,] = rank CA? =rank| (CT)(T AT)? 
CA (CT)(T-1AT)"-! 
cT cT 
(CT)(T-1 AT) CAT 
= R] |. (GT) SAT). | — sa kl CAT 
(CT)(T-1An-1T) CAT 
C 
CA 


=rank CA |p, = rank[QoT| = rank[Q.]. 


gi 
这 里 仍 使 用 了 T 是 非 奇异 矩阵 的 假设 .因此 , 在 线性 变换 下 ,系统 (3.4.4) (3.4.5) 与 系统 
(3.4.1) 有 相同 的 能 观测 性 , 即 系统 的 能 观测 状态 数目 是 相同 的 , 不 能 观测 状态 的 数目 也 是 不 
变 的 . 
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3.5 ”状态 空间 规范 型 
考虑 线性 时 不 变 单 输入 单 输出 连续 时 间 系 统 : 


P = Az(t) + bu(t), (to) = zo, 


y(t) = cx(t) + du(t), (3.5.1) 


其 中 z(t) e R" 为 系统 状态 向 量 , u(t) € R 和 y(t) e R 分 别 为 系统 输入 和 输出 , A e 及 "xm， 
beRn ce Rlxn deR. 

单 输入 单 输出 系统 (3.5.1) 包含 n? + 2n + 1 = (n + 12 个 参数 , 其 中 矩阵 A 有 n 个 参 
数 , 向 量 b 有 n 个 参数 , 向 量 c 有 n 个 参数 , 还 有 参数 d. 我 们 已 经 说 明 状 态 空 间 模型 是 不 
唯一 的 , 因为 包含 了 太 多 的 自由 参数 . 因此 有 必要 确定 某 种 规范 型 使 得 状态 空间 模型 的 参数 
数目 尽 可 能 少 , 使 得 在 某 种 条 件 下 , 可 将 状态 空间 模型 变换 为 唯一 的 模型 表达 , 这 就 是 本 节 
要 研究 的 4 种 规范 型 : 控制 器 规范 型 、 能 控 性 规范 型 、 观 测 器 规范 型 、 能 观测 性 规范 型 , 它 
们 都 只 有 2n + 1 个 自由 参数 . 并 且 这 4 个 规范 型 是 唯一 的 , 且 可 以 互相 转换 . 本 节 介 绍 通过 
非 奇异 线 性 变换 将 系统 转换 为 这 4 种 规范 型 的 方法 , 以 及 线性 系统 的 对 偶 性 与 对 偶 原理 . 

对 式 (3.5.1) 进行 线性 变换 (Linear Transformation) z(t) := Tz(t) 或 z(t) = T'-1m(t), T 
为 非 奇 异 矩 阵 (Non-Singular Matrix), 则 可 化 为 


z(t) = Fz(t) + gu(t), z(to) = zo = T'-1lzo, 
P. — hz) qd) — — . (3.5.2) 
其 中 
F:=TAT, g:=T-lb, h:= cT. (8.5.3) 


如 果 状 态 空间 模型 (3.5.1) 完全 可 控 和 (或 ) 完全 可 观 , 则 可 以 通过 非 奇 异 线性 变换 将 模 
型 (3.5.1) 化 为 4 种 规范 型 , 现 分 述 如 下 . 

有 关 友和 矩阵 (Companion Matrix) 及 其 特殊 矩阵 间 的 变换 , 可 参见 论文 “Transformations 
between some special matrices (一 些 特 殊 矩 阵 之 间 的 相似 变换 )”[24 . 
3.5.1 ”控制 器 规范 型 


控制 器 规范 型 (Controller Canonical Form) 结构 如 下 ， 


telt) = Acxe(t) + beult), 
[ a = ay N P Bas 
其 中 下 标 是 英文 控制 器 controller 的 第 一 个 字母 , 意思 是 控制 器 规范 型 ， 
A¿ ¿i= Tr AT; 
al az => Gn—1 an 1 
1 0 0 0 0 
pan 0 1 0 0 E Rnxn， De :一 T-lb= 0 ER’, 


ce := cT, = [bb ,bn] € R!*”, 
变换 矩阵 为 
Tu A”! -1 
Tn A”? 
T= : eRnxn, 
T A 
Tn 
Tn X To! := [b, Ab, A?b,.… N 的 第 n 47. 


证 明 ”由 于 rn 为 Ti! 的 第 nn 行 


TS, = ( š ) [b, Ab,- , 
Tn 


上 式 第 n 行为 


把 上 式 矩 阵 展 开 可 得 


Ta Ati = 
ra An—2T, = 


行 , BI Ta! 


A"-1b] = In. 


Tn An-1b 
mamb 
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$ ) 其 中 < 为 适当 维 数 的 矩阵 . 故 有 


Orm. 


人 Po 


(3.5.5) 
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Ta 一 
pa 62 
A= T; 1AT, = Š AT, 
Trå 
Tn 
r A”T; p AT; 
p An-1T. er 
£ : = Z ii (8.5.6) 
Tn A2T. elo 
ra AT. ex_1 
凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 (Cayley-Hamilton Theorem) 告诉 我 们 : 车 和 矩阵 A 的 特征 方程 为 
det[sIn — A] = s 十 als" 1 十 a2s" 2 十 … 十 an 一 0， 
则 和 矩阵 4 本 身 也 满足 上 述 方程 , 即 
A” = -aihn-1 一 ohn-2 ... onl,. (3.5.7) 


式 (3.5.7) 两 边 左 乘 rn, AR To, 并 利用 式 (3.5.5) 得 到 


rn AnT, = —aar a A" TT, — qar A 2T, — ... — ann T, 
= —aieT — a2e2 一 … :一 aneT 
三 [一 au, 一 a2，… ,一 an]. 


将 上 式 代 入 式 (3.5.6) 得 证 . 
参考 3.3.2 节 , 我 们 容易 得 到 传递 函数 


bis"-1 十 basn-2 十 .… 十 bs 


ERROR 
的 控制 器 规范 型 实现 ， 
一 Q1 一 02 … —Ga-1 一 0m 1 
$ 0 s à 0 0 0 
s= 0 T w 0 0 |z+| 0 ju 
0 0 + 1 0 0 


y = [b1, b2,- ,bn]æ. 


控制 器 规范 型 的 记忆 方法 : 假设 传递 函数 分 子 分 母 多 项 式 按 降 次 排列 , 分 母 是 首 一 多 项 
式 , 分 子 次 数 低 于 分 母 , 那么 分 母 多 项 式 的 系数 的 相反 数 按 顺序 排 在 4 矩阵 的 第 一 行 , 4 的 
左下 角 是 一 个 (n — 1) 阶 单位 阵 , 其 余 元 为 零 , b 是 一 个 单位 向 量 (第 1 个 元 为 1, 其 余 元 为 零 
的 列 向 量 ), 分 子 多 项 式 的 系数 作为 行 向 量 c 控制 器 规范 型 的 结构 如 图 3.5.1 所 示 . 
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y 


图 3.5.1 控制 器 规范 型 的 结构 框图 
例 3.5.1 将 下 列传 递 函 数 化 为 控制 器 规范 型 实现 ， 


4s? + 5s +6 
S3 +282 + 3s+ 4 
RO ”传递 函数 的 分 母 多 项 式 阶 次 为 n = 3, 故 对 应 的 状态 空间 模型 有 3 个 状态 变量 . 该 
系统 的 控制 器 规范 型 实现 为 


G(s) = 


Ë Tı Ü 
-2 -3 —4 

%a | = 1 0 0 T2 +| 0 |u, 
o 1 0 

Ls T3 0 


y =|[4, 5, 6] | z2 
T3 
例 3.5.2 ”将 下 列传 递 函数 化 为 控制 器 规范 型 实现 ， 


5s3 十 14s2 + 20s + 26 
G0 a oss SBS q 3 
83 + 2s2 + 38 + 4 


解 ”该 传递 函数 分 子 与 分 母 次 数 相同 , 采用 长 除法 , 把 其 变 为 


4s?+5s+6 


Gl) = B4 hada i 


对 应 的 控制 器 规范 型 实现 为 


—2 —3 一 4 
$= 1 0 0 m+ 0 |u, 
0 1i O 


y =[4, 5, 6]z + 5u. 
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3.5.2 ”能 控 性 规范 型 
能 控 性 规范 型 (Controllability Canonical Form) 结构 如 下 ， 


eolt) = Acozco(t) + beoult), 
{ Y(t) = ccozco( + du(t), 


其 中 下 标 co 是 英文 能 控 性 controllability 的 前 两 个 字母 ， 意思 是 能 控 性 规范 型 ， 
A= ATL, 


0 0 … 0 一 an 1 
1 0 <s> 0. Sd 0 

=| 01 … 0 -on | ER% bo:=T-ib=| 0 | em", 
Ou sss h =Q 0 


ceo := cTeo =: [B1, B2, B3,: +* , Bn] 
= [cb,cAb,cA?b,... ,eAn-1b] e R1xn, 


变换 矩阵 为 
Teo := [b, Ab, A2b,... , An-1bp] € 及 "xm. 


证 明 ”由 于 系统 [4,b,c,d] 完全 能 控 , 故 能 控 性 矩阵 满 秩 (Full Rank), BH 


rank[b, Ab, A2b,... , An-1b] = n, 


所 以 变换 矩阵 T. = [b, Ab, A?b,… , An-1b] 是 THAER (Invertible Matrix). 又 
T; VT. = To [b, Ab, A2b,-.. , An—1b] 
=[T-1b,T-1 Ab, T3! A?b,... ,To A lb = In. 
令 ei 8 R" 为 第 i 个 单位 列 向 量 ( 即 单位 阵 的 第 i 列 ), 则 有 


Tab =[,0,0,0,..., 
T; Ab =[0,1,0,0,... ,0]7 = e2, 
T LA2b =[0,0,1,0,.…, 


T-lAn-lb=|[0,0,0,0,... ,1]7 = en. 
由 此 可 得 
0 
Aco = T=-1AT,, = T" A|b, Ab, A2b,... , An-1bJ 
= [Ts Ab, To A2b,... , Too" A™ lb, T; A™b] 
= [e2,e3,... ,en, To A”b)]. 
A (3.5.7) 两 边 左 乘 Ts1, AR b, 并 利用 式 (3.5.9) 可 得 
Tœ A”b = -aT An lb— aT An 2b — ... — aT 


(3.5.8) 


(3.5.9) 


(3.5.10) 
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= —G1@n — G2@n—1 — `’ — An—1€2 — anel 
=a 
一 Qmn 一 1 


一 0 


将 上 式 代 入 式 (3.5.10) 得 证 . 


能 控 性 规范 型 和 (后 面 的 ) 能 观测 性 规范 型 中 参数 8, := cAib 称 为 马 可 夫 参数 (Markov 
Parameter), 可 对 G(s) 采用 长 除法 (Long Division) 获得 , 即 把 状态 方程 式 (3.5.1) 的 传递 函 


数 化 为 
G(s)=c(sIn — A) lb+d 


一 1 
=s-le (x. _ 2) b+d 


=s le(I, + As !+A?s ?+A3s 3+...)b+d 
=d+ cbs-1 + cAbs ?+cA?bs 3+...+cA"bs "n +... 
=d+Bis-!+B2s 2 + Bs 3+. 

其 中 B; := cAi tb, i = 1,2,3,…. 又 设 


bis”! + b283"? +--+ bn 
sn +aisn-l+aozsn-2 4... + an 


G(s) = +d. 


右边 分 式 的 分 母 分 子 同 除 以 sn, 使 用 长 除法 可 得 
G(s) = bisl+bss 2 +bss 3 +... bns™” 


一 一 一 一 一 一 
l1+aiis-l+aə2s-2+ass-3 +... + ans™” 


=d+ bis 1 + (b2 — aib1)s 2 + (bs — a2bi — aabə + a2b1)s 3+... 


比较 式 (3.5.11) 与 式 (3.5.12) FRR s-i 的 系数 可 得 方程 ， 
bı =b, 


b2 = b2 — aibi = b2 — ab, 
B3 = bs — a2bi — a1 (b2 — a1b1) = bs — a2B1 一 al02， 


Bn == bn — an-1 b1 一 an-202 一 … 一 a10 1. 


SKH b, 得 到 
bi =b, 
b2 = a1B1 + b2, 


bs = a2B1 + a1B2 + p3, 


bn = an-1b1 十 an-202 + ` -` + a1bn-1 + Bn- 


Bp 


(3.5.11) 


(3.5.12) 


94 第 3 章 线性 系统 的 状态 空间 描述 


bi 1 bı 
b2 Q1 1 b2 
bs | az a 1 Da 
a \bn Qn—1 a a 1 Bn 
求 得 
ñ. i f/d 
b2 a sY b> 
bB |= a a 1 bs 
Bn anı > a a 1 bn 


传递 函数 的 能 控 性 规范 型 实现 传递 函数 


bis”! + bas"? +--+ bn 


Cl) = apani pa rt ta T Š 
的 能 控 性 规范 型 实现 为 
00 … 0 -an £ 
1 0 … 0 -~an-l 0 
20=| 0 1 O -ana [z+| 9 [uw, 
下 0 
y(t) = [61, b2, B3»: -+ , B] (t) + du(t) 
1 -T 
ai £ 
= [b1, b2, b3, +- , bn] @a á 1 x(t) + du(t). 
kei ©- az al 1 


能 控 性 规范 型 的 记忆 方法 : 假设 传递 函数 分 子 分 母 多 项 式 按 降 次 排列 , 分 母 是 首 一 多 项 
A, 分 子 次 数 低 于 分 母 , 那么 分 母 多 项 式 系数 的 相反 数 按 倒 序 排 在 A 矩阵 的 最 后 一 列 , A 的 
左下 角 是 一 个 (n — 1) 阶 单位 阵 , 其 余 元 为 零 , b 是 一 个 单位 向 量 (第 1 个 元 为 1, 其 余 元 为 零 
的 列 向 量 ), 马 可 夫 参数 8, 作为 行 向 量 c. 

注 3.5.1 ”控制 器 规范 型 与 能 控 性 规范 型 的 控制 参数 向 量 b 都 是 一 个 单位 列 向 量 , 两 个 
规范 型 的 A 矩阵 是 斜 对 称 的 . 控制 器 规范 型 要 简单 , 其 输出 参数 向 量 是 传递 函数 分 子 多 项 
式 的 系数 构成 的 , 它 可 以 从 传递 函数 直接 写 出 , 不 像 能 控 性 规范 型 那样 需要 计算 系统 的 马 可 
夫 参 数 . 

3.5.3 ”观测 器 规范 型 
观测 器 规范 型 (Observer Canonical Form) 结构 如 下 ， 


人 = Aozxolt) + bçu(t), 
y(t) = como(t) + dult), 


(3.5.13) 


其 中 下 标 o 是 英文 观测 器 observer 的 第 一 个 字母 , 意思 是 观测 器 规范 型 ， 
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A, =T AT, 
~a 1 O 0 bi 
-az 0 1 .0 b2 

= š ë * < š era bass th= š ER”, 

-anı 0 O > 1 bx-1 
-om 00 ... 0 bn 

co:=cT, = [1,0,0, --- ,0] e R?*”, 

变换 矩阵 为 


T,:= [A™ ln, A" ?ln, ,ln] € 有 "xm， 
ln 为 Tos 的 第 ” 列 ， 


一 1 


C 
cA 
ns a e 及 "xm 
cAn-!1 
证 明 EFi A To 的 第 nn 列 , 即 To = [x, ln], 故 有 
€ 
cA 
T; To = , [k ln] = Tn. 
cA"™-! 
上 式 第 n 列 为 
dla = 
cAl» =0, 
cA"-21, =0, 
7. Wi = 
于 是 有 


=D = A lt] 
= [cA"-ln,,cA™-?21,,... , Cln] 
=[1,0,0,--- ,0], 
IT 
= [TM TA eT T] = Ts 
或 
,30]7 = el， 


0,0,0 
To ` 4" ?ln = [0, 1,0,0,- - ,07 = e2, 
T; 14"-31 = [0,0, 1,0,- -- ,0]T = es, (3.5.14) 


T'i, = [0,0,0,0,--- ,1z = en- 


o 
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因此 ， 
A, =T; AT, 
Cy pe bn u A A AS... IS) 
se TA] 
=[Ty!A"ln, el,e2,... ,en-1]. (3.5.15) 
A (3.5.7) 两 边 左 乘 T 1 AR ln, 并 利用 式 (3.5.14) 得 到 
7 


一 一 Qlel — a2e2 — ` ` :一 anen 
T 
= [一 al 一 02…… ,一 an] 7 


HERRAR (3.5.15) 得 证 . 
传递 函数 的 观测 器 规范 型 实现 传递 函数 


bis"-l + bos”? +--+ bn 


G= s” + aisn-l + a2sn-2 + Han Ra 
的 观测 器 规范 型 实现 为 

一 QI1 T O 4 D bi 
— 0 1 :-- 0 b2 

i(t) = ; T i i |e0)+] 5 |u), 
-n=1 Ü 0 41 : 
=à OO 2. O bn 

y(t) =[1, 0, 0, ---, 0]z(t) + du(t). 


观测 器 规范 型 的 记忆 方法 : 假设 传递 函数 分 子 分 母 多 项 式 按 降 次 排列 , 分 母 是 首 一 多 项 
式 , 分 子 次 数 低 于 分 母 , 那么 分 母 多 项 式 的 系数 的 相反 数 按 顺 序 排 在 A 算 阵 的 第 一 列 , A 的 
右上 角 是 一 个 (n — 1) 阶 单位 阵 , 其 余 元 为 零 , c 是 一 个 单位 行 向 量 (第 1 个 元 为 1, 其 余 元 为 
零 的 行 向 量 ), 分 子 多 项 式 的 系数 作为 控制 参数 向 量 b. 
例 3.5.3 将 下 列传 递 函 数 化 为 观测 器 规范 型 实现 ， 
4s2 十 5s 十 6 
53 十 2s2 十 3s 十 4 


G(s) = 


解 ”该 系统 对 应 的 观测 器 规范 型 实现 为 


£ ži 4 
—210 
z2 | = | -301 zta | 十 |15 1 
—400 
t3 T3 6 
Tı 
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例 3.5.4 将 下 列传 递 函 数 化 为 观测 器 规范 型 实现 ， 


5s3 + 14s2 + 20s + 26 
G(s) =—s—— a 
83 +282 + 38 + 4 


解 ”该 传递 函数 分 子 与 分 母 次 数 相 同 , 采用 长 除法 , 把 其 变 为 


G0 ts 
对 应 的 观测 器 规范 型 实现 为 
-2210 4 
t=| -3 0 1 |z+| 5 |u, 
-4 0 0 6 


y =[1, 0, 0]z + 5u. 
3.5.4 ”能 观测 性 规范 型 
能 观测 性 规范 型 (Observability Canonical Form) 结构 如 下 ， 


{ o (t) = Aəmo (t) + bovult), 
y(t) = cobzob(t) + du(t), 


其 中 下 标 ob 是 英文 能 观测 性 observability 的 前 两 个 字母 , 意思 是 能 观测 性 规范 型 ， 


(3.5.16) 


0 0 E; 
0 0 1 -<0 
Ao=To'AT = | : : : | er, 
0 0 0 1 
一 an 一 an-l1 一 an-2 —al 
ñ cb 
b2 cAb 
bo :=T3'b =: | B | =| cAb |er, 
Bn cAn-1b 


Cob :一 cTob = [,0,0,-.-. ,0] e R1*™, 
变换 矩阵 为 


T := e Rnxn. 
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证 明 ”由 于 系统 [4,b,c,dj 完全 能 观测 , 故 能 观测 性 矩阵 满 秩 , 即 


€ 
cA 
rank A =, 
cA"™-! 
所 以 变换 矩阵 T, 是 可 首 的 . 又 
c eTo 
cA cATo 
Ti Tap = _ T, = = Iņ: 
cA”! cA” !To 
把 上 式 展开 可 得 
cTo =[1,0,0,0,.… ,0] = ef, 
cAT,, =[0,1,0,0,:-- ,0] = ez, 
c4n" 17% = [0,0,1,0,:-- ,0] = e3， 
cAn-1T = [0,0,0,0,--. ,1] = er. 
由 此 可 得 
Co = cT, = [1,0,0, --- ,0], 
e cAT,p 
cA cA2T,, 
A =S AT = AT, = : 
cana cat Ta 
pA cA”To 
R (38.5.7) 两 边 左 乘 c, AR To, 并 利用 式 (3.5.17) 得 到 
cA"T,, = -ac A” To 一 azc4n ?To — ... — an CT 
= [一 an 一 on-1) ,一 al]. 


将 上 式 代 入 式 (3.5.18) 得 证 . 


传递 函数 的 能 观测 性 规范 型 实现 传递 函数 


bis”! + bos”? +... +b, 


G(s) 


的 能 观测 性 规范 型 实现 为 


sn +aíisn-l+aəsn-2 +... + an 


+a 


cA" Ta 


(3.5.17) 


(3.5.18) 
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0 1 0 +a 0 ñ. 
0 0 L ... 0 b2 
Z(t) = : : So zt)+| 6 |u) 
0 0 0 f. : 
一 an —Ga-1 一 Qn 一 2 一 Q1 
0 1 0 0 
0 0 $ 0 
E i z(t) 
0 0 0 1 
一 0n —Ga-1 一 Qn 一 2 一 Q1 
+ =l b 
al í bz 
| au bs | wh， 
Ga—-1 “° @2 Gí 1 bi 
y(t) =[1, 0, 0, --- , 0]z(t) + du(t). 


能 观测 性 规范 型 的 记忆 方法 : 假设 传递 函数 分 子 分 母 多 项 式 按 降 次 排列 , 分 母 是 首 一 多 
项 式 , 分 子 次 数 低 于 分 母 , 那么 分 母 多 项 式 系数 的 相反 数 按 倒序 排 在 A 矩阵 的 最 后 一 行 ,4 
的 右上 角 是 一 个 (n — 1) 阶 单位 阵 , 其 余 元 为 零 , c 是 一 个 单位 向 量 (第 1 个 元 为 1, 其 余 元 为 
零 的 列 向 量 ), 马 可 夫 参数 8, 作为 列 向 量 b. 

注 3.5.2 ”观测 器 规范 型 与 能 观测 性 规范 型 的 输出 参数 向 量 c 都 是 一 个 单位 行 向 量 , 两 
个 规范 型 的 4 矩阵 是 斜 对 称 的 . 观测 器 规范 型 要 简单 , 其 控制 参数 向 量 是 传递 函数 分 子 多 
项 式 的 系数 构成 的 , 它 可 以 从 传递 函数 直接 写 出 , 不 像 能 观测 性 规范 型 那样 需要 计算 系统 的 
马 可 夫 参数 . 

3.5.5 “对 偶 性 与 规范 型 
1. 线性 系统 的 对 偶 原 理 
设 两 个 线性 系统 的 状态 空间 模型 如 下 ， 


e 人 = A(t)æ(t) + B(t)u(t), z(to) = zo, 
ra: 


y(t) = C(t)z(t) + D(Du(D, 人 


其 中 z(t) € R" 为 状态 向 量 , ult) e Rr 为 输入 向 量 , y(t) e R” 为 输出 向 量 , A(t) € 及 "xn， 
B(t) e Rnxr, C(t) e Rmxn 和 D(t) e Rmxr 为 系统 矩阵 ; 


TeD= ADE) + B (tolt), Elo) = £o» 
Sas Pa + D: (vl), ` (3520) 
g(t) c R" 为 状态 向 量 , v(t) < R” 为 输入 向 量 ，z(t) c R" ÑEQE Al) e Rn, 
Bi(t) € R"xm, C) (t) € Rrx" 和 D1(t) e Rrxm 为 系统 矩阵 . 

我 们 说 系统 s, 与 系统 S 对 偶 , 系 指 满足 下 列 关系 : 


A(t) = A lt), Bilt)=C(t), C(t) =B"), Di(t)= D'(t). 
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系统 S, 与 系统 S; 对 偶 , 有 时 也 说 成 系统 S, 与 系统 S, 是 对 偶 的 , 或 系统 S, 是 S, 的 对 偶 
系统 . 

系统 与 其 对 偶 系 统 是 两 个 不 同 的 系统 , 它们 有 不 同 的 输入 输出 关系 . 系统 S, 与 系统 S, 
的 输入 维 数 是 不 同 的 , 输出 维 数 也 是 不 同 的 , 故 对 偶 系统 与 原 系统 不 是 同一 个 系统 . 尽管 在 
状态 方程 中 , 对 偶 系统 有 时 也 使 用 相同 的 输入 输出 和 状态 变量 符号 . 例如 S, 的 对 偶 系 统 可 
以 写作 


| [20 = A"(0)z() + C"()u(D), alo) = zo, 
s: {0 = BO + Dru. San 


注 : 这 里 的 输入 输出 和 状态 变量 与 S, 中 是 不 同 的 . 对 偶 性 对 线性 离散 时 间 系 统 也 有 类 似 的 
结论 , 不 一 一 讨论 . 

对 偶 性 系统 的 性 质 : 

(1) 一 个 系统 的 对 偶 系 统 的 对 偶 系 统 是 它 本 身 . 

(2) 一 个 系统 是 能 控 的 , 那么 它 的 对 偶 系 统 是 能 观测 的 , 因为 对 偶 系 统 能 观测 性 矩阵 等 
于 原 系统 的 能 控 性 矩阵 的 转 置 . 

(3) 一 个 系统 是 能 观测 的 , 那么 它 的 对 偶 系 统 是 能 控 的 ,因为 对 偶 系 统 能 控 性 矩阵 等 于 
原 系统 的 能 观测 性 矩阵 的 转 置 . 

(4) 控制 器 规范 型 与 观测 器 规范 型 对 偶 ; 能 控 性 规范 型 与 能 观测 性 规范 型 对 偶 . 

2. 规范 型 的 对 偶 性 

读者 可 能 已 经 注意 到 , 前 面 讨论 的 4 种 规范 型 系统 参数 矩阵 存在 下 列 关系 : 

支配 

Aco =A bco = c cco = bob- 
这 揭示 了 规范 型 之 间 的 对 偶 关 系 , 即 能 控 性 规范 型 与 能 观测 性 规范 型 对 偶 , 控制 器 规范 型 与 
观测 器 规范 型 对 偶 . 下 面 以 一 个 3 阶 系统 为 例 加 以 说 明 . 

例 3.5.5 设 微 分 方程 描述 的 系统 为 


YD) + ay (t) + a2y(t) + aay(t) = bru ® (t) + boi(t) + bsu(t), 


写 出 系统 的 传递 函数 和 4 种 规范 型 . 
解 ” 对 应 的 传递 函数 为 


bis2 + bzs + bs 


@()y) =Ü==——ə—... 
(s) s3 + a18? + a25 + as 


其 控制 器 规范 型 为 


一 al 一 a2 —as 1 
lt) = 1 0 0 z(t)+ | 0 |u(t), 
[全 


y(t) = [b1, b2, bs]z(f). 


由 于 
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bis-l + bos 2 十 b3s-3 
l+aís-l + a257? + ass-3 
= bis 1 + (b2 — a1b1)s 2 + [bs — a2bi — a1 (b2 — arbi )] s? +- 
=: Bis™!+ bas? + bas? +--., 


G(s) 


故 


Bñ =b, 

b2 = b2 — a1bi = bo — a1 ĝı, 

Bs = bs — a2bi — aı (b2 — a1b1) = bs — a2B1 — a1B2 
KH b, 得 到 

bi =b, 

b2 = aii + b2, 

bs = a2ß1 十 al02 + Bs. 


即 
bi 1 0 0 bı 
b3 a2 al 1 b3 
求 得 
ñ 1 0 0N /nm 
b3 a2 al 1 b3 
对 应 的 能 控 性 规范 型 为 


0 0 —as 
@(t) = [ 1 0 —a2 )=e + [ 0 J u(t), 
0 1 —a 0 


y(t) = [81, b2, Bs|z (t) 


E WK lU NS S 
=[b1,b2,bs] | a 1 0 e (t). 
a2 al 1 


观测 器 规范 型 为 


-a 1 0 b 
z(t) = ( —a 0 1 J x(t) + [ b2 ) u(t), 
—as 0 0 b3 


y(t) = [1, 0, 0]z(t) 
能 观测 性 规范 型 为 


o i O LN 
= 0 0 į æt)+| &à 1 0 b2 | u(t), 
一 03 —a2 ”一 Q1 a2 al 1 bs 


y(t) =[1, 0, 0]z(t). 
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关于 状态 空间 规范 型 的 结论 . 

(1) 控制 器 规范 型 、 能 控 性 规范 型 , 不 管 4 矩阵 中 的 自由 元 如 何 取 值 , 系统 都 是 可 控 的 ， 
即 这 两 种 规范 型 保证 系统 是 可 控 的 , 但 不 保证 系统 的 能 观测 性 . 

(2) 类 似 地 , 观测 器 规范 型 、 能 观测 性 规范 型 , 不 管 4 矩阵 中 的 自由 元 如 何 取 值 , 系统 都 
是 可 观测 的 , 即 这 两 种 规范 型 保证 系统 是 可 观测 的 , 但 不 保证 系统 的 能 控 性 . 

(3) 后 面 要 讨论 的 对 角 标 准 形 、 约 当 标 准 形 既 不 保证 系统 是 可 控 的 , 又 不 保证 系统 是 可 
观测 的 . 

3. 单 输入 单 输出 系统 

线性 时 不 变 单 输入 单 输出 连续 时 间 系 统 


1 = Az(t) + bu(t), z(to) = £o, 
y(t) = cx(t) + du(t) 


的 对 偶 系 统 为 


人 = A"E(t) + cru(t), Elto) = £o; 
z(t) = bTé(t) + dv(t). 


例 3.5.6 写 出 下 列 单 输入 单 输出 系统 的 对 偶 系 统 


10 
l 2 3 
o= Í: 5 5 ) 0， 11 | vt, 
7 8 9 
12 


y(t) = [13, 14, 15]z(t) + 16u(t). 
解 ”该 系统 的 对 偶 系 统 为 
13 
1 4 7 
&(t) = [ 2 5 8 Jw 14 | (0), 
3 6 9 
15 
z(t) = 10, 11, 12]é€(t) + 16v(t). 
4. 多 输入 多 输出 系统 
线性 时 不 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 


人 = Az(t) + Bu(t), m(to) = zo, 
y(t) = Cz(t) + Du(t) 


的 对 偶 系 统 为 


ten = ATé(t) + C7v(t), Elto) = £o, 
z(t) = BrE(D + D™w(t). 


$] 3.5.7 写 出 下 列 2 输入 3 输出 系统 的 对 偶 系 统 
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1 2 3 10 11 
zt)=| 4 5 6 |z(t)+| 12 13 |u(t), 
7 8 9 14 15 


16 17 18 25 26 
yt)=| 19 20 21 |æ(t)+| 27 28 | ut). 
22 23 24 29 30 


解 ”该 系统 的 对 偶 系统 为 


1 4 # 16 19 22 
co- 人 5 SE 20 a Jo 


3 6 9 18 21 24 
10 12 14 25 27 29 
t)= t t). 
z0) (i 13 e+ (5; 28 o ) "0 


注 3.5.3 ”从 这 个 例子 可 以 看 出 , 原 系统 有 2 个 输入 3 个 输出 , 其 对 偶 系 统 有 3 个 输入 
2 个 输出 , 因此 对 偶 系 统 与 原 系统 不 是 一 个 系统 . 

关于 原 系统 与 对 偶 系 统 的 一 些 结论 . 

(1) 对 偶 系 统 的 对 偶 系 统 是 原 系统 . 

(2) 如 果 原 系统 可 控 , 则 对 偶 系 统 可 观测 (不 限定 于 规范 型 ). 

(3) 如 果 原 系统 可 观测 , 则 对 偶 系 统 可 控 (不 限定 于 规范 型 ). 
3.6 ”状态 空间 标准 形 

状态 空间 规范 型 在 控制 理论 中 有 特别 重要 的 地 位 .线性 变换 可 以 将 状态 空间 模型 中 的 
矩阵 A 对 角 化 或 约 当 化 , 因此 可 以 通过 非 奇异 线性 变换 将 状态 空间 模型 化 为 对 角 标 准 形 或 
约 当 标准 形 . 我 们 生活 在 一 个 真实 的 世界 里 , 状态 空间 模型 的 参数 一 般 都 是 实数 . 一 个 实 矩 
阵 的 特征 值 可 能 是 复数 , 从 而 导致 对 角 标 准 形 或 约 当 标准 形 中 出 现 复数 , 这 是 不 希望 的 , 这 
也 是 我 们 不 把 标准 形 叫 作 规范 型 的 原因 . 4 种 规范 型 是 唯一 的 , 但 是 对 角 标 准 形 和 约 当 标准 
形 是 不 唯一 的 , 鉴于 其 结构 比较 特殊 , 本 节 简 单 加 以 讨论 . 
3.6.1 ”对 角 标 准 形 实现 

1. 对 角 标 准 形 

考虑 线性 时 不 变 SISO 系统 的 状态 空间 模型 : 


m.) = Az(t) + bu(t), (to) = mo, 
y(t) = cz(t) + du(t), 


(3.6.1) 


其 中 u(t) € R, y(t) € R, z(t) e R”. WR A 是 一 个 对 角 和 矩阵 , 那么 系统 (3.6.1) 就 称 为 对 角 
标准 形 . 对 角 标 准 形 只 依赖 于 矩阵 A, 与 和 c 结构 无 关 . 

WR A cR” 是 一 个 可 对 角 化 矩阵 ( 即 存在 ”个 独立 的 特征 向 量 ), 那么 4 能 对 角 化 ， 
系统 可 以 通过 相似 变换 化 为 对 角 标 准 形 (如 果 A 的 特征 值 互 不 相同 , 那么 A 必 可 对 角 化 ). 
线性 时 不 变 SISO 系统 对 角 标 准 形 (Diagonal Standard Form) 结构 如 下 ， 


104 第 3 章 线性 系统 的 状态 空间 描述 


£1 加 Ü 0 > 0 zı bi 
A 0 X 0 os 0 $ b 
is|=| 0 Ja: : zs |+| b |u, 
Zn 人 Tn bn 
Tı 
T2 
Y = [cnc ca cn] | 23 | + du. 
Ta 


模型 中 对 角 元 X 是 系统 的 特征 值 , 即 4 的 特征 值 . 对 角 化 需要 计算 系统 的 特征 值 , 增加 了 计 
算 复 杂 性 . 实际 系统 中 4 一 般 是 实 和 矩阵 , 实 矩 阵 也 可 能 包含 复数 特征 值 , 这 也 是 我 们 不 把 对 
角 标 准 形 和 约 当 标 准 形 作为 规范 型 的 缘故 . 

注 3.6.1 对 角 标 准 形 和 下 面 要 讨论 的 约 当 标 准 形 , 既 不 保证 系统 能 控 , 又 不 保证 系统 能 
观测 , 所 以 本 书 为 了 加 以 区 别 , 称 为 标准 形 (Standard Form), 不 称 规范 型 (Canonical Form). 

下 面 的 定理 给 出 MIMO 系统 对 角 标 准 形 的 结构 , 以 及 一 般 状态 空间 模型 化 为 对 角 标 
准 形 的 方法 (假设 4 矩阵 可 对 角 化 ). 

定理 3.6.1 ”对 角 标 准 形变 换 (Diagonal Standard Form Transformation) 

考虑 状态 空间 模型 

m@(t) = Az(t Bult), z(to) = £o, 

978912 =-= m 
其 中 z( € R”, u(t) € Rr, y(t) € Rm, A € R"*", B € Rnxr, C e Rmxn 和 D e R™*". 假设 
AER” A n 个 相 异 特征 值 Xi, 和 2,…, An, 那么 就 可 以 通过 相似 变换 化 为 对 角 标 准 形 . 换 
名 话说 , 对 于 相似 变换 T(t) := Tilz(b € R”, 如 果 取 变 换 矩 阵 T' 等 于 4 的 特征 向 量 构成 的 
和 矩阵, 那么 状态 空间 模型 

ž(t) = Az(t) + Bu(t), 元 (to) = 人 -1zo， 
"C s asa 


是 对 角 标 准 形 , 其 中 


A:=T-1AT = EL 
~ 
BT "Be C-ren 
WEA W p, € R" 是 对 应 于 特征 值 s = X 的 非 零 特征 向 量 . 根据 特征 向 量 的 定义 , 有 
Ap; = Npi, š = 1,2,--- ,n. 
写成 矩阵 形式 为 


4[plp2，… ,Pn] = [pi, Pp2,*** ,Pnldiag[A1, A2; +-+ , An]: 
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取 变 换 矩 阵 T := [p1,p2,… ,Pn]. 由 上 式 可 得 
AT = Tdiag[à1, M2,:… , Mn] 


两 边 左 乘 T (因为 特征 向 量 构 成 的 矩阵 是 非 奇 异 的 ), 可 知 TAT 是 对 角 阵 , 故 线性 变换 
后 的 系统 (3.6.3) 是 对 角 标 准 形 . 

注 3.6.2 ”从 以 上 证 明 可 知 : 如 果 传 递 函数 只 有 单 极点 , 那么 可 以 化 为 对 角 标 准 形 实现 . 

注 3.6.3 ”从 以 上 证 明 可 知 : 对 角 标 准 形 是 不 唯一 的 , 因为 系统 的 特征 向 量 是 不 唯一 的 . 
事实 上 , 如 果 取 T, = aT = alpi,p2,… Pn], a Z 0, M) À, = T'AT, = A RAX, 但 
B, = Tr1B 1B 和 Gi = CT, = aC 变化 了 . 

注 3.6.4 如果 A € R"x” 有 相同 特征 值 , 但 存在 ”个 独立 的 特征 向 量 , 则 系统 (3.6.2) 
也 可 以 通过 相似 变换 化 为 对 角 标 准 形 . 

对 角 化 方法 十 分 有 用 . 它 可 以 简化 一 些 运算 , 下 面 是 利用 矩阵 对 角 化 变换 的 例子 . 


-5 -6 
例 3.6.1 设 A= ,计算 4100. 
L 0 
解 ”计算 A 的 特征 值 , 令 
det[sI; — A] = 人 š |= +58+6=(+26+3) = 0, 


HELA s = X = -2, s = \ = -3. 两 个 特征 值 不 相同 , 故 4 可 对 角 化 . 计算 两 个 特征 向 量 


p11 p12 
pi = 和 p2 = . 令 Api = 和 ip1, 即 
D21 D22 


一 Pil Dll 
1 0 D21 p P21 I 
分 解 为 两 个 方程 


一 5p11 — 6p21 = 一 2p11， Dll = 一 2p21. 
只 有 一 个 独立 方程 , 故 有 无 穷 多 解 . 最 简单 取 pa = 1, 有 pu = -2, 故 


eao 
m= = . 
P21 1 
再 令 Ap = A2p2, 即 
Ë g D12 p12 
一 一 3 à 

L 

分 解 为 两 个 方程 


一 5p12 一 6p22 = —3pi2, P12 = 一 3D22- 
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1 一 3 
取 zzz = 1, 有 pi2 3, 故 p2 i ) [ i j| 构造 变换 矩阵 
D22 


一 2 一 3 1 3 
T = [pi,p2] = i i š T™= 2 . 


ed CL a 
J 


A=TAT-!, 


= (TAT-1)2 = (ÁPAT-1)(T'AT-1) = TAT, 
A100 — (TAT- 1)100 = TAOT-! 


100 
-2 -3 -2 1 3 
ü E =b e 
-2 -3 (—2)1% 1 3 
(—3)1% -1 一 2 
一 2101 一 3101 + 3 
9100 3100 aj ag 
一 2101 + 3100 _3 x 2101 L 2 x 3101 
2100 _ 3100 3x 2100 _ 2 x 3100 


注 : 求 矩阵 A 的 特征 值 , 可 以 使 用 MATLAB 命令 eig. 
例 3.6.2 ”化 下 列 线性 系统 状态 方程 为 对 角 标 准 形 ， 


和 ee 人 
二 时 二 x(t) + u(t), 
1 0 2 


y(t) = [3, 4]z(t) + 5u(t). 


#E 上述 例 子 已 经 把 矩阵 A 对 角 化 , 计算 
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< z(t) = T-1z(t), 则 有 对 角 标 准 形 ， 


z(t)=T- 1ATT(t) + T-1bu(t) 
一 2 7 
= 元 (上 + [ u(t), 
3 5 


y(t) =cTE(t) + 5u(t) = [—2, —5]Z(t) + 5u(t). 


例 3.6.3 下面 是 一 些 对 角 标 准 形 例子 . 
(1) SISO 系统 对 角 标 准 形 : 


5 


= 
£(t) = [ 一 2 )=o+ 6 |u(), 
=$ 
7 
y(t) = 8, 9, 1976]z(t) + 1.21u(t). 
3 
=i 
i(t) = [ 一 2 十 j )=o+ 4 | wb， 
一 2 一 j š 
y(t) = [6, 7, 1989]z(t) + 7.10u(t). 
(2) 两 输入 两 输出 系统 对 角 标 准 形 : 
ks. -1 a) 4 5 u(t) 
żt2(t) | = -2 zat) |+| 6 7 ° 
š -3 8 9 u2(t) 
ż3(t) z3(t) 
图 a 
y(t L R 45: 33 17 18 u(t 
bd =i D o ) ma: | = ( 19 20 J [ u2(t) ) I 
Zz3(t) 


2. 传递 函数 的 对 角 标 准 形 实现 (并 联 实现 ) 

将 传递 函数 ( 阵 ) 化 为 状态 空间 模型 称 为 实现 (Realization), 也 就 是 用 4 个 参数 矩阵 [4， 
B, C, D] 实现 传递 函数 (BE). 并 联 实现 就 是 把 传递 函数 化 为 部 分 有 理 分 式 之 和 , 其 框图 是 
并 联结 构 , 故 称 为 并 联 实现 , 参见 图 3.6.1. 当 传 递 函数 有 n 个 相 异 特征 值 时 , 化 为 一 次 部 分 
分 式 (一 些 一 次 有 理 分 式 之 和 ), 从 而 导出 传递 函数 的 对 角 标 准 形 实现 . 

设 系统 的 传递 函数 

bist + bgs 2 J. Q kb. 

sn +aisn-l+aəsn-2+...+ aa 


有 n 个 不 同 极点 s= 和 i, i = 1,2,… ,n, 那么 G(s) 可 以 表示 为 


bis™ 1 十 b2s" ?2 十-… 十 bn pä 
(s= à1)(s = à2) (s= An) 


G(s) +d 


G(s) 
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化 为 部 分 分 式 之 和 的 形式 ， 
8 s Sy + s E aok s Sa FA, G8) s=MM 


这 个 传递 函数 为 一 些 一 次 有 理 式 之 和 (参见 图 3.6.1), 故 其 实现 称 为 传递 函数 的 并 联 实现 , 由 
下 面 推导 可 知 , 拥有 相 异 特征 值 的 传递 函数 的 并 联 实现 是 对 角 标 准 形 . 


EN 


d 
el 
5-A 
A 


y(t) 
s= 


图 3.6.1 传递 函数 的 并 联 框图 
假设 Xi 互 不 相同 , ci Z 0, 否则 系统 将 会 降 阶 , 传递 函数 存在 零 极点 相 消 . 下 面 把 这 个 传 
递 函数 化 为 对 角 标 准 形 . 由 输入 输出 关系 y = G(s)u 可 得 


Cu | cou Git 


son aoa. isit ER +du. 
定义 n 个 状态 变量 zi, i = 1,2,… ,n 如下， 
u 
T= aa 
al (s 一 和 1)zZl = u, $í — MT1 = u, tı = Mt +u, 
T2 :一 —— (s — à2)£2 = u, t2 一 À2T2 = u, t2 = MT2 + u, 
s- 一 4 . = `. = . 
ü (S — Mn)zn = u. n — Anza = +É, £ = Arta + ü, 
da = i 
8— Àn 
由 此 可 以 得 到 下 列 对 角 标 准 形 ， 
ži 和 1 Tı i 
1 和 2 T2 于 
Ë + u, 
Ln Aa Ža 1 
Tı 
T2 
Y = C1T1 + c272 + -+ ` + CnTn + du = |c1, c2, cn] g + du. 
Tn 
从 以 上 推导 过 程 可 知 , 对 于 b, Z 0, 如 果 另 取 状 态 变量 为 
Ee biu pe bzu Pen bzu N. e ü, 
San a gs P aysa r ama 
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那么 可 得 对 角 标 准 形 : 
1 A Tı bı 
jo 22 T2 b2 
= * 3 u, 
PA Àn Tn bn 
Tı 
T2 


y = ci/bizi + c2/b2£2 + -© + Cn/bnEn + du = [ci /bi,cə2/b2,:  : ,cn/bn] š + du. 


Tn 


注 3.6.5 ”由 此 说 明 , 一 个 传递 函数 的 对 角 标 准 形 是 不 唯一 的 . 但 是 , 一 个 传递 函数 的 4 
种 规范 型 : 控制 器 规范 型 、 能 控 性 规范 型 、 观测 器 规范 型 、 能 观测 性 规范 型 都 是 唯一 的 , 且 参 
数 数目 最 少 , SISO 系统 有 2n + 1 个 自由 参数 , 而 对 角 标准 形 有 3n + 1 个 自由 参数 , 下 面 的 
约 当 标准 形 的 参数 数目 也 大 于 2n + 1. 

注 3.6.6 ”拥有 相 异 极点 的 传递 函数 可 以 展开 成 一 次 有 理 分 式 的 部 分 分 式 之 和 , 即 一 次 
有 理 分 式 之 和 , 其 实现 是 并 联 实现 , 即 对 角 标准 形 实现 . 


3.6.2 ” 约 当 标准 形 实现 

1. 约 当 标准 形 

如 果 A 矩阵 有 重 特征 值 , 一 般 情 况 下 不 可 对 角 化 , 但 可 通过 相似 变换 约 当 化 , 化 为 约 
当 标 准 形 , 约 当 标准 形 对 矩阵 b 和 c 的 结构 也 没有 要 求 . SISO 系统 约 当 标准 形 (Jordan 
Standard Form) 结构 如 下 ， 


tı J zı bı 
t2 J2 T2 b; 
= 7 š s A u, 

$i Jh Eh bk (8.6.4) 
zı k 
T2 

y = [ei,c2,: : ° , Ck] M + du, 

Tk 


其 中 zi € Rm, b, € C™, cieClxn d € R, ni 十 n2 十 … 十 nk = n, ni 是 特征 值 s = X WE 
数 , 如 果 s = Xi 是 单 特 征 值 , 那么 J, = X e C; 一 般 情 况 下 ni x ni 约 当 块 J, 的 结构 如 下 ， 
Aç l 


J;:= Ài eCmxm ¿=1,2,-..,k. (3.6.5) 


Ài 


约 当 块 是 对 角 线 上 元 都 相等 , 上 次 对 角 线 上 元 均 为 1 的 矩阵 . 
对 角 标 准 形 和 约 当 标准 形 既 不 保证 系统 的 能 控 性 ,又 不 保证 系统 的 能 观测 性 , 这 也 是 我 
们 不 把 对 角 标 准 形 和 约 当 标 准 形 作为 规范 型 的 缘故 ，SISO 系统 约 当 标 准 形 的 参数 也 大 于 


H 
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2n 十 1. 一 个 矩阵 4 不 一 定 可 对 角 化 , 但 一 定 能 约 当 化 . 因此 , 一 个 系统 总 能 通过 相似 变换 
化 为 约 当 标准 形 . 如 果 传 递 函数 有 重 极 点 , 那么 就 可 以 化 为 约 当 标准 形 实现 . 下 面 的 定理 给 
出 MIMO 系统 约 当 标准 形 的 结构 , 以 及 一 般 状 态 空间 模型 化 为 约 当 标准 形 的 方法 . 
定理 3.6.2” 约 当 标 准 形变 换 (Jordan Standard Form Transformation) 
考虑 状态 空间 模型 
ma = Az(t) + Bu(t), (to) = £o, 
y(t) = Cz(t) + Du(t), 


(3.6.6) 


其 中 a(t) € R”, u(t) € R", y(t) € R”, A € R"xn, B e R?*", C e Rmxn 和 D e Rmxr, 假设 
A e R"x" 的 特征 值 s = X 有 mi Æ, i = 1,2,… k, ni +n2 +: + nk = n. 如果 不 存在 个 
独立 的 特征 向 量 , 就 不 可 能 化 为 对 角 标 准 形 . 在 这 种 情况 下 , 通过 相似 变换 化 为 约 当 标准 形 . 
换 旬 话说 , 对 于 相似 变换 T(t) := 并 -lz(b) € R", 可 以 通过 构造 变换 矩阵 T, 使 得 变换 后 的 状 
态 空间 模型 


w = Az(t) + Bu(t), z(to) = Tlmo, 
y(t) = Cx(t) + Du(t) 


是 约 当 标准 形 , 其 中 


A:=T-1AT = . ECHA 


Jk 
B:=T-1Becnxr, Č:=CT ECmxn， 


Ji € Cnixnm 如 式 (3.6.5) 所 定义 . 
证 明 B pa € R" 是 对 应 于 特征 值 s = Xi 的 特征 向 量 , 根据 特征 向 量 的 定义 有 


Apii = Mpi, (3.6.7) 
Pij 按 下 列 方式 计算 ， 

(A — NDpi; = pij-1, j = 2,3,.* ,ni, 
或 

Api; = Pij-1 + NPij, J = 2,3, ,Ni. (3.6.8) 


式 (3.6.7)、 式 (3.6.8) 可 以 合并 写 为 


De “ç 
Apa, pi p ,Pini] EF lpi, Pi2; -+ ,Dini] ; 


Alpa, pi ,Pini] = [Pil, Di2 ` ` ,Pins]Ji. 
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< T, = [pa,piz Pin] € C"*™. 上 式 可 简写 为 

AT; = TJ, i= 1,2,-.. ,k. 
联 立 写 为 

[AT,, AT,- , ATi] = [J , TD, ,Ty), 
或 

ATi, T>, , Tk] = [T , T2,- -+ , Te]diag[i, J2, -++ , Jk]. 
构造 变换 矩阵 

T=[T,T,.… , Tk] 

= [p11, P12; ,Dim O Pki Dk2, ，Dhnk] € CX". 


则 有 AT = Tdiag[ J, J2,- , Jk], È THAT = diag[Ji, J2, ,Jk]. 定理 证 毕 . 
例 3.6.4 ”将 下 列 状态 方程 变换 成 约 当 标 准 形 ， 


8 + 9 ç 
z(t)= ( Ü W. J m(t)+ | O |u(t), 
2 — 4 j 


y(t) = [1, 2, 1Jæ(t) + u(t). 
解 ”计算 4 的 特征 值 , 令 


A -1 0 
det | 和 T— A| = s: 入 -1 |=X3-4X+5A—-2=(A—1)(A—2)=0, 
5 入 -4 
可 以 求 得 Xi = A2 = 1, As = 2. 计算 对 应 的 3 个 特征 向 量 
P13 
P21 m= p22 , m= P23 
P33 
令 Api = 和 pi, 即 
0 1 0 Pıı P11 
0. 0 1 pi | = | 22 
9: —5 4 
D31 P31 
解 方程 得 到 一 个 特征 向 量 
Pı L 
p =|pi | = | 1 
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再 求 对 应 于 X = 1 的 另 一 广义 特征 向 量 po. $ Xips — Ap = 一 p1, 即 


D12 D12 pii 


0 1 0 
po | —| 9 01 p2 | =- | p21 
2 — 4 
P32 p32 P31 
解 之 得 
p12 0 
p. = | P2 |= |1 
D32 2 


D13 4 
P3 = | p3 | = | 2 
P33 4 
于 是 构造 变换 矩阵 


1 0 1 0 2 一 1 
=[pu,px,pj] = | 1 1 2 |, T--A=| -2 3 -1 |. 
1 2 4 1 —2 1 


1 0 
ë=cT=[,2,1J| 1 1 
1 9 


心 t= 
i 
II 
= 
e 
$ 


所 以 状态 方程 的 约 当 标准 形 为 
1 Y O —1 
2(t) = [ 人 ,证 区 jao* = Jro 
0 o 2 3 
y(t) = lá, 4, 9z(t) + u(t). 


2. 传递 函数 的 约 当 标准 形 实现 (并 联 实现 ) 


先 考虑 几 个 传递 函数 的 约 当 标准 形 实现 的 例子 , 然后 推广 到 一 般 n 阶 系统 . 
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例 3.6.5 假设 一 个 3 阶 系统 有 3 个 重 极点 , 其 传递 函数 为 
b 
G(s) = = 
写 出 其 状态 空间 模型 . 


解 ” 这 是 一 个 3 阶 系统 , 其 输入 输出 有 关系 : 
4 u 


SE 


定义 状态 变量 : 
ss、 SË 5. .— _73 T2 
Br a n 


21 = Àm + T2, t2 = ÀT2 十 Z3， t3 = AZ3 +u. 


则 有 y(t) = bxi. 对 应 的 二 对 角 标 准 形 能 控 性 实现 ( 约 当 标准 形 ) 为 


£ t: 0 

1 Ñ 1 * 

22 |= X za |+| 0 |u, 
À 

t3 T3 1 
Tı 


y= b, 0, 0] | z2 
T3 
例 3.6.6 假设 一 个 3 阶 系统 有 3 个 重 极点 , 其 传递 函数 为 
I bis? + b28 + b3 
(=D? 
推导 其 状态 空间 模型 . 
解 ”将 这 个 传递 函数 展开 成 部 分 分 式 之 和 , 得 到 


G(s) 


Cl au E 
(s— À) ' (a—À)2 ' s— À 


G(s) 


其 中 
cı := G(s)(s — | = + bA + bs 


s= 


i d 3 wn 
:= 二 [G(s)(s — 3) | =2bÀ) + bz, 


d? 
cs i= TalG(s)( NI 2b1. 
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输入 输出 关系 为 
cu 2 cou Cau 

UM A 
定义 状态 变量 : 

i = A 

s= u 2 T3 
Saam (s—-A)? s—A 
gy == Uu <= T2 


tı = XZ1 + £2, t2 = ÀT2 + £3, t3 = ÀT3 + u. 


则 y = cizl + coza + caz3. 对 应 的 二 对 角 标 准 形 能 控 性 实现 ( 约 当 标准 形 ) 为 


A 六 0 
1 A 1 
i2 | = A1 z|]+I|01u, 
À 
t3 T3 1 
Tı 


y = [c1, c2, cs] | zz 


T3 
这 里 的 4 矩阵 是 一 个 约 当 块 . 如 果 采 用 相反 的 顺序 定义 状态 变量 : 
人 A? 
=o R o SE 
mar (s 一 A)2 s- 
We u x 2 T2 
gia (s-A} ss 一 入 
或 
tı 一 AT1 +u, Za 一 XZ2 十 T1， t3 = AT3 + T2. 
则 y(t) = cizs + caza + cazl. 我 们 也 得 到 一 个 二 对 角 标 准 形 能 控 性 实现 : 
£ 入 Tı 1 
t2 (a) z2 |+|0f|u, 
1 入 
t3 T3 0 
Tı 


Y = [ca,cz,cl] | £2 


这 里 的 4 矩阵 是 一 个 约 当 块 的 转 置 , 也 是 一 个 约 当 块 , 不 过 现在 习惯 采用 上 次 对 角 元 为 1 的 
约 当 块 . 就 像 我 们 所 说 的 特征 向 量 , 一 般 是 指 右 特征 向 量 , 其 实 还 有 左 特征 向 量 . 
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例 3.6.7 把 下 列 6 阶 系统 化 为 约 当 标 准 形 ， 


C1 C2 C3 C4 cs ce 
ale) (s AS G Ma a M F Nq S w Q àe’ 


其 中 #0, i=1, 3. 4. 5. 6, 否则 不 是 6 阶 系统 . 
解 输入 输出 关系 y = G(s)u 可 得 


cu czu czu cau csu ceu 
t ç 
y(t) EA GA aA ra EN e 


这 里 分 母 按 降 次 写 , 是 为 了 使 状态 空间 模型 A 矩阵 出 现 重 特征 值 的 约 当 块 . 定义 6 个 状态 
变量 zi, i = 1、2、3、4、5、6 如 下 ， 


üs 4 i = Sa 
Ms a 
T2 :一 T2 = T3 
a= = AD Cn 
gs = — ma 
AEN TE E 
u = u 
24 := 一 一 一 z, = —— 
Wi Xu E TE A 
T5 :一 s T5 = a 
° s= Às’ ty 
dee gas 
Ne 人 
或 
(s 一 Xl)zZl = 22, tı — MT1 = 22, tı = Àizi + T2, 
(s — à1)£2 = zs, £2 一 Àiz2 = T3, £2 = ÀiZ2 + T3, 
(s 一 和 Xi)za = u, t3 一 Airs = u, t3 = A173 + u, 
=> š = > 
(s — A4)z4 = u, £4 — X4Z4 = u, t4 = A4z4 + u, 
(s — Às)zs = u, ts — À5T5 = u, £s = Àszs + u, 
(s — X6)z6 = u. te 一 X6Z6 = u. te = X6Z6 + u. 
把 它 写成 矩阵 形式 ， 
£1 à 1 0/0 0 0 zı 0 
t2 Ü A 310. Ü o T2 0 
ża 0 aX o 0 9 za | fa fa 
Ta 0 060 fim 0 g T4 if 
Zs 0 0 0]0 à 0 T5 1 
te 0 0 0/0 0 X T6 1 
输出 方程 为 
Tı 
T2 
T. 
Y = C1T1 + c272 + C3T3 + C4T4 + C5T5 + C6T6 = [c1, c2, ca Ca, cs, c6] K 
T5 


Te 
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3. 一 般 n 阶 系统 传递 函数 的 约 当 标准 形 实现 

传递 函数 当然 可 以 化 为 约 当 标准 形 . 具体 方法 如 下 . 把 传递 函数 
bos" 十 Disn" 1 +b2s™ 2 十 :… 十 加 

sn + aysn-1l +aəzsn-2 十 … .十 an 


的 分 母 表 示 为 简单 多 项 式 的 乘积 , 则 可 以 写 为 下 列 形式 ， 


bos + bis”! + bzs"? +... +b, 
COJE — A T =n. 
(s) C Ne NW) e a ni +n2 +: +nk =n 


G(s) 


化 为 部 分 分 式 之 和 的 形式 ， 
ê Ci2 Ó 
G il i Eaa ini is. 
(s) > er yt 
对 应 的 约 当 标准 形 为 
tı 0 
LZ12 0 
413 : 
; 0 
lma 4 
: = + : u, 
Pn o 
k2 0 
£k3 : 
: 0 
全 km š 
Tini 
y= [cll €12, €13; + + + ,Cinil,***|, Ck1; Ck2, Ck3,*** > Cknk] : + bou. 
Tki 
Tk2 
Tk3 
Tknx 


关于 规范 型 、 标 准 形 的 结论 . 
(1) 一 个 传递 函数 的 4 种 规范 型 : 控制 器 规范 型 、 能 控 性 规范 型 、 观 测 器 规范 型 、 能 观 
测 性 规范 型 都 是 唯一 的 , 且 参 数 数目 最 少 , 都 是 2n + 1 个 自由 参数 (对 于 SISO 系统 而 言 ). 
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(2) 一 个 系统 不 一 定 能 化 为 对 角 标 准 形 . 当 传 递 函 数 只 有 单 极点 , 或 状态 空间 模型 A SE 
阵 可 对 角 化 时 , 那么 传递 函数 可 用 对 角 标准 形 实现 (Realization) (把 传递 函数 变 为 状态 空间 
模型 的 过 程 称 为 实现 ), 或 可 以 通过 相似 变换 把 状态 空间 模型 化 为 对 角 标 准 形 ， 对 角 标准 形 
不 是 唯一 的 , 对 角 标准 形 有 3n + 1 个 自由 参数 (对 于 SISO 系统 而 言 ). 

(3) 一 个 系统 总 能 化 为 约 当 标 准 形 . 如 果 一 个 传递 函数 有 重 极点 , 就 可 用 约 当 标准 形 实 
现 , 状态 空间 模型 可 以 通过 相似 变换 化 为 约 当 标准 形 . 约 当 标准 形 也 不 是 唯一 的 , 约 当 标 准 
形 的 参数 一 般 也 大 于 2n + 1 个 (对 于 SISO 系统 而 言 ). 

(4) 对 角 标 准 形 和 约 当 标准 形 既 不 保证 系统 的 能 控 性 , 又 不 保证 系统 的 能 观测 性 . 

(5) 我 们 生活 在 一 个 真实 世界 , 4 一 般 是 实 矩 阵 , 但 其 特征 值 可 能 是 复数 , 导致 对 角 标准 
形 和 约 当 标 准 形 中 出 现 复数 . 这 是 我 们 不 采用 对 角 标 准 形 和 约 当 标准 形 为 规范 型 的 原因 . 
3.6.3 ”传递 函数 的 串联 实现 


串联 实现 就 是 把 传递 函数 化 为 部 分 有 理 分 式 之 积 , 其 框图 是 串联 结构 , 故 称 为 串联 实现 ， 
参见 图 3.6.2. 为 避免 实现 中 出 现 复数 , 本 小 节 讨论 的 串联 实现 假设 系统 没有 复数 极点 (尽管 
该 方法 也 适合 有 复数 极点 情形 ), 下 一 小 节 讨论 有 共 思 复 数 极点 的 串联 实现 , 即 三 对 角 实 现 . 

1. 二 阶 系 统 

考虑 一 个 二 阶 系统 


b2 
O= TENNE 


这 个 系统 有 输入 输出 关系 
y(t) = G(s)ult) 


3 bzu(t) 
 (s— M )(s — 2) ` 


定义 状态 变量 : 


wz2(t) :一 wi(t) := -2 的 


s— AM 


i(t) = Aizi(b + zw2(t), 2(t) = Xazz(b + u(t). 


W y(t) = baxı (t). 对 应 的 状态 空间 模型 (二 对 角 实 现 ) 为 


fel) ( è ) ( ) ( I J 
= P u(t), 
t2(t) 0 À z2(t) 1 


2. 三 阶 系统 
考虑 下 列 三 阶 系统 
a(s) k 


(s — à1)(s — à2)(s — à3) ` 
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这 个 系统 有 输入 输出 关系 


+ 1 u 
y(t) = bs x == 


ET 


定义 状态 变量 : 
u T3 T2 


zs := 一 一 一 ， 22 := —— m: ; 
s-z? s— AM 


s— Às' 


或 


21 = Al17Z1 + T2, Za2 一 X2Z2 十 Z3， t3 一 X373 + u. 


W y(t) = bszi. 对 应 的 状态 空间 模型 (二 对 角 实现 ) 为 


£ = 0 
à À 3 Q i 
wa |= 0 À 1 T2 + 0 “u, 
0 0 À 
T3 T3 i 


y(t) = [b3, 0, 0] | z2 


本 书 作 者 把 这 个 状态 空间 模型 称 为 二 对 角 标准 形 . 其 特征 是 对 角 线 上 元 为 系统 的 特征 值 , 上 
次 对 角 上 元 均 为 1. 很 类 似 于 约 当 标准 形 , 但 这 里 不 要 求 特征 值 相同 . 

假设 一 个 3 x 3 矩阵 A 有 三 个 相同 的 特征 值 A, 如 果 存 在 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 就 
存在 变换 矩阵 五 将 A 对 角 化 , Bp 


X 
TŻ ATi = À ; 
À 


如 果 存 在 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 就 存在 变换 矩阵 T 将 A 化 为 


入 
T; 'AT, = à 11]; 
À 


如 果 只 存在 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 就 存在 变换 矩阵 Ts 将 A 化 为 约 当 形 : 


站 种 
T; AT; = Az £. | 
À 


后 两 种 情况 , 变换 后 的 矩阵 都 是 约 当 块 . 这 也 说 明 约 当 标 准 形 不 唯一 . 
基于 上 述 二 阶 和 三 阶 无 零点 系统 的 状态 空间 模型 实现 , 本 书 作 者 提出 二 对 角 标 准 形 . 下 
面 讨论 一 般 ” 阶 无 零点 系统 的 二 对 角 标 准 形 . 
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3. n 阶 无 零点 系统 
假设 n 阶 系统 的 传递 函数 为 
G(s) bn 


sn + ais”! + azs"! + -- -+ an—1S + an 


b 


(No) (= M) 69) 
这 个 传递 函数 的 串联 结构 如 图 3.6.2 所 示 . 
u(i) a L zdi Ee 2 
3.6.2 ”传递 函数 的 串联 框图 (无 零点 情形 ) 
这 个 系统 有 输入 输出 关系 
A TEE s s = s 
uo s— ÀM 5S—Mn_1 S— Àn 
NS 
ka 
PON 
定义 状态 变量 
= u nae Tn T2 
Tem s=ssX 2 Tn-1 EEEE ES g EEN 
或 
1 = AlZ1 十 Z2， 22 一 X2Z2 十 Z3，… ， 2n-l 王 和 Xn-lZn-1 十 Zn Ën 一 和 nZn + u. 
则 输出 方程 为 y( = bnz1. 对 应 的 二 对 角 标 准 形 能 控 性 实现 为 
i Al 1 zı 0 
| 三 à ea u, 
si 0 
E p By 1 
zı 
T2 
y = [bn,0, ,0] š: 
zn 


可 以 断定 , 不 管 系统 的 特征 值 是 否 相 同 , 这 个 实现 总 是 能 控 的 .这 个 串联 实现 的 结构 如 图 
3.6.3 所 示 


图 3.6.3 ”串联 实现 的 结构 图 (无 零点 情形 ) 
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注 3.6.7 综 上 所 述 , 一 个 无 零点 系统 传递 函数 能 够 采用 二 对 角 标 准 形 实现 , 不 管 系统 
是 否 存在 相同 特征 值 . 


4. 一 般 n 阶 系统 
假设 ” 阶 系统 的 传递 函数 为 
bos™ + bism-1l... + bm_1s+ bm 
GH= Ta n-i n-i 
18P7l +a2sn-l + -- -+ an—18 + an 
bo(s — z1)(s — z2) -+ (s — Zm) 
= 1u . m < n, bo Z 0. 
CN) e Ane Am) G= N) er 
因为 
8—% À — z ,_ îi _ 
s A Ct A a GAN 
_ bouls- 21) S-22 _ S — Zm 1 | 
A s=% S — Àm 8 — Àm+1 S — Àn 
x Ql Q2 Am 1 £ 
swih) G) —)—— 
— — 
e 
—  " N ]aƏnoÓx.Ñ V 
E2 
一 一 一 
Em 
— Vy. ————n— ns —jA—_—O —Q_- 
Tm+1 
一 一 
Tn 
定义 中 间 变 量 
Ql 2 Q2 Am 
a= (+ 
定义 状态 变量 
mim — g E 2 .Lm := — 
和 Bm 
Se =s, ES 
Tm+1 :一 ER Tm+2 :一 Ama atis > Tn :一 GE Aa l 
则 有 
& =71 +u, 


&@ =£& +z2= zi +Z2 + u, 


E3 = E2 + z3 = T1 + T2 + 23 + u, 


Em = Šm—1 + Zm = T1 + Z2 + - ` ` + Zn + u, 


tı = Al71 +u, 


t2 = X27Z2 + Q21 = G271 + X2Z2 + ao, 
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s = Àszs3 + Q32 = Q3T1 + G3Z2 + X3Z3 + Qau, 
Em = ÀmZm + Gm&m—1 = QmT1 + QmT2 + : ` ` + QAmTm-1 + Amim + amu, 
£m+1 = Àm+1Zm+1 + Em = T1 + Z2 +--+ Zm + Àm+1 + ü, 


Lm+2 = Àm+2Zm+2 + Tm+1, 


a= Anta tiner 


对 应 的 串联 实现 为 
21 和 1 Tı Ql 
Zo £2 Q2 
t3 T3 a3 
n = Tm +| am |u, 
Lm+1 Tm+1 1 
Lm+2 Tm+2 
Én Tn 0 


y(t) = [0,0, -+ ,0, bo] | 73 


可 以 判断 , 不 管 系统 的 特征 值 是 否 相 同 , 这 个 实现 总 是 能 控 的 . 
3.6.4 ”三 对 角 标 准 形 


实 系统 的 复 特征 值 以 共 轿 复数 形式 出 现 , 为 避免 在 对 角 标 准 形 和 约 当 标准 形 中 出 现 复 
数 , 可 采用 三 对 角形 实现 . SISO 系统 三 对 角 标 准 形 (Tridiagonal Standard Form) 结构 如 下 ， 


tı R. zı bı 
t2 R; £2 b> 
3 A š + Š u, 

Smi Bis Sm bm (3.6.10) 
Tı 
T2 

y = [c1, £2, +- , €n] ç + du, 

Tm 


对 于 实 特 征 值 s = c, 时 , z, € R, HERE Ri, b, 和 ci 退化 为 标量 R, = c; €R, b, = 1 和 c € R; 
XFJS9WEFAE8 s = c + jo, 时 , zi € R2, BEBE Ri. bi 和 ci 有 结构 
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Gi Wi 0 
R, = E 及 2x2， bi= ER, ci e 及 1x2. 
一 Mi Oi L 


与 对 角 标 准 形 和 约 当 标准 形 不 同 , 实 系统 的 三 对 角 标 准 形 的 参数 是 实数 . 

如 何 将 一 个 存在 共 辆 复 特征 值 的 状态 空间 模型 化 为 三 对 角 标 准 形 , 给 出 构造 变换 矩阵 的 
方法 是 一 个 开放 问题 , 值得 读者 研究 . 我 们 将 其 总 结 为 如 下 定理 . 

定理 3.6.3 ”三 对 角 标 准 形变 换 (Tridiagonal Standard Form Transformation) 

考虑 MIMO 状态 空间 模型 


a = Az(t) + Bu(t), z(to) = zo, 
y(t) = Cz(t) + Du(t), 


(3.6.11) 


其 中 z(t) € R”, u(t) € Rr, y(t) € R”, A € Rnxn B € R"*", C e Rmxn 和 D e R™*". 假设 
EBE A e R” 的 实 特征 值 s = 和 ; 有 ni E, i = 1,2,… ,p, KIUR s = ci + jwi 各 不 相 
同 , i=p+1,p+2,-,p+q, q:= (n—m nə -:::— np)/2, 为 了 避免 对 角 标 准 形 和 约 当 标 
准 形 中 出 现 复 数 , 可 以 通过 构造 变换 矩阵 T, 使 得 相似 变换 z(t) := T e(t) € R" 将 状态 空 
间 模 型 (3.6.11) 变换 为 三 对 角 标 准 形 : 
Ia = Az(t) + Bu(t), z(to) = Txo, 
y(t) = C2z(t) + Du(t), 
其 中 


J 
A:=T-!AT = ( J e Rnxn， 
s 


B:=T-1B e RXT, G:=CTe ReX 
J := diag|J1, J2,- , Jp] € R*itnat-Tno 
S:=diag[Ri, R2,- , Rq] € RQ) x C0, 


Oi Wi 
i= e R2*2. 
一 wi Gi 


Ji € Rin, 如 式 (3.6.5) MEX. 
这 个 定理 可 以 推广 到 共 白 特征 值 s = c, + ju, A li 重 的 情况 , na 十 nz 十 … 十 np 十 2(l1 十 
l+: + 14) = n. 在 这 种 情况 下 ， 


J 
A=T-1AT = € R"™*", 
S 
S = diag[S1, S2,- , Sq] € RN +2l2+:--+2lq)x (211 +2l2+--:+2l4) ， 
Ri R 
Ri R 
Si= e RCH) XOL), i=1,2,--. ,q, 


R 
Ri 


0 0 
R= e R22. 
r p 
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这 里 , 我 们 称 S, 为 三 角 块 , 类 似 于 约 当 块 . 
3.6.5 ”传递 函数 的 三 对 角 标 准 形 实现 (串联 实现 ) 
我 们 都 是 在 实数 域 或 实数 空间 上 讨论 控制 系统 的 有 关 特 性 , 也 就 是 说 所 考虑 传递 函数 的 


分 子 分 母 多 项 式 的 系数 都 是 实数 . 
标准 形 实 现 中 有 复数 , 这 是 不 希望 


如 果 一 个 传递 函数 有 复数 极点 , 那么 其 对 角 标 准 形 或 约 当 
的 . 这 也 是 对 角 标 准 形 和 约 当 标准 形 的 欠缺 之 处 ， 三 对 角 


标准 形 可 以 避免 状态 空间 实现 存在 复数 的 问题 . 先 考虑 下 列 二 阶 复数 极点 传递 函数 ( 注 : 实 
系数 传递 函数 的 复数 极点 都 是 以 共 斩 形 式 存在 ), 然后 再 推广 到 一 般 情形 . 

1. 二 阶 系统 复数 极点 传递 函数 的 三 对 角 标准 形 实现 

实 系 数 传递 函数 的 复数 极点 都 是 以 共 轿 形式 存在 . 设 二 阶 系统 复数 极点 传递 函数 为 


bis + b2 


G(s) = — ~, c € R, w>0, bi € R, b € R. (3.6.12) 


 (s— o)2 +w?’ 


其 控制 器 规范 型 为 


| ( 20 —(o?+w?) J [ 1 J 
£= =+ u, 
1 0 0 


y = [b1, b2]z. 
另 两 种 实现 为 


o 100w? 0 
$= 2 十 Wy 
—0.01 o 1 


_ (bio + b> P kap 
— N 10022 ' 1 


一 种 参数 平衡 三 对 角 标准 形 实现 


为 


bs la 
g= T+ u, 
w o 1 (3.6.13) 


_ [bio + b2 Š 
y= < A T. 


因为 这 种 平衡 实现 状态 空间 模型 的 4 矩阵 参数 大 小 比较 均衡 , 容易 实现 , 我 们 把 它 作 为 复 极 


点 传递 函数 的 三 对 角 标准 形 . 传递 函数 的 平衡 实现 有 利于 减 小 实现 状态 反馈 的 代价 . 
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不 难得 到 传递 函数 
= 


i ER,w>0 
(s — 0)? +w? á a 


G(s) = 


的 三 对 角 标 准 形 实现 为 


传递 函数 
GS peust 


 (s—o)2 +w? 
的 三 对 角 标准 形 实现 为 
n 
g= T+ u, 
— o 1 
y =, 0] z. 


例 3.6.8 设 系 统 的 传递 函数 为 


9s2 + 27s + 58 


Gle) = T 5er} ITs T 13 


解 ” 这 个 例子 可 以 使 用 MATLAB 函数 Residue 展 


>> format short 
>>b=[0, 9, 27, 58] 


>> format rat 
>> [r, p, k]=residue(b,a) 


r= 
5/2 + 23 
5/2 ze Sas 


(3.6.14) 


(3.6.15) 


(3.6.16) 


(3.6.17) 


成 部 分 分 式 , 方法 (程序 ) 如 下 . 


22 
23 
24 
25 
26 
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其 中 b=[0, 9, 27, 58] 为 分 子 多 项 式 系数 , a=[1, 5, 17, 13] 为 分 母 多 项 式 系数 , [r, p, k]=residue(b， 
a) 产生 部 分 分 式 中 的 参数 . 使 用 help residue 查 一 下 residue 的 用 法 , 不 难 写 出 G(s) 的 部 分 
分 式 : 


E 4 22 E 2 3 
s+1 s+2—-3) s+2+3j 


其 对 角 标 准 形 实 现 为 
=i 0 0 š 
=| 0 -2+3j 0 z+| 1 fu 
0 0 E 


1 


MANE 
这 个 对 角 标 准 形状 态 空间 模型 参数 有 复数 , 不 是 我 们 希望 的 . 把 G(s) 部 分 分 式 的 后 两 项 合 
并 得 到 


G(s) = 4 5s 十 6 


1 
其 三 对 角 标 准 形 实 现 为 


1 
一 1 0 0 
ġ= 0 -2 3 |z+| 0 ju, 
0 -3 -2 


1 
y= (4-$,5) g. 

2. 两 个 子 系统 串联 的 状态 空间 模型 

两 个 子 系统 串联 构成 的 串联 组 合 系统 , 第 2 个 子 系统 52 输出 yt) 为 第 1 个 子 系统 S. 
的 输入 , 如 图 3.6.4 所 示 , (我 们 没有 按 顺 序 排列 两 个 子 系统 的 目的 是 为 了 使 组 合 系统 状态 空 
间 模 型 的 4 矩阵 是 一 个 上 三 角 阵 , 与 约 当 块 是 上 三 角 阵 统一 ), 其 中 zi(t) e R 是 第 i 个 子 
系统 S, 的 (m, 维 ) 状态 变量 , u(t) e Rr 和 y(t) e R™ 分 别 为 第 2 个 子 系统 S2 的 输入 向 量 
和 输出 向 量 , y(t) e R” 为 组 合 系统 的 输出 向 量 , A, Bi 和 C, 均 为 适当 维 数 常数 矩阵 . 


a Sı 
u(t) b(t)=Asz,(t)+ Baul(d), vlt) (d=Aiz (d+ Biy(d), yd) 
W(t)= Cat) u(t)=C,m(t) 


3.6.4 ”串联 组 合 系统 
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参见 图 3.6.4, 把 第 2 个 子 系统 输出 y(t) = C2z2(t) 代入 第 1 个 子 系统 51 的 状态 中 可 
得 
(t) = Aiz1(t) + Biy2(t) 
= Aıxı (t) + B1C272(t). 
KLER, S 的 状态 方程 和 S, 的 输出 方程 , 可 得 串联 组 合 系统 的 状态 空间 模型 ， 


ma | PFN ) ( jen ) ( : ) 
| = + u(t), 
t2(t) 0 A; mə(t) B; (3.6.18) 
ZT1(t) 
yt) =I[C 0] [ J : 
Za2(t) 


串联 组 合 系统 的 状态 向 量 z(t) e R" 是 由 两 个 子 系统 的 状态 向 量 构成 的 , BB 


z(t) = a e Re 
mo (t) 


仔细 观察 串联 组 合 系统 的 状态 空间 模型 (3.6.18), 对 于 子 系统 输出 方程 中 不 直接 含 输入 
项 的 情形 ( 即 D, = 0 和 D; = 0), 可 以 得 出 以 下 结论 . 

串联 组 合 系统 的 输出 C 矩阵 是 第 1 个 子 系统 输出 参数 矩阵 C, 加 上 一 些 零 元 构成 的 ; 
串联 组 合 系统 的 输入 B 矩阵 是 一 些 零 元 加 上 第 2 个 子 系统 输入 参数 矩阵 B; 构成 的 ; 串联 
组 合 系统 的 A 矩阵 是 一 个 块 上 三 角 矩 阵 , 对 角 上 块 矩阵 等 于 两 个 子 系统 的 矩阵 A 和 Ao, 
A 矩阵 (1, 2) 块 等 于 第 一 个 子 系统 输入 参数 矩阵 B, 与 第 2 个 子 系统 输出 参数 和 矩阵 C; 
之 积 . 

借助 于 串联 组 合 系统 的 状态 空间 模型 , 可 以 研究 有 重复 数 极点 传递 函数 的 三 对 角 标 准 形 
实现 , 留 给 读者 讨论 . 

3. 四 阶 系统 重复 数 极点 传递 函数 的 三 对 角 标 准 形 实现 


考虑 下 列 有 重复 数 极点 传递 函数 ， 

Go = Ta o € R, w> 0, b, € R, b} € R. 
把 G(s) 写成 下 列 形 式 

c() = Ge), h = W/o, ba = B/s, 
其 中 

Gyts)s= T ma EUT m: Fo? 


4 
Y2(s) = G2(s)U (s) 


(s+ 7 +w? Uls) 
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bis +b. 
“+o + atl, 


因此 , 这 个 系统 可 以 看 作 两 个 子 系统 的 串联 第 2 个 子 系统 S; 的 输入 为 ult), 输出 为 y(t); 
第 1 个 子 系统 S, 的 输入 为 uo (t), 输出 为 y(t), 参见 图 3.6.5. 


Y (s) = G1 (s)Y2(s) 


Sı 


S, 
U(s) w bis+b, 
Gl) = (s+o)?+a2 G(s)= (s+o)2+a2 


3.65 ”串联 组 合 系统 


参见 式 (3.6.14)、 式 (3.6.15), 可 以 写 出 第 2 个 子 系统 的 三 对 角 标 准 形 实现 为 


a (z (E) [.) 

= * u, 

La 一 ww — Ta 1 

S2: (3.6.19) 


T3 
y2 =, 0] 
T4 


参见 式 (3.6.12)、 式 (3.6.13), 可 以 写 出 第 1 个 子 系统 的 三 对 角 标 准 形 实现 为 
(C) (z al [.) 

= + Y2, 

t2 — — T2 1 

Sı: (3.6.20) 
b2 — bio Tı 

a 2h 

y ( D ') () 


参照 串联 组 合 系统 状态 空间 模型 (3.6.18), 可 以 得 到 三 对 角 标 准 形 实现 为 


tı -0o w 0 0 Tı 0 
i2 | _ —w — 1 0 T2 0 
2] ` 0 0 — w T3 ig 0 u(t), 
£4 0 0 -w -o T4 L 


Tı 
= b2 一 Di T2 
so = (22266) | 2 f. 


T4 


(3.6.21) 


4. 2k 阶 系统 重复 数 极 点 传递 函数 的 三 对 角 标 准 形 实现 
可 以 将 上 述 方法 推广 用 于 研究 下 列 多 重复 数 极点 传递 函数 的 三 对 角 标 准 形 
bis + b, 


Q) = (ar 92 + op 


o € R, o > 0, bí € R, b; € R, k € N. 
把 G(s) 写成 下 列 形 式 
bis+b> w w 
G(s) e 
(s +0) +w? (s+0) +w? (s+0) +w? 


Oar 


OAL 


° 
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=: G1(s)G2(s) :G2(s), bi := 0 /wl, 和 2: 一 的 /和 1 


依次 运用 两 两 子 系统 串联 即 可 得 到 其 三 对 角形 实现 . 
3.6.6 ”利用 MATLAB 函数 进行 模型 转换 


利用 MATLAB 函数 可 进行 系统 模型 之 间 的 相互 转换 . MATLAB 提供 了 很 多 命令 , 使 得 
模型 间 的 变换 十 分 简单 (但 不 一 定 是 规范 型 或 标准 形 ). 例如 , 函数 tf2ss 把 传递 函数 变换 为 
状态 空间 模型 , c2d 把 连续 时 间 模 型 变换 为 离散 时 间 模 型 , ss2tf 把 状态 空间 模型 转化 为 传递 
函数 , d2c 把 离散 时 间 模 型 转化 为 连续 时 间 模 型 . 还 设置 了 传递 函数 模型 tf, 状态 空间 模型 
ss 等 函数 . 这 些 命令 使 用 起 来 特别 方便 , 其 用 法 可 借助 于 MATLAB 的 help 命令 查询 , 例如 
help tf 可 查 函 数 tf 的 用 法 . 假设 要 产生 传递 函数 


Gis 4s? +5s +6 
8282 +3s +4 
可 使 用 下 面 命令 : 


>> Gs=tf ([0 ,4,5,6], [1,2,3,4]) 


Transfer function: 
4s°2+5s+6 


s°3+28s°24+3s8s+4 


将 上 述 传递 函数 变换 为 状态 空间 模型 的 命令 为 ss1=ss(Gs), 运行 如 下 ， 


>> ssl=ss (Gs) 


a= 


x1 x2 x3 
x1 -2 一 0.75 一 0.5 
x2 4 0 0 
x3 0 2 0 
p= 
ul 
xl 2 
x2 0 
x3 0 
c= 
x1 x2 x3 
yl 2 0.625 0.375 
a= 
ul 
yl 0 


Continuous—time model. 
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这 个 状态 空间 模型 的 数学 表达 式 为 


tı zı 3 
—2 —0.75 —0.50 
c | = 4 0 0 T2 + 0 |u, 
0 2 0 
T3 T3 0 
Tı 


y = [2,0.625,0.375] | z> | + 0u. 


下 面 是 产生 分 子 分 母 同 次 数 的 传递 函数 , 以 及 转化 传递 函数 为 状态 空间 模型 的 命令 


>> Gs2=tf ([4,5,6,7], [1,2,3,4]) 


Transfer function: 
4s8s°3+58s°2+68s+7 


s°3+28s°24+438s+4+4 


>> ss2=ss (Gs2) 


xl x2 x3 
x1 =R - — B: TS -0:8 
x2 4 0 0 
x3 0 2 0 
b= 
ul 
xl 2 
x2 
x3 0 
c= 
x1 x2 x3 
yl 一 1.5 —0.75 一 0.5625 
ds 
ul 
yl 4 


Continuous—time model. 
对 应 的 传递 函数 为 


483 + 582 + 6s +7 


G= 53 十 2s2 十 3s 二 4” 


0 — O G@% & Q Ñ — 
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状态 空间 模型 为 
31 mi 2 
—2 一 0.75 —0.50 
$ | = 4 0 0 z | 十 | 0 |u, 
0 2 0 
t3 T3 0 
Tı 
y =[-1.5,—0.75,—0.5625] | zz | + 4u. 
T3 


此 外 , 产生 采样 周期 为 2 的 离散 时 间 传 递 函 数 命令 如 下 ， 


>> Gz=tf ([0,4,5,6], [1 ,2,3,4] ,2) 


Transfer function: 
4z°2+5z+6 


z3+2z°2+3z +4 


Sampling time: 2 


当然 , 这 些 命令 可 直接 写 到 m 文件 中 , 就 可 在 MATLAB 环境 下 运行 . 


3.7 ”多 变量 系统 传递 矩阵 的 计算 


描述 线性 时 不 变 SISO 系统 输入 输出 映射 关系 的 一 种 方式 是 传递 函数 . 多 变量 系统 的 输 
入 输出 关系 可 用 状态 空间 模型 描述 , 线性 时 不 变 多 变量 系统 可 以 用 传递 函数 矩阵 描述 . 传递 


函数 矩阵 有 时 简称 为 传递 函数 阵 或 传递 矩阵 (Transfer Matrix). 


多 变量 系统 即 多 输入 多 输出 系统 , 其 示意 图 如 图 3.7.1 所 示 . 多 变量 系统 有 多 个 输入 , 构 


成 一 个 输入 向 量 u(t) := [wi(t), wz(t),…, ur(t)] 了 Ee Rr (7 个 输入 ), 多 个 输 则 


量 y(t) := [u (t), uə(t), ,ym(t)] € R” (m 个 输出 ). 


多 输入 多 输出 系统 


3.7.1 多 输入 多 输出 系统 
线性 时 不 变 多 变量 系统 的 输入 输出 关系 可 以 表达 为 


Y (s) = G(s)U (s), 


构成 一 个 输出 向 


(87315 
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或 
Yı (s) Gu(s) Gi2(s) -> Gir(s) Ui(s) 
rto) _ Sap Gaal) e Swe "aln I (3.7.2) 
Y,(s) Go. Gat em Carl U, (8) 
Yı (s) U) (s) 
Y2(s) U2(s) 
HH Y (s) := ' = Z[u(t)] e R” 为 输出 向 量 y(t) 的 拉 氏 变换 , U (s) := = 
Ym(s) U, (s) 
—[u(t)] € R” 为 输入 向 量 w(t) 的 拉 氏 变换 , G(s) 为 系统 的 传递 函数 矩阵 : 
Gu(s) Gi2(s) =- Gir(s) 
aga | 9 ld = Gob) | ipo 
Gmi(ls) Gm2(s) >> Gmr(s) 


Gils) 是 第 j 个 输入 wj(t) 到 第 i 个 输出 yi(t) 的 传递 函数 . 式 (3.7.2) 可 以 分 解 为 m 个 多 输 
入 单 输出 (T) 系统 , 第 i 个 子 系统 为 


¥i(s)= Ga(s)Ui(s) + Gi2(s)U2(s) + -+ + Gir (s)U, (8) 


= G;(8)U;(s), i=1,2,-.. ,m. (8.735 
j=1 


两 输入 两 输出 系统 结构 图 如 图 3.7.2 所 示 . 


tu (D) mA (t) 


Gu(s) S 和 
Gs (s) 
Ga (s) 


3.7.2 ”两 输入 两 输出 系统 


3.71 多 变量 系统 误差 传递 函数 矩阵 

设 多 变量 反馈 系统 如 图 3.7.3 所 示 ( 负 反 馈 ), 其 中 G(s) e R 为 前 向 通道 的 传递 算 阵 ， 
H(s) e Rrxm 为 反馈 通道 的 传递 算 阵 , 下面 推导 从 输入 R(s) e Rr 到 输出 Y(s) e R” KA 
环 系统 传递 矩阵 . 求 闭环 传递 矩阵 有 两 种 方法 , 下 面 分别 介绍 . 
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R(s) 


由 图 3.7.3 可 知 , 误差 信号 为 


E(s) = R(s) — H(s)Y (s). 


E(s) ca 


H(s) Ys) 


H(s) 


图 3.7.3 ”多 变量 反馈 系统 


将 Y(s) = G(s)E(s) 代入 上 式 可 得 


五 (5) = R(s) — H(s)G(s)E(s). 


把 右边 第 2 项 移 到 左边 可 得 


[I + H(s)G(s)|E(s) = R(s). 


求解 得 到 


E(s) = [I, + H(s)G(s)] 1 R(s). 


Y(s) 


(3.7.4) 


由 式 (3.7.4) 可 得 从 输入 R(s) e R 到 误差 信和 号 E(s) e R 的 误差 传递 函数 矩阵 (Error 


Transfer Function Matrix) 为 


Ge(s) = [I, + H(s)G(s)] 1 € R"*". 


3.7.2 ”多 变量 系统 闭环 传递 函数 矩阵 


使 用 式 (3.7.4), 我 们 有 


Y (s) = G(s)E(s) = G(s)[I + H(s)G(s)] `! R(s). 


故 从 输入 R(s) e Rr 到 输出 Y (s) e R” 的 闭环 系统 传递 矩阵 为 


G,(s) = G(s)[I, + H(s)G(s)] 1 € R”*". 


下 面 给 出 传递 矩阵 的 另 一 个 表达 式 . 由 图 3.7.3 可 知 ， 


Y (s) = G(s)E(s) = G(s)[R(s) — H(s)Y (s)], 


Y (s) = G(s)R(s) — G(s)H(s)Y (s). 


(3.7.5) 


(3.7.6) 
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把 右边 第 2 项 移 到 左边 可 得 
[Im + G(s)H(8)]Y (8) = G(s)R(s). 
求解 得 到 
Y (s) = [Im + G(s)H(s)] G(s)R(s). (3.7.7) 


故 从 输入 R(s) € Rr 到 输出 Y(s) e R” 的 闭环 传递 函数 和 矩阵 (Closed-Loop Transfer Function 
Matrix) 为 


G,(s) = [Im + G(s)H(s)] 1G(s) € R”*". (3.7.8) 
尽管 式 (3.7.6) 与 式 (3.7.8) 两 个 闭环 传递 矩阵 的 形式 不 同 , 但 可 以 证 明 它们 是 相等 的 ( 读 
者 可 证 明之 ), 即 
G(e)II, + H(s)G(e)] `! = [Im + G(s)H(e)] 1G(e). 
3.7.3， 求 闭环 传递 矩阵 的 例子 
例 3.7.1 ， 设 一 个 多 变量 系统 的 前 向 通道 和 反馈 通道 传递 函数 矩阵 分 别 为 


1 z- Q 
oo- 5 | | 
s+1 0 s s+1 


求 系统 的 闭环 传递 函数 矩阵 . 
解 ”这 是 一 个 >= 2 输入 、m = 2 输出 系统 . 先 采 用 第 1 种 方法 , 计算 


"E z l "m 
et- | i | 1 | 二 a 
s+1/ sr O uy 2? 


从 输入 R(s) 到 误差 信号 E(s) 的 误差 传递 矩阵 为 
G.(s) = [T2 + H(8)G(e)]”' 


s= 1 1 = j 1 
-| 8 | _ _s(s + 1) | 3 
E 2 i s+2s3-1| 2 s—1 

(s+1)2 (s+ 1)2 s 


i s(s 十 1)3 s(s +1)? 
于 


按照 式 (3.7.6) 可 得 闭环 传递 矩阵 : 
G,(s) = G(s)[I2 + H(s)G(s)] ' 


WS. 
_ s 让 二 1 s(s + 1)Š s(s + 1)2 
| —2 o /s+253 -1 -2s(s+1) (s—1)(s+1) 
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1 


53 十 3s2 十 s 十 1 s(s 十 1)2 
= AF21 i 


2s(s +1)? 2s(s + 1) 


再 采用 第 2 种 方法 , 计算 
1 1 =i 0 tt i 
cemoə-[ : | i )-Í x ==] 
== Ü o == = 
s—1 1 = i 1 
= aN s u 
| J | e or 
“ai s+1 s 


1 s(s+1)3 —s(s + 1) 
T F23 [ 2s(e+ 12 (s— 1) 1) J I 
按照 式 (3.7.8) 可 得 闭环 传递 矩阵 : 
G,(s) = [I2 + G(s)H(s)|1G(s) 


$ 1 
1 s(s +1)’ —s(s + 1) 区 ai 
84428831 \ 2s(s+1)? (s-1)(s+1)3 — o 
s+ 


poi s(s +1)? J 


_ 1 
54+2s3—1 2s(s +1)? 2s(s + 1) 


这 个 例子 验证 了 两 种 方法 求 得 的 传递 函数 矩阵 是 相等 的 . 
例 3.7.2” 设 一 个 多 变量 系统 的 前 向 通道 和 反馈 通道 传递 函数 矩阵 分 别 为 


e. = Ó 
s s+1 
oo 2 | mo 人， 3 ) 

s+1 SEL 
求 系统 的 闭环 传递 函数 矩阵 . 这 个 反馈 多 变量 系统 框图 如 图 3.7.4 所 示 . 


图 3.7.4 反馈 多 变量 系统 框图 
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E ”这 是 一 个 >= 2 输入 、m = 2 输出 系统 . 先 采 用 第 1 种 方法 , 计算 


= Ó 1 -二 al 
s+1 8 s+1 
Gaii | 0 ; ) | 2 ) I | ° - | 
s+1 Fi (s + 1)? 
从 输入 R(s) 到 误差 信号 E(s) 的 误差 传递 矩阵 为 
G.(s) = [I2 + H(s)G(s)] 1 


stn i E s2+2s+7 1 
= 5 s+1 = s(s + 1)? (s+1)  s+1 
g 6  (s— 1)(s2 + 2s +7) s 一 1 

0 itg 0 s 


s s(s +1) j 
_ | s-1 (s= (2 +2s+7) 
4 (s +1) i 

s2 +2s+7 

按照 式 (3.7.6) 可 得 闭环 传递 矩阵 : 


G,(s) = G(s)[I2 + H(s)G(s)] 


1 1 s s(s +1) 1 s(s +1) 
| s s+1 3—1 (s 二 1)(s2 十 25 十 7) M s—1 (s 二 1)(s2 十 25 十 7) 
“AD F Š (s+ 12 E 2(s+1) i 


s+1 s2 +2s+7 s2 +2s+7 


© wle 


0 


再 采用 第 2 种 方法 , 计算 
D Sp a W £ 3 
= TT 
cemo-|' | 3 )-[ s Gra) ) 
Oi VN gt 0 GFF 


#— L 3 
[I + G(s)H(s)] = | CONS | 


1 + G+ 
s2 十 2s 十 7 3 
s(s +1)? Tr G+ 


© (s—1)(s2 +2s + 7) Ú s—1 
P 
s 3s 
s—1 (s — 1)(s2 + 2s + 7) 
TN 2 (s +1)? I 
s2 十 2s 十 7 


按照 式 (3.7.8) 可 得 闭环 传递 矩阵 : 
G,(s) = [I2 + G(s)H(s)] 1G(s) 
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8 本 3s t £ 
z | s—-1 (s—1(s2+2s+7 | | s s+1l ) 
=i (s+ 12 2 

Ç s2+2s+T7 3 s+1 

1 s(s + 1) 
_ | s 1 G TD(2+2s+7) 

2(s+1) 
s2+2s+7 
这 个 例子 也 验证 了 两 种 方法 求 得 的 传递 函数 矩阵 是 相等 的 . 
也 可 以 根据 图 3.7.4 中 变量 之 间 的 关系 , 列 写 方程 , 导出 输入 输出 间 的 关系 , 从 而 获得 系 

统 的 闭环 传递 矩阵 . 由 图 3.7.4, 可 得 控制 输入 u(t) 和 ult), 参考 输入 ri (t) 和 72(t), 以 及 系 
统 输出 y(t) 和 yalt) 之 间 的 关系 : 


m()= uit) + 


0 


— u), yal) = — u), 
wld) =n(D) tn), ult) = r(t) -Hu 
消除 u (t) 和 ualt), 可 得 参考 输入 r(t) 和 rz(t) 到 系统 输出 vl), yz(t) 之 间 的 关系 


nO = O +n (D| + ps 的- oO 


wl) = lr - To) 
整理 得 到 
Hno + a in) + Feil 
=) 
它们 写成 矩阵 形式 为 
g'= 1 3 £ 1 
8 (s+1) [ Yi(s) J |s + [ rı(s) J 
s2 十 2s 十 7 "u 2 I 
求解 得 到 
s—1 8 = i 
(0)- = G+ s (o) 
y2(s) 0 TD. 0 ra(s) 


© wole e 
2 
+|= 
= 

We 

ny 

k MDR: 

N H 

=> — 

w wm 

sa. 

assasi 


s+ 
s 
n s=1 “= sma, 
E 0 kD. 2 
s2 十 25 十 7 s+1 


3.8 ”思考 题 


1 s(s+ 1) 
_| s-1 (s-1)(82+2s+7) rı(s) 
0 _2+D 72(s) 


s2+2s+7 
所 以 系统 的 闭环 传递 函数 为 
1 s(s + 1) 
ë= A E ty |. 
0 —2(e+1)_ 
s2? +2s+7 


它 与 上 面 的 结果 是 一 样 的 . 


3.8 ”思考 题 
1. 求 下 列 系统 的 传递 函数 ， 


一 1 
OSAAN 3 Š ë|, J 
y = [bi, bə]z. 
[ — w? J [ 0 ) 
t= 人 十 u, 
(2) -1 — 1 
—o 1002 0 
t= T+ u, 
(3) —001 =o 1 
[ — w J [ 0 J 
ge T+ u, 
(4) -W -0 T 


这 个 题 说 明 一 个 系统 的 传递 函数 是 唯一 的 , 但 状态 空间 模型 是 不 唯一 的 . 
2. 求 下 列 状态 空间 系统 的 特征 多 项 式 、 传 递 函数 ， 


一 01 一 02 一 03 T 
#(#)= 1 0 0 z(t)+| 0 |u(, 
0 * 0 0 


y(t) = [bi, b2, ba]z(t). 
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3. 求 下 列 友和 矩阵 的 特征 多 项 式 ， 


—G) 70 OO “On 
1 0 0 0 
A= | t 3 0 0 | <Rnxn， 
0 0 ... 1 0 
0 0 0 一 an 
1 0 0 一 an-1 
A. = Ü 1 0 一 an_2 ë Rnxn. 
0 0 1 一 Q1 
一 Q1 1 0 0 
一 Q2 0 1 0 
A= c... ER"™", 
—an-1 0 0 . 1 
-an 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
Aw=| : |: : : | eR"*". 
0 0 0 1 
一 an —Gn-1 一 an-2 `` -Ql 
4. 写 出 下 列 系统 传递 函数 的 4 种 规范 型 ， 
2s 十 3 6s2 十 22s 十 18 
(1) G(s) = (2) G(s) = 


(s 十 1)(s 十 2) 
5. 写 出 下 列 单 输入 单 输出 系统 的 对 偶 系统 ， 


(s +1)(s +2)(s +3) 


> 2 5 
tlt) = z(t) + u(t), 
3 4 6 
y(t) = [7，1998]z(b + 7.17u(t). 
6. 写 出 下 列 单 输入 单 输出 系统 的 对 偶 系 统 ， 
10 
12 
o= Í: 5 i J204 11 | ul), 


12 
y(t) = [13, 14, 1967]æ(t) + 10.15u(t). 


7. 写 出 下 列 2 输入 单 输出 系统 的 对 偶 系 统 ， 


1 5 5 10 11 
zt)=| 4 5 6 |e()+ | 12 13 |x(), 
7 8 9 14 15 


y(t) = [16, 17, 18]z(t) + [1963, 3.09]u(t). 


10. 


11, 


12. 
13. 
14. 
15. 


16. 


. 写 出 下 列 单 输入 2 输出 系统 的 对 偶 系统 ， 


10 


1 
(t) = ( 4 J zt)+| 11 |u(p, 
í sk] 


13 14 1931 8.17 
y(t) -( 16 17 2013 JEO + [ SoB ) u(t). 


oo o N 
oou 


. 求 下 列 系统 的 传递 函数 矩阵 , 以 及 对 偶 系 统 的 传递 函数 矩阵 ， 


( $ ) ( ' ) 

Z(t)= Z(t) 十 u(t), 

3 4 6 
7 1922 3.22 

y(t)= x(t) + u(t). 
9 2015 5.26 


写 出 下 列 系统 传递 函数 的 对 角 标 准 形 ， 

1 6s2 + 22s + 18 
Grey Cl) = T DG +T2GT92` 
写 出 下 列 系统 传递 函数 的 约 当 标准 形 ， 

5s2 十 13s 十 9 
(U) Ge) tra 
3s2 + 8s +6 
83 +382 +38 +1’ 
1 
s3+3s2+3s+1 


举例 把 状态 空间 模型 化 为 规范 型 . 


举例 把 状态 空间 模型 化 为 对 角 标 准 形 或 约 当 标准 形 . 
举例 求 状态 空间 规范 型 和 标准 形 的 传递 函数 . 


(DG1(s) = 


(2) G(s) = 


(3) G(s) = 


考虑 一 个 两 输入 两 输出 多 变量 系统 , 其 前 向 通道 和 反馈 通道 传递 函数 矩阵 分 别 为 


1 2 wb 
0- ( | ao 人 T 


s+2 s+3 


求 系统 的 闭环 传递 函数 矩阵 ( 负 反馈 ). 
设 一 个 多 变量 系统 的 前 向 通道 和 反馈 通道 传递 函数 矩阵 分 别 为 


¿ 1 _ 1 0 
co Š a oo EA | 
+1 0 0 s+1 


求 系统 的 闭环 传递 函数 矩阵 . 


3.8 


思考 题 


139 


140 第 3 章 线性 系统 的 状态 空间 描述 


17. 设 一 个 多 变量 系统 的 前 向 通道 和 反馈 通道 传递 函数 矩阵 分 别 为 


= = Se: 1 0 
co Cs "J 0- (™ i | 
s=1 0 0 s=1 


求 系统 的 闭环 传递 函数 矩阵 . 
18. 将 下 列 离散 状态 空间 模型 化 为 4 种 规范 型 ， 


1: B 1 
e ( J x(k) + [ J u(k), 
2 5 0 


ylk) =[1, 0Je(k). 
19. 设 离散 系统 的 状态 空间 模型 为 


L 5 
. ( N EE ( > Jro 


ylk) =[7, 8]æ(k), 


求 系统 的 传递 算 子 , 把 该 系统 化 为 差分 方程 模型 . 
20. 计算 下 列 斜 对 角 和 矩阵 的 行列 式 ， 


al 
= . _ a2 nNXn 
A := adiag[ai,a2,: , an] = ' ne 
an 


21. 计算 下 列 矩 阵 的 行列 式 ， 
TY TYy2 ` TiYn 
7Z2V1 4292 …” T2 
W Asus] + . i ETR, 
Tny1l Tny2 ``’ 7Znyn 
THY ZI 十 2 `` 2Z1 十 加 
7Z2 十 II 7Z2 十 y2 … 72 十 9 
(2) A=[zi+w]=|  : | 
Zn +Y Zn 十 2 ` TIn+Yn 
1 1 1 
T1+Yy ZX1+Yy2 Z1 + Yn 
1 1 1 
ea (= )-| P mt mt | epn 
Z + U; r z " 
1 1 1 
Tn +Y Tn +Y Zn + Yn 


22. 计算 下 列 矩 阵 的 特征 多 项 式 ， 


23. 


24. 
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A 
e ) € RCX (2n), 


In In 
(2) A= € R(n)x(2n), 
I, 


t, 
L £ I 
L 4 
(3)4=| ` ， ER, 
& * $ 
L 1 1 3 
L. Do es. 007 t 
(a=: ioi eR”, 
L O tso 0 1 
1 $ £ “L 


即 矩 阵 的 四 周 元 为 1, 内 部 元 都 为 零 . 

设 Xmax[X] 表示 X 的 最 大 特征 值 , A e R” 是 列 满 秩 或 行 满 秩 长 方 阵 , 证 明 : 
(1) Amax[A(ATA) AT] =. 

(2) Xmax[47(447)-14] = 1. 

(8) Anal AAT] = Anax[lATA]. 

设 4 Æ nxn 和 矩阵, H 


det[sT — A| = s" + qis” bp azs? Ht anrs F an, 


证 明 [sI — 4] 的 伴随 矩阵 为 
adj[sT — A] = (s”7} + a15”? +... + as-28 + an-1i)I 
+(s 2 + ais"? +--+ an-38 + an2) A +- + (s +01) A"? + An-1, 


进一步 说 明 存在 严格 真有 理 函 数 ai(s) 使 得 
(sI — A) l = oo(s)I +oi(s)A +oo(s)A2 + -- -+ an1 (8) A". 
这 说 明 存 在 解析 函数 6i(b) 使 得 下 式 成 立 ， 


e^t = Bo(t)I + Bi (t)A + b2(t) A? + + Bn-1(t) A". 
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CHAPTER 4 


线性 系统 的 运动 分 析 


上 一 章 讨论 了 系统 的 状态 空间 描述 、 规 范 型 、 标 准 形 以 及 系统 传递 函数 的 实现 问题 . 本 
章 将 讨论 (多 变量 ) 线性 系统 的 运动 分 析 , 即 线性 系统 状态 方程 的 求解 , 状态 转移 矩阵 及 其 性 
质 、 转 移 和 矩阵 的 计算 、 特 殊 矩 阵 的 转移 矩阵 计算 、 线 性 时 变 状 态 空间 系统 的 解 . 

本 章 讨论 的 一 些 特 殊 矩 阵 的 转移 矩阵 计算 问题 , 可 参见 作者 2013 年 发 表 在 国际 期 刊 4p- 
plied Mathematics and Computation 上 的 论文 “Computation of matrix exponentials of special 


matrices (特殊 矩阵 矩阵 指数 的 计算 )” 9, 


4.1 ”线性 状态 空间 系统 的 解 


本 节 讨 论 线性 时 不 变 状态 空间 系统 的 解 , 包括 零 输 入 齐 次 状态 方程 的 解 . 


4.1.1 ”线性 时 不 变 齐 次 状态 方程 的 解 


当 输 入 为 零 时 , 线性 时 不 变 连 续 时 间 状 态 空间 模型 退化 为 齐 次 状态 方程 : 


(t) = Ax(t), (to) = zo, 
其 中 z(t) e R" 为 状态 向 量 , A e 及 "xm. 
可 以 采用 索 级 数 方法 和 拉 普 拉 斯 变换 方法 求解 . 
1. FRADA 
一 种 最 简单 的 方法 是 假设 状态 向 量 可 以 展开 为 下 列 级 数 ， 


Z(t) = ao +ait +a? +... oiti + 
式 中 a, e R" 是 待定 向 量 . ERX t 求 导 得 到 
i(t) = aa + 2azt + 3a3t? +... iat?! +... 


将 式 (4.1.2) 代入 式 (4.1.1) 得 到 
i(t) = Az(t) = 4(ao + Qit +a? + + ait +) 
Aao + Aat + Aat? + :+ Aaiti+-... 
令 式 (4.1.3) 与 式 (4.1.4) 相等 , 得 到 
ad + 2azt + 33t? + + iat l + 


Aao + Aait + Aat? +- - -+ Aa; +... 


(4.1.1) 


(4.1.2) 


(4.1.3) 


(4.1.4) 
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比较 上 式 两 边 t 的 同 次 宕 系数 , 可 得 


or = Aao, 
s 1 
oa = Aao, az = — Ao, = —A2oo, 
2a2 = Aoi, Ë I Ë a 9 
3a3 N Aaz, az= 34a = 31420 


iai 一 4ai_1. 1 1 
Qi 一 二 4ai_1 = 本 4 ao. 
i i! 


将 上 式 a; 表达 式 代 入 式 (4.1.2) 得 到 


z(t) (z. | At4 A | TAS ses] la'e +) ai 
S t= 0 RAER, 可 知 ao = z(0). 因此 , 式 (4.1.1) 齐 次 状态 方程 的 解 为 

z(t) = (z. 十 4t 十 z A + zae 十 … 十 Jati pi ) z(0). (4.1.5) 
回顾 指数 函数 的 泰勒 级 数 展 开 (Taylor series expansion): 

et Sitit + Ë +. 
据 此 定义 矩阵 指数 函数 ， 

exp(At) := e^t = In + At + z AP + gar Psd Jati Fs (4.1.6) 
所 以 齐 次 状态 方程 的 解 可 以 表示 为 

x(t) = e4tc(0). (4.1.7) 


如 果 系 统 的 输出 方程 为 


y(t) = Cz(t), C ERmxn， 
那么 系统 零 输入 响应 ( 即 零 输 入 时 系统 的 输出 ) 为 
y(t) = CeAtx(0). 


这 样 问题 就 转换 为 如 何 求解 矩阵 指数 e At. 
式 (4.1.7) 可 得 


m(to) = eatoz(0)， z( = eAG+—to)eAtox(0) = eAG+—to)z(to). 


因此 , 将 


1 1 
@(t) := e^ = I, + At + x° + A j+ (A.1.8) 
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称 为 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 的 状态 转移 矩阵 (State Transition Matrix) 或 转移 矩阵 (Tran- 
sition Matrix). 有 时 把 状态 转移 矩阵 定义 为 


@(t,r) := eAGt=r). 


它 相当 于 @(t — r). 特别 对 于 时 变 系统 z(t) = A(t)z(t), 转移 矩阵 定义 为 


B(t, T) := exp | Aca] : (4.1.9) 


本 书 采 用 前 一 种 方法 如果 有 多 个 转移 矩阵 , 可 用 下 标 加 以 区 别 . 如 Balt) := e4 或 
Dalt, T) := A07) 表示 矩阵 A 的 转移 矩阵 . 
例 4.1.1 设 系 统 的 状态 方程 为 


a()= (1 DEG =(0) = Í š )- 


计算 系统 的 状态 转移 矩阵 @(t) 和 状态 方程 的 解 z(t). 
解 ”对 于 本 例 , 有 


A=, A= A=... 1 


状态 转移 矩阵 为 
@(t) = et = I, + At 4 zar | A 


1 L 
= D, + Dt + spt $ et EB 


= 1 2 l 
= (1+t+# it + ) 5 


“=Í a] 
状态 方程 的 解 为 
T(t) = @(t)=(0) = eAtz(0) 


t 1 t 
~- .)(:)-( 2) 
从 这 个 例子 我 们 可 以 总 结 出 : 单位 阵 T 的 转移 矩阵 等 于 et 乘 以 该 单位 阵 , 即 
(t) = exp(It) = etI. 


例 4.1.2 ” 设 系统 的 状态 方程 为 


0 1 Ü 1 
(e=. O 0 3 e m(0)= | 2 1 
0 D D 6 


计算 系统 的 状态 转移 矩阵 B(t) 和 状态 方程 的 解 z(t). 
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解 ” 对 于 本 例 , 有 
0 1 O 0 0 1 0 0 0 
“(01). “= (ss). ie oa a) 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
这 个 线性 时 不 变 系统 的 状态 转移 矩阵 为 


@(t) =e4t = I, + At + ZAP + JAP 
100 010 i i 
=[010]+|[|001]i+ta 0 0 0 J+% 
0 0.1 0 0 0 "(000 š 
t 
S 5 2 
= ot |: 
0 1 


d; 

0 

0 

状态 方程 的 解 为 
T(t) = B(t)æ(0) = e4tz(0) 


1 t 2 1 1+ 2t +3? 
=o 2 [:)-( 2 + 6t ). 
00 1 6 6 
2. 拉 普 拉 斯 变换 方法 


对 式 (4.1.1) 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 有 


sX(s) — x(0) = AX(s), 


或 
(sIn — A)X (s) = x(0), 
X(s) = (sIn — A) 1z(0). 
进行 拉 普 拉 斯 反 变换 有 


T(t) = Z |[(sI,, — A)” 1]m(0). (A.1.10) 


与 式 (4.1.7) 比较 , 可 知 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 的 矩阵 指数 等 于 (sIn — 4)-: 的 拉 普 拉 斯 
反 变 换 : 


B(t) = et = 2 -1[(sm — A)T}. (4.1.11) 


例 4.1.3 设 系 统 的 状态 方程 为 


6-( 了 3) (29)=(2). 


求 状态 方程 的 解 =(t). 
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解 ” 用 拉 普 拉 斯 变换 方法 求解 . 本 题 中 ， 
= oje A(0 a) 0)=( a <) 
2 ( 3 a ) L-A ( 0 ) ( 3 一 2 ) ( s+3 2 ) 


2 dj[sI2 — A] 1 s —2 
Te Ay p SS U  - 
CE-A bhAa] CFII iata 


s 一 2 1 二 2 2 s 2 
_ | (s+1)(s+2) i s+1 s+2 s+1 | 
s 


1 8+3 
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2) 
进行 拉 普 拉 斯 反 变换 得 到 状态 转移 矩阵 ， 
更 ( = exp( At) = .Z-!|[(sI, — A)”!] 
_ (í 一 ee 二 十 2e-2 —2e-t + 2e7% 
= ( e-t — e72t 2e7t — e—2t ) ` 


状态 方程 的 解 为 
(#0)-*6(20)-( ete aien ) (2) 
(—a — 2b)e t + (2a + 2b)e -2t 
( (a + 2b)e t — (a + b)e -2t ) 


4.1.2 ”线性 时 不 变 状态 空间 系统 的 解 
设 状 态 方程 模型 为 


i(t) = Ax(t) + Bu(t), z(to) = zo, 
人 = Cz(t) + Du(t), i i (81.12) 
其 中 z(t) € R”, u(t) € Rr, y(t) € R”, A € Rnxn. B e Rnxr, C e Rmxn, D e Rmxr. 

1. 积分 方法 (一 ) 
sÑ (4.1.12) 的 第 1 个 方程 两 边 左 乘 以 e At 移 项 可 得 


e Atç(t) — e At Am(t) = e At Bu(t) 


或 
de-Atz(0) _ _ 
= == At Bult). 
上 式 两 边 从 如 到 t 积分 可 得 


t 
e Atzx(t) — e Atom(to) = | er Bu(r)dr. 
ti 


o 


两 边 左 乘 e^t, 移 项 得 到 状态 解 和 输出 解 分 别 为 


t 
x(t) =eAeto) w(to) + | e4t-7) Bu(7)dr 
to 
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= (t — to)z(to) + f @(t — r)Bu(r)dr, (4.1.13) 
y(t) = Cz(t) + Du(t) Í 
= CeAG-to);(to) +e | eAGt-7) Bu(z)dr + Du(t) 
= C#(t — to)æ(to) + ef (t — r)Bu(T)dr + Du(t). (4.1.14) 
系统 的 输出 可 分 为 零 输 入 (w(t) = 0) 响应 y(t) MERE (z(to) = 0) 响应 go (t) 之 和 , Bl! 
y(t) = y (t) + y2(t), 其 中 
yı (t) = Ce^ tto) x(to) 
= C@(t — to)æ(to), 


t 
y2(t) = c| e^lt-7) Bu(7)dr + Du(t) 
t 


= ej @(t — r)Bu(z)dr + Du(t). 
2 积分 方法 (=) 
S z(t) = ^r (t) 是 状态 解 , RAR (4.1.12) 的 第 1 个 方程 可 得 
4e4tzl(t) + eto) (t) = Ae4tz, (t) + Bu(t). 
所 以 有 
eAtzi(t) = Bu(t). 
两 边 左 乘 e- At, 积分 可 得 
PEEN PE | e-^" Bu(r)dr. 
故 
Z(t) = eAtz,) (t) 


=e ee 十 | e74" Bu(r)ar] 


0 


t 
= e4tz, (to) +| eAG_r) Bu(r)dr. (4:1.15) 


to 


又 z(to) = ^to x (to). 解 得 zm (to) = e Atox(to). 代入 式 (4.1.15) 可 得 


t 
x(t) = eAte-Atozr(t0) + | e^lt-7) Bu(z)dr 
to 


t 
= e4G-to)z(to) + | e^(t-7) Bu(z)dr. 


to 
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3. 拉 普 拉 斯 变换 方法 
对 式 (4.1.12) 的 第 1 个 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 有 


sX(s) — z(0) = AX(s) + BU(s), 


则 

(sIn — A)X (s) = z(0) + BU (s), 

X(s) = (sIn — A)” 1m(0) + (sIn — A)“ BU (s). (4.1.16) 
因为 两 个 函数 卷 积 的 拉 普 拉 斯 变换 等 于 它们 拉 普 拉 斯 变换 的 乘积 : 


Z [f Aht- nar| = Z [f AE- DAAT] = F, 
或 
PROPON = | AORE- ar = | he-r), 


这 里 把 (sI, — A)! 视 为 Fı(s), BU(s) 视 为 F,(s), 所 以 对 式 (4.1.16) 进行 拉 普 拉 斯 反 变换 
有 
T(t) = L27! |(sIn — A)” zr(0) + 27 1[(sIn, — A) 1 BU(s)] 
= e4tzx(0) + | e^t-7) Bu(7)dr. (4.1.17) 
0 
这 里 利用 了 关系 @(t) = e^t = @-1|(sI, — A)-1]. NH t= to RAR (4.1.17) 得 


to 
z(to) = e4atoz(0) + | eAlto-7) Bu(zr)dr. 
0 


于 是 有 
T(t) = eAtz(0) + | e^(t-7) Bu(r)dr 
0 


š t 
= eA(t—to)eAtozx(0) + | e^lt-7) Bu(r)dr + | e^lt-7) Bu(r)dr 
0 t 


0 


t t 
= eA(t—to) [ee + eA(—t+to) | É 64t- Bu(r)ar| + | eAGt=7) Bu(r)dr 
0 


to 


to t 
= e^(t—to) [ew0) +| e^t- Bu(r)ar| $ | eAG—r) Bu(r)dr 
0 to 


t 
= eAG-to)z(t0) + | e^(t-7) Bu(z)dr. 
to 


8J4..4 设 系 统 的 状态 方程 为 


20=-( aes ) s+ (1 Jo z0) = ( 7 ). 


求 在 单位 阶 跃 函数 u(t) = 1(t) 作用 下 状态 方程 的 解 . 


利 月 
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解 例 4.1.3 可 知 ， 
= 一 2t 
F(t) = exp(At) = 全: ra A Te ) š 


t ~t+r 2t 十 27 —t+r —2t+2r 

+ 2e 一 2e 十 2e 0 

| B(t—7)bu(T)dr =| e ttr _ e-2t+2r go-ttr _ 6-2tt2r ) i dr 
0 


t 
t /_2e7t+T 4 2e-2t+27 —9e—t+r 十 e—2t+2r 
dr = 1 
= 上 | 2e-t+r _ e—2t+2r 9e—t+r _ Ü e—2t+2r 
2 T=0 


[| [| ( 2e-t—e-2 一 1 ) 
a 1 _ 1 = L 31: 
LS =t 28 2t 本 
2 5 2e ze 2e* + 5° + z 


旧式 (4.1.17), 我 们 有 
t 
x(t) = (t)x(0) +| (t — r)bu(r)dr 
0 
—e-t + 9e—2t —2e7t + 9e—2t 1 六 
= ( ent— e-t 26-t_ e-2t ) (DD 二 (i y z” +$ 


En + de-2t 2e-t—e-2t _ 1 —e-t+3e-2t — 1 
= + 1 Š |== 3 6 l; 
3e-t — 2e72t ) —2e-7t 4 e-t 4 Š -t _Že-2t L Š 
e e 2e™* + 5° + 3 e 5° $ 5 
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4.2. 


本 节 讨 论 线性 时 不 变 系统 状态 转移 矩阵 的 性 质 和 计算 方法 . 
1 状态 转移 矩阵 的 定义 
线性 时 不 变 系统 


z(t) = Az(t), A € Rnxn 


的 状态 转移 矩阵 (State Transition Matrix) 定义 为 


1 
Bl) = exp(AD) = 0^! = In + At+BA + A $ 
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(4.2.1) 


(4.2.2) 


JERE A 的 矩阵 指数 为 exp(A). 因此 , 矩阵 A 的 转移 矩阵 等 于 矩阵 4 与 时 间 t 乘积 的 矩阵 
指数 . 


4.2. 


2 ”状态 转移 矩阵 的 性 质 

根据 状态 转移 矩阵 的 定义 , 对 于 常数 矩阵 A cR”, 转移 矩阵 有 下 列 性 质 . 
1. 转移 矩阵 的 初 值 (the Initial Value of the Transition Matrix) 

转移 矩阵 初 值 等 于 单位 阵 , 即 


@(0) = In 


(A.2.3) 
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2. 转 置 矩 阵 的 转移 矩阵 (the Transition Matrix of the Transposed Matrix) 
转 置 矩阵 的 转移 矩阵 等 于 转移 矩阵 的 转 置 , 即 


Bar(t) = I(t). (4.2.4) 
设 矩 阵 A 的 转移 矩阵 为 D(t), 则 转 置 矩 阵 AT 的 转移 矩阵 为 D70), 这 是 因为 

exp(A™t) = [exp(41t)]7 = 7 (t). 

3. 转移 矩阵 的 导数 (the Derivative of the Transition Matrix) 

转移 矩阵 对 时 间 t 的 微分 存在 , B. 

$(t) = 45( = @(t)A. (A.2.5) 
即 D(t) 与 4 是 可 乘法 次 序 交换 矩阵 . 

4. 转移 矩阵 导数 初 值 (the Initial Value of the Derivative of the Transition Matrix) 

转移 矩阵 导数 初 值 等 于 矩阵 A, BI 

A = $(t)|0 = (0). (4.2.6) 


这 个 性 质 给 出 了 由 转移 矩阵 求 A 的 方法 . 由 这 两 条 性 质 可 知 : D(t) 是 矩阵 微分 方程 


$(t) = AB(t), @(0) = In 


的 唯一 解 . 
5. 转移 矩阵 的 着 (the Inverse of the Transition Matrix) 
转移 矩阵 的 逆 存 在 , E. 


$1t) = 8(—t), $1(-t) = (t). (4.2.7) 
这 可 由 下 列 等 式 求 得 ， 
In = D(t — t) = @(t)@(—t) = B(—t)B(t). 


6. 转移 矩阵 的 震 (the Power of the Transition Matrix) 
转移 矩阵 的 里 满足 关系 : 


GB™(t) = Bmt), (t) = 更 (一 mt. (4.2.8) 


这 可 由 下 列 事实 得 到 ， 


BT (t) = (eAtym = emAt = Amt) — (mt). 
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例 4.2.1 设 状态 转移 矩阵 为 


—e-t -2t _oe-t —2t 
S(t) = exp(At) = ( kaw s: a HAA ) ` 
R @-1(0), $B"™(t), A. 
解 ”根据 转移 矩阵 的 定义 有 
更 ' (t) =exp(— At) = exp(A(—t)) = 更 (一 
—et + 2e2t —2et 十 2e2t 
-( et — et 2et — e2t )， 
D” (t) = exp[m At] = exp[A(mt)] = $B(mt) 
-( -mt L 9e-2mt 96-mt L 2e—2mt ) 


emt _ e—2mt 29e—mt _ e—2mt 


HT 
更 ( = A exp(At) = exp(At)A, 
所 以 当 t=0 时 ,有 
et—4de ?2t  2e™t — 4e7% cg 29 
A= (0) = ( —e-t+2e-2t —2e7t + 2e7?t ). a ( T. L= ) ` 
7. 转移 矩阵 乘法 (the Multiplication of the Transition Matrices) 
转移 矩阵 乘法 是 可 交换 的 , 即 


#(t)#*(t) = B(t1)B(t), (4.2.9) 


P(t t1) = @(t)@(+t,) = @(+ti)%(t), 
B(t — t2) = P(t — ti)#(t — t2). 

事实 上 ， 
@(t + t) = eAG+t) ~ eAteA(zti) 一 (t)B(+tı), 
@(t — to) = eAG(t—t2) — eA(t—ti+ti—t2) 


= eA(t—-ti)eA(ti—ta2) — B(t — tı)B(tı — to). 
这 个 性 质 可 以 推广 到 一 般 情形 : 


D(t +tı +t2 +`: +tm) = @(t)@(ti)@(t;):-: 更 (tv)， 
D(t — tm) = B(t — t1)B(tı — t2)B(t2 — t3) ---B(tm—1 — tm). 


上 式 说 明了 转移 矩阵 的 转移 性 质 (the Transition Property of the Transition Matrix). 
8. 状态 向 量 的 转移 特性 (the Transition Property of the State Vector) 
对 于 任意 初始 条 件 z(t1), 线性 系统 i(t) = Az(t) 的 解 可 表示 为 


x(t) = B(t — tı)æ(tı). 
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事实 上 , 给 定 初 值 =(0), 根据 式 (4.1.7), 有 
Z(t1) = e^" x(0) = @(ti)mz(0). 

所 以 
x(t) = eAG—ti+ti)z(0) e eAGt—ti)eAti (0) 


=8(t — ti)@(ti)=(0) = (t — tı)æ(tı). 


æ(tı) = $ 1(t — tı)æ(t) = @(t — t)æ(t). 
这 说 明 系 统 状态 转移 具有 可 逆 性 , 状态 向 量 z( 可 由 z(t1) 转移 而 来 , z(t1) 也 可 由 z(t) 转 
移 而 来 . 

9. 可 交换 阵 和 的 转移 矩阵 (the Transition Matrix of the sum of Commutable Matrices) 

若 4 与 BB 是 可 交换 阵 (4B = BA), W 


BA+B(t) = BA(t)BB(t) = $p(t)@ A(t), (4.2.10) 


即 e(4+B)t — eAteBt — eBte4t; 否则 e(4+B)t Z eAteBt 4 eBteAt, 这 是 因为 矩阵 指数 e(4+B)t 
展开 后 包含 了 4 与 B 的 乘积 项 (乘积 项 与 次 序 有 关 )， 
el(A1B)t = T, + (A + B)t + 二 (4 +B +... 


In+(4+B)t4 za | AB + BA +B?) +... 
erent = (m+ Att AP t) (m+ Bet Eee) 
=I + (A+ B)t+ (4? +2AB + BD) +- 
eat — oAtoBt = (BA — AB)? + --- 


只 有 当 AB = BA 时 , e(4+B)t 一 e4teBt — 0. 

10. 相似 矩阵 的 转移 矩阵 (the Transition Matrix of the Similarity Matrix) 

如 果 存 在 非 奇 异 相似 变换 矩阵 P AERE B 使 得 4 = PBP (这 称 为 相似 变换 ), 那么 
就 说 A 和 B 是 相似 矩阵 , 且 有 

@A(t) =e4t = PBB(t)P-! 

= Pe”tpi, (A.2.11) 

事实 上 , 根据 状态 转移 矩阵 的 定义 有 

@A(t) = e4t 一 ePBP Yt 


=I,+(PBP- t+ (PBPP? + (PBP)? + 


=L. +PBP-lt+ PB Pe + JPB’ P? + 
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Ti (m+ B+ pp + q Be +...) P~ 
=P tp pi 
进一步 , 如 果 A e Rnxn 可 对 角 化 , 其 特征 值 为 和 1, 和 2,:… An P Z 
TAERE, 则 有 
P ''AP = diag|i, Xa，……，,Xn] =: A, 
IÈ A = PAP 148 
S(t) = et = diag[e™t, exzt .… ,eX"t], 


$lt) = Pe^t P7! = Pdiag[e™t, e22t ... eùt] p-1. 


H 4 的 特征 向 量 构成 的 


(4.2.12) 
(4.2.13) 


11. 块 对 角 阵 的 转移 矩阵 (the Transition Matrix of Block Diagonal Matrix) 


设 A = blockdiag[Ai, A2,… , Am], WA 
BAlt) = et = blockdiag[® A, (t), Baz (t), > , BA, (t)] 
= blockdiag[e4at eA2t, ... efnt], 


这 一 性 质 很 容易 根据 转移 矩阵 的 级 数 定 义 加 以 证 明 . 
4.2.3 ”状态 转移 矩阵 的 计算 


(4.2.14) 


例 4.2.2 ”假设 B) := Balt) = e^ 是 z(t) = Az(t) 的 转移 和 矩阵， 引入 线性 变换 


x(t) = TE(t) (T 是 可 逆 矩 阵 ), 变换 后 的 系统 为 
z(t) = T -1 AT'2(t) 

或 
元 (人 = Az(t), A:=T-1AT, 

则 变换 后 系统 的 状态 转移 矩阵 为 
$(t) = T -1@(UT. 


事实 上 , 根据 状态 转移 矩阵 的 定义 有 
E(t) := 更 xz( = et = eT ATt 


= In + (T AT)t + ara + IAT Fom 


In +T ATt+4 TAT? + ITOAT? Ho 
=T! (z. 十 4t 十 ZË +A +) T 
一 人 -le4tT = T'8(t)T. 


Bazs 计算 4 一 (1 To ) 的 转移 兴隆 


(4.2.15) 


(4.2.16) 
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解 ”计算 4 的 特征 值 , 令 


det[sI2 — A] = an — 


|= +3s+2= e +1DG+3 =0, 


所 以 s = M = -1, s = à = —2. 两 个 特征 值 不 相同 , 故 4 可 对 角 化 . 计算 两 个 特征 向 量 
pi = (2) 和 p> = 2) $ Api = Aini, 即 


p21 
(3 ): 
分 解 为 两 个 方程 


—3p11 一 2p21 = 一 D11， Dll = 一 D21. 


只 有 一 个 独立 方程 , 有 无 穷 多 解 . 最 简单 取 pa = -1 有 pu = 1, W 


分 解 为 两 个 方程 
—3p12 一 2p22 = —2pi2, p12 = —2p22. 


2 x 
R pa = -1, ff pa = 2, t pa = (22) = ( . 构 
D22 = 


A= TAT-1, 
@(t) := e^t = eT4T = Te^tT-! 
2 1 2 & -1 一 2 
a et e-2 +: A: 


et Derat —1 —2 É _ 1 一 e 环 十 2e-2 ~—2e t+2e 2 


一 e —e7?t i j t— e-2t 2e7t — e7?t 
如 果 4 不 可 对 角 化 , 但 总 是 可 约 当 化 , BE 4 = TJT-1, 其 中 J 为 约 当 和 矩阵 , 定义 如 下 


J = blockdiag|J1, J2,- +- , Jp] € Fx, 
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其 中 J, 是 约 当 块 . < T 是 由 广义 特征 向 量 构成 的 可 逆 变 换 矩 阵 ， 


@(t) := e^t = eTIT™t 


= Tblockdiag[e" t eJ2t ... et] T! € EF"*". 
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此 有 


(4.2.17) 


矩阵 指数 函数 或 状态 转移 矩阵 D(t) = e4 的 计算 是 非常 重要 的 . 尽管 MATLAB 提供 
了 一 个 函数 expm 可 以 计算 转移 矩阵 e^t, 但 掌握 一 些 基 本 方法 计算 一 些 简 单 矩阵 和 特殊 矩 


4.3.1 ” 拉 普 拉 斯 变换 公式 
1. 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 


阵 的 矩阵 指数 也 是 必要 的 . 下 面 讨论 计算 方 阵 A € R"*" 的 转移 矩阵 . 


F(s) 表示 时 域 函数 f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace Transform), 定义 为 


F6) = LOL = | Feat, 


其 中 f(t) 称 为 原 函 数 , P(s) 称 为 象 函数 , 是 频 域 s = o + jw 上 的 函数 , j = /—1. 


设 5(t) 代表 单位 脉冲 函数 , 定义 为 


它 代表 宽度 为 零 , 高 度 为 无 穷 大 , 面积 为 1 的 一 个 冲击 . 1(t) 代表 单位 阶 跃 函数 , 定义 为 


人 P 

2. 一 些 典 型 函数 的 拉 氏 变换 公式 

1) .216(0)] = k 5(berstdt = 1. 

2) 2ft- 7)] = k Slt — r)e stat = esr. 
3) .ZI1(t)] = | Š 1(t)e tat = L, 

4) [t] = r te stdt = 5 


°° ! 
5) 7t] = | t2e-stqt = Z. 


nl! 
gnti’ 


°° 
6) ZY[t"] =| tedi = 


1 
s+o 


co 
7) Zle °t] = | ete stdt = 
0 
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L t i t t 1 
8 一 te e “dt = ——. 
) e] ji S (s +0)? 


ig 2! 
9) [er t] = | Pete tdt = 一 一 一. 
0 (s+o)3 
ee n! 
(10) Z[t”e = tre te dt= GT 


E S et 
GD Zsin(oə0)| = | sin(o)e "at = > 


(12) Z [cos(wt)] = iB cos(wt)e™ tdt = = 
0 


52 十 w2 


co 
一 at sj 一 at sj —stq, 一 w 
(13) -Z|e “t sin(wt)] = | e7% sin(ot)e dt = CPE 
co 
一 ct 一 ct -stg 一 s+o 
(14) Z|e "cos(wt)] = | e7% cos(wt)e™ dt = EEE 


3. 拉 普 拉 斯 反 变 换 的 定义 
将 象 函数 F(s) 变换 成 与 之 对 应 的 原 函 数 f(t) 的 过 程 , 称 之 为 拉 普 拉 斯 反 变换 . 拉 普 拉 
斯 反 变换 或 拉 普 拉 斯 道 变换 (Inverse Laplace Transform) 定义 为 


1 c 十 joo 
FO = IRC = z | Pleas, 


式 中 c 是 大 于 F(s) 所 有 极点 实 部 的 常数 . 
如 果 把 f(t) 的 拉 氏 变换 F(s) 分 成 各 个 部 分 之 和 , 即 


F(s) = Fi(s)+ F2(s) +: + Fn(s). 


车 F(s), Fx(s), …, Fals) 的 拉 氏 变换 很 容易 由 拉 氏 变换 表 查 得 , 那么 

f(t) = #—"[F(s)] = -27 [F (s)] + -27 [Fy(s)] +- + Z [Fn(s)] 

= fi (t) + fo(t) +- + fat). 

当 F(s) 不 能 简单 地 分 解 成 各 个 部 分 之 和 时 , 可 采用 部 分 分 式 法 将 F(s) 分 解 成 各 个 部 分 之 
和 , 然后 对 每 一 部 分 查 拉 氏 变换 表 , 得 到 其 对 应 的 拉 氏 反 变 换 函 数 , 其 和 就 是 F(s) 的 拉 氏 反 
变换 , 或 者 根据 拉 普 拉 斯 反 变换 的 定义 利用 留 数 法 求 原 函数 . 

4. 典型 二 阶 系统 输出 响应 
型 二 阶 系统 的 传递 函数 为 
wa 
82 + 2éwns +w’ 


G(s) = 


其 中 é ABEE, wn > 0 为 自然 振荡 频率 . 
脉冲 输入 时 的 系统 输出 响应 为 
w2? 
soseo erra] 
wn gi | VI- Ewn | 
VE” [G+&)i+(V1- Eun) 
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= AF e S@nt sin(y/1 — E wnt). 
阶 跃 输入 时 的 系统 输出 响应 为 
-1 [G(s) = wa 
90-2 |] -| 


s(s2 + 2éwns + w2) 


2 工 A 5 十 26wn 
< Ë s? | 
jega S + Ewn V1— on 
(s + wn)? + (/1 — E? wn)? -元 = E? (s + wn)? + (V1 -— E? wn)? 
=1— e St esv 1— E wnt) 一 eV — €2 | 


eunt 1-8 


=1— Vi —é€2wnt+0), 0 = arctan 
读者 可 验证 : 阶 跃 响应 的 导数 等 于 脉冲 响应 , 即 y(t) = g(t). 
4.3.2” 拉 普 拉 斯 反 变 换 法 
拉 普 拉 斯 反 变换 法 求解 矩阵 A 的 转移 矩阵 公式 如 下 : 
@(t) = et = .2-1[(s7 — A)T}, (A.3.1) 


其 中 2-1 为 拉 普 拉 斯 反 变换 . 
例 4.3.1 计算 二 阶 对 角 阵 


= 0 ) em” 


0 À 
的 转移 矩阵 D(t). 
解 ” 由 于 
| 入 0 S 一 入 0 
ma 
adj[sI2 — A] 1 六 0 
(=A) "= det[sT; — A] -aa Oe | 


1 
a s—AA . 
° 5 一 X2 
进行 拉 普 拉 斯 反 变换 得 到 转移 矩阵 ， 
@(t) = et = 2- 1[(sI2 — A) 1] 


Àit 
e 0 
一 EP 


0 e22t 


例 4.3.2 FE -MAKERE 


zaf” O ) se 
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的 转移 矩阵 D(t). 
于 
sh - h = #== Ñ s Ji 
(sh, — J)! = adj[sI2 — Jo] _ L 


-(™ | 
À 


进行 拉 普 拉 斯 反 变换 得 到 转移 矩阵 ， 
@(t) = e7* = .@#—1[(s I, — Jo) 1] 
eùt text 


2x2 
= Eps, 
et 


例 4.3.3 ”计算 三 阶 约 当 和 矩阵 


N 3 
Js = N. T | = 
À 


 det[s, — Ja} (s — À)2 


) 


1 


3 一 入 


Gii 


的 转移 矩阵 D(t). 
E 由 于 
s-À -1 
m-a s—À -1 
3 一 入 
ç (s — à)? 
-1_ adj[sI3 — J3) _ 1 
a na- 
= S E 
5 s— À Ey GN 
s—À (s SN 
进行 拉 普 拉 斯 反 变换 得 到 转移 矩阵 ， 


D(t) = eJ = .2 (sm — Ja) 1] 


et text 下 ex 
一 At oh e F3*3. 


e te 
eùt 
B 4.3.4 设 
4=( i 此 o, w 2 0, 
用 拉 普 拉 斯 变换 方法 求解 D(t). 
解 F 
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_1 _ adj[sI2 — A| $ s+o —w 
(s =A) det[sI2 - A] (s+o)?+w? ( w s+o ) 
s+c —w 
(s+0) +w? (s+o)2 +w? 
z w s+c 
进行 拉 普 拉 斯 反 变换 得 到 转移 矩阵 ， 


@(t) =e4t = .2 -1[(sm — A) 1] 
E ( ectcos(wt ~e- tsin(wt) ) 


etsin(wt) e7% cos(wt) 
上 面 直接 给 出 了 利用 拉 普 拉 斯 反 变换 计算 转移 矩阵 的 例子 ， 下 面 给 出 一 个 通用 计算 
公式 . 
W 4 是 nxn 矩阵, 且 其 特征 多 项 式 为 


det[sT — A] = s” + ais"! + a2s"™ ?++ Qn_1s + an, 


参见 第 3 章 思考 题 24, 可 知 (sI — A) 的 伴随 矩阵 为 
adj[sT — A] = (s"-1 + a18”? +... +as-28 + an-ı )I 
十 (s"-2 + a18"? +- H an-3S F an-2) AF 
(3? + ays + a2) A"? + (s + aa) An-2 + A"! 
= A"! + (s + a1) A"? + (8? + as + a2) A" +... 


十 (sn-2 + a18”? +- -- + an—38 + an2) A 


+(s" l + as”? + -+ + an-28 + an1 JI. 
于 是 有 
€ adj[sI — A] 
一 A) = —— 
ë ) det[sT — A] 
2 1 A™-1 
sn +aíisn-l+aysn-2+...+'da.,-18+ an 
3 十 al | 


s” + ais”! + a287? + -- -+ an-18 + an 
s? 十 als 十 a2 
Sn 2 十 alsn 3 十 … 十 Qn_35 十 Qn-_2 
Sn 二 +Q1s"-1l+a2sn-2 二 +.… 十 Qn_15 十 an 
gn-l Lasn-2 L... +as-28 +as-1 
s asl Has? H- aS +a ` 
对 上 式 进行 拉 普 拉 斯 反 变换 可 得 转移 矩阵 ， 可 见 这 种 方法 对 高 维和 矩阵 A 的 计算 极其 复杂 . 
上 式 说 明 存 在 严格 真有 理 函 数 ails) 使 得 下 式 成 立 [读者 可 从 上 式 找 出 ai(s)]， 


An-3 十 ..- 


(sI— A) l =oo(s)I + oi(s)A +oo(s)A2 十 :十 an_1(s)47 1 
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进行 Laplace 反 变换 得 到 
S(t) =Z `[(sI — A)”?] 


= Z-|ao(s)]I + 2- o (s)] A + Z l[oə(s)] A2 +- + an(s) A”, 


e^t = oo(t)T + a(t) A + az(t)A? +... + oan-1(t)A™!, 


其 中 


ai 人 :=-22-1[ai(s)]， 
sn-l + ais”? +... + an-28 + Gn-1 
ao(s) := — En E ， 
sn + ais' 十 Q25 + - + asa-18 + GA 
sgn-2 + as”? +--+ an-38 + an-2 
OO e aa a a 
sn + as + a2s 十 … 十 an-13 十 CQn 
s2 +as+a T 
on) A 
sn + ais”! + azs”? +--+ an-1S + an 
s+a _2 
OO 
Gn-2(s sn +aisn-l+aoəsn-2 +--+ an—1S + aa 
= 1 n—_1 
Qn-1(s) := 8 十 alsn-1 十 a2sn-2 十 …: 十 an-15 十 an 
例 4.3.5 对 于 2 x 2 矩阵 ， 
于 
aa 
把 其 特征 多 项 式 记 为 
#—1 -3 
dts A= ( a 2 ) 
=s2— s — 2 =: 3 + 018 + aos. 
那么 有 
2 adj[sI — A] 1 6 十 0 
= Aj A 
(s ) det[sT 一 4] s2+ais+a2 s2 +as +a” 
和 el L g=1 
A I; A 
人 
-73 1/8 2/3 1/3 
A h. 
(+ 25) Ü (25 25 š 
进行 Laplace 反 变 换 


D0) =Z (sT — A) 


= _1 =E p L e 2 t 1 2t 
= 3° 3° A+ 3° 十 38 I 


(4.3.2) 
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4.3.3 ”级 数 展 开 方法 
级 数 展开 方法 就 是 使 用 转移 矩阵 的 定义 式 : 


272 343 
@(t) = e4t = In e aa yat + (A.3.3) 


例 4.3.6 计算 二 阶 对 角 阵 


A Naa 
A= ( à x ) = das, 5] 


的 转移 矩阵 D(t). 
E 因为 
A= Atta = x: Se J: 
2 
TER A&P A3 
P(t) = e4t = 


eb Ií x iLE A2 Pea x CT 
n 1 和 2 2! 33 3! 2 


1+A 和 t+ Oe AD po + 
= Oan? + (2t)? q Sa 


l+ Xzt 十 = 


由 此 类 推 , 如 果 A = diag[A1, 和 2,… , An], WA 
$A(t) = e^t = = diagle Art eah ... ,ex" 
例 4.3.7 设 
A= ( Ó Í Ji 
用 级 数 展开 方法 求解 D(t). 
解 ” 当 b=a 时 , 情形 比较 简单 , 这 里 从 略 . 当 a Z b PF, 有 


2 2 
aaa JE nels F fe a? — 
= a` 2 a— ， 
0 b 0 b 0 b 0 b2 
3g 
2 4 1 Sd 3 Q — b 
A 
0 b2 0 bs 
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E: 2 
和 ab $ 
A= A= ( 0 a b 


a 
0 
-( at a3 + a2b+ ab +b? )= [ 


est —ebt 1 1 at bk iak P Ëa b3 
a—b a—b a—b 2! a—b 3! a—b 


š 2_ 12 a3 — b’ 
1 O as Pf £ B| a3 
0 1 )+( SES azb +s asb +=. 
0 b 0 b 


2 3 2 2 _ p2 3 3 _ p3 
r. paka pe eb SD b a 


= 2! 3! 2! a—b 3! ab 
0 1l+bt+ e ti) 
[ a ert—ebt ) 
=| ° a=b ; 
0 ebt 
24 b =a 时 ， 
@ l 
al 0 2) 
的 转移 矩阵 可 以 这 样 求解 : 


eat Ci at at 
lim @(t) = lim a-b |= ( AA ) 
b—a b—a 0 7 D € 


e 


从 这 个 例子 可 知 , 当 4 是 对 角 阵 时 , 其 对 角 线 上 元 为 系统 的 特征 值 , 这 种 方法 才 可 行 , 但 也 
很 复杂 . 如 果 A 是 非 三 角 阵 , 这 种 方法 几乎 不 可 行 . 
如 果 存 在 相似 变换 矩阵 P 和 矩阵 4 使 得 4 = PAP, 那么 


@(t) = Pe p-1. 


WR A 可 对 角 化 , P 是 由 4 REER, 4 是 由 4 的 特征 值 X; 构成 的 对 
角 阵 , BI A = diag[Xi, M2,… ,Mn], 那么 有 


S(t) = Pdiaglent et,- ,eM P- 
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例 4.3.8 ”计算 下 列 和 矩阵 的 转移 矩阵 ， 


A L 
As ( 0; 3 ) š 
解 ” 利用 Laplace 反 变 换 求解 : 
@(t) =e" = .071[(sT — A) `!] 


1 ¿ 
—1 — a 
re s=) = -goal s3. G= | — ete 
= {( 0 RA] }-z | 0 I =N Dat 
3 一 入 


例 4.3.9 计算 下 列 三 阶 约 当 和 矩阵 的 转移 矩阵 ， 


3 3 
A= Ww 1 F 
À 


解 ” 利 用 Laplace 反 变 换 求解 : 
@(t) =e = _@—1[(sI — A)”1] 


4.3.4 凯 莱 一 哈密 尔 顿 方法 
1. 特征 值 相 异 情形 
(因为 该 方法 是 根据 凯 莱 -哈密 尔 顿 引 理 推 导出 来 的 , 所 以 我 们 取 这 个 名 称 ) 


P(t) = e^t = aoIn +1 A +o2A2 +... +o 1 AnÍ1, 


ai 通过 下 面 的 方法 确定 . 用 4 的 特征 值 (Eigenvalue) s, 代替 上 式 中 的 4 可 得 


e%t = ao 十 alsi 十 aa2s2 十 … 十 am_1s7 1. (4.3.4) 


当 s, 互 不 相同 时 , 共有 nn 个 独立 方程 , 不 难 求 得 


EE 
Qo Í L 二 ee ar est 
ad L gy 89 ¿ë apot es2t 
Wid Jj. S SB. ss Ra esnt 


2. 有 重 特征 值 情形 
对 于 有 重 根 情形 , 假设 第 1 个 特征 值 s1 为 m 
特征 值 , 那么 只 有 n 一 m + 1 个 独立 方程 : 


es1t=Q0+QlS1+Q25? 二 :十 Qn_1S? `, 
AT < 
est = Qo + O18; + O25 二- 二 Qn_157 , š=m+1,m+2,-:- ,n. 


EN 
En 


, 其 余 的 Sm+1, Sm+2, …，, sn 都 是 互 异 
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则 上 式 第 1 个 方程 两 边 对 si 求 (m — 1) 次 导数 , 可 增加 得 到 m — 1 个 方程 ， 
tent =a +2azsı 十 3ass 十 … 十 人 一 1)an -ls 一 2， 
test —2oo2-+ 3lossi + 4 x 3048? +- + (n — 1)(n 一 2)an 1s? 3, 


test =3!az + 4!a3s1 +5 x 4 X 3043? +--+ (n — 1)(n — 2)(n — 3)an_1s? 4, 


m 


tm lesit = (m — 1)!'Am-1 + Mam-151 +--+ (n — 1)(n — 2) --- (mn — m + 1)an-151 ™. 


这 样 仍 是 n 个 方程, 故 可 解 出 ai, i=0,1, ,n 1. 再 把 a, 代入 B(t) 的 表达 式 中 , 可 求 得 
转移 矩阵 , MTIR e^t. 


4.3.5 用 MATLAB 函数 计算 转移 矩阵 


状态 方程 的 求解 可 归结 为 计算 状态 转移 矩阵 , 即 转移 矩阵 D(t) = e^t. 对 于 给 定 矩 阵 A, 
MATLAB 将 提供 了 一 个 函数 expm 可 以 计算 e^t. 例如 , 计算 矩阵 


-3 -2 
a-( F o) 
的 转移 矩阵 的 MATLAB 命令 为 


>> t=sym(”'t '); 
>>A=[-3, —2; 1, 0] 


>> expm(A*t) 


ans = 
[ 2*exp(—2*t)—exp(—t), —2*exp(—t)+2*exp(—2*t )] 
[ exp(—t)—exp(—2*t), —exp(—2*t)+2*exp(—t)] 


这 与 例 4.1.3 的 结果 一 样 . 


4.4 ”特殊 矩阵 的 转移 矩阵 计算 


本 节 讨 论 一 些 特殊 矩阵 的 转移 矩阵 计算 问题 , 可 参见 Applied Mathematics and Compu- 
tation 上 的 论文 “Computation of matrix exponentials of special matrices (特殊 矩阵 矩阵 指数 
的 计算 )” [zal 


4.4.1 “基本 函数 级 数 公式 


计算 特殊 矩阵 的 转移 矩阵 , 需要 掌握 下 列 级 数 公 式 . 
1. 指数 级 数 
1 


L. 1 T 
Ka ES S ES” S. R 
e =1+t+ É tst 十 天 +at s 


4.4 ”特殊 矩阵 的 转移 矩阵 计算 ”165 


Á 1 1 
eh p a 4 Bii 
tg tg 
2. 双 曲 级 数 
ë +e 1 1 1 
ch(t) := cosh(t) 7 1+4 a + I” + ae Fore 
; :~ 1 1 1 
sh(t) := sinh(t) > t+ nt + aT i 2 
3. 三 角 级 数 
令 j= V=I, 由 
j p i 1 Ak 1 .1 
et = cos(t) +jsin(t) = 1 + jt — “uka A + nt Tis + 


比较 实 部 和 虚 部 可 得 三 角 级 数 : 


cos(t) = 于 =1— x $ r _ he 
Ot | 1,s_ 1,7 
sin(t) = p 7t a tae — t + 

4. 双 曲 函数 与 三 角 函 数 关系 

下 列 关系 式 成 立 : 


ch(t) = cos(jt), sh(t) = jsin(jt), cos(t) = ch(jt), sin(t) = jsh(jt). 


4.4.2 ”基本 矩阵 的 转移 矩阵 
下 面 计 算 一 些 特殊 矩阵 的 转移 矩阵 . 
1. 单位 阵 (Identity Matrix) 


n 阶 单位 阵 五 的 转移 矩阵 为 i 
B(t) =exp(Int) = In + Int + ger + get + 


1 1 
I,+4 Int+ Int? + mnt He 


1 A 
=ħ(1t+ gtt gtt r = er, (4.4.1) 


2. 斜 单 位 阵 (Anti-Identity Matrix) 
斜 单位 阵 有 时 称 为 交换 阵 (Exchange Matrix). REMEH I RI. 定义 n 阶 斜 单位 阵 : 
I, :=adiag[1,1,: - - ,1] 


二 e Rnxn 
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所 1 1 1 
B(t) = exp(Int) = In + Int + ah + get + ID“ + 
1 


= Tr 2 T 73 4 
Sint Intt ghnt + ght + ght + 
ERS TS n Lt+ LLt + LL 
= (hh +y + ht +t J + (tt ght + it + 
s 1 2 1 4 1 3 1 5 r 
- (+ 2 + to) GET Prt tt ls 
= ch(t)In + sh(t)T, 
t -t tet 
LETI n+ ZE e R”. (4.4.2) 
3. 对 角 阵 (Diagonal Matrix) 
对 角 阵 定义 为 
A := diag[Ni) Ma, , Mn] € Fnxn. 
由 于 
A: = diag[Ni, NX, AR] E Fen. ¿= 1,2,3,... 
所 以 i i 
@()=e* = mnt At HAP HAH 
= diag[e™t, eòt,... ,eòrt] € nxm. (4.4.3) 


4. 斜 对 角 阵 (Anti-Diagonal Matrix) 
斜 对 角 阵 用 A 表示 , n 阶 斜 对 角 阵 的 定义 如 下 


A := adiag[a1, a2,:.* ,an] 
Q1 
= . 中 EF”? aiani = d2. 
an 
由 于 
(aian) 
I (azan-1)Ż f = dir, A2i-1- 42-24 i=1,2,3,... 
(ana1)’ 
所 以 


a 
3! 

L 3 i Í ga H — x E aa á; 
(到 + 去 上 而 人 ko. | +$ L+ tabi A tsb esa A 


@(t) = et = In + At + ze + — Aš + A + 


i E ai Las... Tok = 
(+ $e tadt t- JI. +t 1 十 本 4 +adt +- JA 


= ch(dt)In + sh(dt) A/d € Fnxn. (4.4.4) 
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5. 约 当 矩阵 (Jordan Matrix) 
先 计算 一 个 三 阶 约 当 算 阵 


À 1 
Js = A 1 | EP 
À 


的 转移 矩阵 B(t). Js 的 各 次 寡 如 下 ， 


A2 2A 1 
J2= X SN | esas. 


入 2 

AS BAZ SA 

J$ = A BAZ Emra 
和 3 

Ak kAÀk-1 k(k h 1) x-2 

J= xk Tags e p3x3, 
Ak 
TE 1 1 1 
B(t) = exp(Jst) = Is + Jst + Be + PA y 5i CAAP 
t? 
et text ION 
= aN ` q NE eF”, 


À 1 
X i 
h= X. ae eska, 
“< t 
À 
Jachi F, 
X 2A 过 
是- 站 
J2= pv 1 A 
2 入 
入 2 
A3 3A? 3A 1 
ASO SA7 人 
p= 2 3y? 1 | epn 
n ; 
和 3 3 入 


168 第 4 章 线性 系统 的 运动 分 析 


k(k—1) k(k—1)(k—2) k(k—1)(k—2)...(k—n+1) 


k k—1 k—2 E P. k—n+1 
A EA a 3! À (m — 1)! A 
AF kAÀk-1 k(k < 1) Ak-2 
2! 
F K(k— 1)(k - 2) x- 
* k—1 < 大 一 3 
gb 入 kX : — 
k(k-— 1) k-2 
a 
x kAK-1 
AF 
所 以 1 1 1 
@(t) = exp(Jnt) = In + Jnt + nt + grt + gr” + 
t2 t tr- 
At ww Sa É“ At At 
€” t pe m° a-i 
eA tet P A ga eàt 
2! (n — 2)! 
一 e tet i e pFnxn, (4.4.5) 
t 
At . At 
e . PIN 
text 
et 
6. 斜 块 单位 阵 (Anti-Block Identity Matrix) 
一 个 (2n) x (2n) 斜 块 单位 阵 定义 为 


Z= I, € RCX), 
I, 


由 于 A” = In, AH = A, 正 负 斜 单位 阵 的 转移 矩阵 为 
wa 1 242 1 343 1 444 
@(t):= e t= Da + At+ XA t + 可 4 t Hys t +: 


1 1 
二 43 妇 十 二 


39. L 3 L. 2224 
= (Imt JAPA +[At+ EI 


at) 


2! 4! 3! 5! 
= cosh(t) IT2n + sinh(t) A € R(2n)x(2n). 


1 1 1: f 
= (Tnn + Hnt + Intt +- .) + (4: + ZAP + —AtS +: =) 


这 个 结果 可 以 推广 到 下 列 斜 块 单位 阵 : 
A =adiag|In, In,- , In] € REX (En), 


7. 斜 正 负 块 单位 阵 (Positive Negative Block Anti-Identity Matrix) 
一 个 (2n) x (2n) 正 负 斜 块 单位 阵 定义 为 


a In (2n) x (2n) 
A= ( I, ) e R š 
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由 于 A? Ton, A? A, 44 = In, A = A, AŠ Ion, A A,- 
的 转移 矩阵 为 
1 1 1 
Se I f 22 8;3 ， 4⁄4 | 
@(t) := e Izn + At + x 4 t4 了 4t + 五 4 t° 4 


1 
3r 
1 
3! 


1 1 
= (inn + JAY + TA +) + (a+ 


[ai aJa 


= cos(t) L, + sin(t) A € ROn)x(2n)_ 
这 个 结果 可 以 推广 到 下 列 斜 正 负 块 单位 阵 : 
, Iņ, —In] € R(kn)x(2kn). 


A = adiag|In, — In, In, —In, -+ 


8. 正 负 交错 单位 阵 (Positive Negative Alternating Identity Matrix) 
正 负 交错 单位 阵 定 义 为 


At + A +e 


1 
3 5 
At + 名 和 =s 


…, 斜 正 负 块 单位 阵 


) 
) 


A=diag[ll,—1,1,—1,.… ,(—1)" 1]. 
其 转移 矩阵 为 
@(t) = e^t = diag[et et et et... (DU t] E Rnxn. (4.4.6) 
9. 正 负 交 错 斜 单位 阵 (Positive Negative Alternating Anti-Identity Matrix) 
正 负 交错 斜 单位 阵 定 义 为 
A=adiag[ll,—1,1,—1,... ,(—1)"7"] 
1 
= 
= Zi 1 E Rnxn, 
Cp 
由 于 A? In, 43 = —A, 44 = In, 45 = A, A = In, A? = -A,.…, 正 负 交错 斜 单位 阵 
的 转移 矩阵 为 
1 1 Ñ, 
NEE NN 2,2 343 4,4 
BU) = e^ = T HAt HAP HAP H A 
= 1 42,2, l 44,4 1 433 1 4525 
= (m+ 24 t 十 而 4t ese | F At+ z4 t ts 4 Aeae 
= r E E 1 aB las 
= (mm + Tt -) 4 (a iat 十 页 4 一 … 
= cos(t)In + sin(t) A € R”*”. (4.4.7) 
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10. 双 对 角 单 位 阵 (Dual-Diagonal Identity Matrix) 


双 对 角 单 位 阵 定义 为 
1 1 
1 1 
a DEA 
A= : e Rnxn. 
+ j 
1 1 
1 1 


当 为 偶数 时 , A = 五 十 五 : 因为 五 与 五 是 可 交换 阵 , 根据 可 交换 阵 和 的 转移 矩阵 性 质 
(4.2.10), 利用 式 (4.4.1)、 式 (4.4.2), 我 们 有 
更 4( :=e4 = exp(I,t + Int) = exp(Int) exp(Int) 


= (= Hir pE =L.) = <. tpi a lp c Rnxn。 (4.4.8) 
n 二 2k 十 1 为 奇数 时 , A = diag[Ix,0, 式 | 十 Dry. 因为 [I,0, Ik] 与 Dry 是 可 交换 阵 , 根 
据 可 交换 阵 和 的 转移 矩阵 性 质 (4.2.10), 利用 式 (4.4.1)、 式 (4.4.2) 有 


BA(t) := et = exp(diag[Ik, 0, Ir]t + Tarrit) = exp(diag[Ik, 0, Tk]t) exp(T>k+1t) 


lK 


-t 
= diag[e* Iņ, 1, e* Ix] (= fs J 了 = han) 
et s. ee et — e-t L 
= ; C. 
Ik 
Ly. 
; et+e-t 人 i 
= + 一 1 
2 Ay ti et Iy 
z F 
2t 2t 
s 1 e' j 
2 ™ 2 h 
a e+e p =e 
2 2 
2t 2t 
+1 e*—1- 
5 Ik Ik 
241 2 1 _ 
2 了 
= 0 et 0 egaxa, (A.A.9) 
e* -1+ empi 
Jx 9 
De Rusa 


可 推广 到 双 对 角 块 单位 阵 (Dual-Diagonal Block Identity Matrix) 
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I, I, 
I, Ip 
bp EE 
= : € R(np)x(np)_ 
I, I, 
Ip Ip 
Ip Ip 
11. 块 单位 阵 (Block Identity Matrix) 
由 单位 阵 构成 的 块 单位 阵 如 下 ， 
[h I, (2n)x (2n) 
A= ( L, L, ) e R J 
因为 
A2=2A, A3=22A, At=23A, Ak=29k-1A, k=2,3,... 
块 单位 阵 的 转移 矩阵 为 
1 1 1 
@(t) := et — I + At + Te + gat + gai Eesi 


s= 1 2 1 2 3 Los 4 
= In + At + 52At 十 可 2 At +32 A oa 


RTR: 
= Tm + (t+ He 二 可 


1 

2,3 344 

228 + 2t + )4 

= L a 2t + L (202 十 工 (203 十 工 (26)4 十 …. 4 
二 2! 3! 4! 


1 
= In+ z” -1)A 


2 十 1 2t 1 
e 1, e 


= 22 j EA i € RCX n), 
2 2 TIn 
可 进一步 推广 到 
In IL, (2n)x (2n) 
A= ( _IL L. ) ER ; 


In -hn 
-In In 


y AE vao h 
a E a A 
À Ç. š € R(kn)x(kn). 


) E ROn)x(2n). 


3 


€ REX (kn), 
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12. 过 矩 阵 (Unity Matrix) 
元 全 为 1 的 矩阵 简称 为 志和 矩阵, 定义 如 下 ， 


1 1 :1 
E A <a; Ë 

A= 人 s e R"™*"™. 
£ 3 ah 


因为 
A2=nA, A3=n2A, At=nA, AF=nmnFA,k=2,3,:--- 


喜 和 矩阵 的 转移 矩阵 为 


1 1 1 
i 242 343 
DU) =e% = I+ At +A P HGA H 


4! 
= I,, + At + LnAt? + Inar + Lata + 
2! 3! 4! 


Att 


a l o, 1,23 l 3⁄4 
= Mn+ (t+ dnt +y t + Int +: A 
1 


e 1 2 4 3 1 4 
= Mn+ È (net 让 (nd) + s| (nt) +g” 十 … JA 


=I. + (et —1)A 
n 


et+n-1 ent — 1 ent — 1 ent 一 1 
n n n n 
ent — 1 ent +m —1 ent — 1 ent 一 1 
n n n n 
nt nt nt pi . 
ç e I e 1 e” Egas =s L TE i e Rnxn_ 
n n n 
; ent _1 
n 
ent — 1 ent — 1 ent— 1 ent+m-—1 


n 
4.4.3 ”关系 矩阵 的 转移 矩阵 
1. 平方 单位 阵 (Square Identity Matrix) 
TIMEX A = I. 由 此 可 得 A2*-1 = A, A% =I, k= 1,2,.…. TE iñ sr BE BJ 
转移 矩阵 为 


下 £ 1 
* At 242 343 444 
DU) =e = I+ At+ GAP HA H A H 
I A+A) (Att EA TAS +... 
"9 "4 | 3! 5! 


= ch(D)I + sh(D) A. (4.4.10) 
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2. 平方 反 单 位 阵 (Square Anti-Identity Matrix) 


徊 方 反 单位 阵 定义 为 A = —I. 由 此 可 得 A3 A, 44 = I, A = 4，46 


47 = -4, A = I, --- , 客 方 反 单位 阵 的 转移 矩阵 为 


Ï 1 i: 
@(t) := et — I + At + z 十 二 43t3 十 z At + 


3! 
L 1 422, läsas j 1 ja 1 45,5, 
(z: 2 At tiaAt F... 4 At+3At urwa Fs 
= lo ,14_ le ls, 15_ 1,7 
= (1-# A fa [pa Sa as E oe J.A 
= cos(t)I + sin(t)A. 


3. HER (Idempotent Matrix) 
REG 2EEESE XJ AF = A, k= 1,2,.…. 寡 等 矩阵 的 转移 矩阵 为 
£ 1 1 
At l 2⁄2, 1433 Lam... 
@(t) := e =I+At+XAt 十 可 4 +z t 
a l 2 1 E 44 
=1I+At+ ZAP + SA + TA + 


=I+ (eieiei) A 
=I+(e:—1)A. 
4(4r4)-14r #ll I — 4(4r4)-14z 是 寡 等 矩阵 . 
4. WSE (Anti-Idempotent Matrix) 
寡 等 反 和 矩阵 定义 为 AF = (一 1)*-14, k= 1,2,…. 寡 等 反 和 矩阵 的 转移 矩阵 为 


1 š 1 
= a$ 2,2 343 A paas 
B(t):=e =I+At+ At s£ At +74t i 


A 1. 4422; í 1. a Lag 
r+ (Ja r A...) + (Att GAP + TA 4... 


2! ! 
Dm A 224 NE 
=1+(-ġ4t 一 五 4 -o )+ (atia +A + 
lah bi i Lyo lg 
r+ (2 = JA: (it ua JA 


= I + [1 — cosh(t)] A + sinh(t) A 


e+e™ et—et 
1. 13 A 


= I+(1 -e-5)A. 
5. 公平 矩阵 (Equitable Matrix or Fair Matrix) 
若 矩阵 A € R” 为 公平 矩阵 , 则 它 满足 


A? =nA, n =1,2,-:: 


bç 
D> 
ul 


矩阵 的 转移 矩阵 为 i 1 
@(t) := et = I, + At + z + A + z 4 +o 
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= 


2 阶 和 3 阶 的 公平 矩阵 有 下 列 结构 ， 
1 a ab 
1 2x2 3x3 
Aka eR A=| 1⁄2 1 b | eR, 
(a ijs (次 1/ 1 ) 
公平 矩阵 可 以 表示 为 


An [e 35] e Rnxn_ 


6. SFE (Nilpotent Matrix) 
如 果 存 在 一 个 整数 k, 使 得 AF = 0 的 矩阵 A 称 为 REER. 由 此 可 知 


Akt = Akt? =...=0, 
TPR 4 的 转移 矩阵 为 


1 y Á 
@(t) := et — Ñ + At+ AË + gA t + n Artt, 
7. 严格 三 角 阵 (Strictly Triangular Matrix) 
对 角 元 都 为 零 的 三 角 阵 称 为 严格 三 角 阵 . 严格 三 角 阵 包括 严格 上 三 角 阵 和 严格 下 三 角 
BE. 一 个 严格 三 角 阵 是 一 个 寡 零 矩阵 . 如 果 A 是 一 个 nxn 严格 三 角 阵 , 那么 它 的 n KEN 
FHER, 即 A” = 0. 


严格 上 三 角 阵 
Ü G Gg + ee Qin 
0 Ü Q$ s wi ah 
0 0 0 aza `: Q3m 

UR gs ag S 3 i e Rnxn 
OO ,0 dos. Oy Wns 
0 0 0 … 0 0 

的 转移 矩阵 可 表示 为 


use +- Un (4.4.11) 


2 242 
Buy, (t) := exp(Unt) = In + Unt + iuz + T-I 


2! 3! 


它 也 是 一 个 严格 上 三 角 阵 . 严格 下 三 角 阵 的 情形 也 是 类 似 的 . 
例 4.4.1 4 阶 上 次 对 角 元 都 为 1 的 上 三 角 阵 


1 0 0 
0 1 0 4x4 
ges 0 g a [° # 
000 


SS coo 
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满足 
0 0 1 0 0 00 wm 
z- | 0 @ GO 1 3 _ |0000 4 _T15 .一 
| 
0 0 0 0 0 0 0 0 
Us 的 转移 矩阵 为 


At + 


1 1 
Uat L L 242 343 | 
Bt) =00 = L+ At+ AP HAH 
z; 1 242 1 343 
= 到 十 4 十 可 4 十 可 4 


g s 


1, É Du 3 


© 
° = 


t 
1 t 

0 0 0 
4.5 ”线性 时 变 状态 空间 系统 的 解 

非 线性 时 不 变 状态 空间 系统 和 非 线 性 时 变 状态 空间 系统 的 求解 是 十 分 困难 的 .线性 时 
变 状态 空间 系统 的 求解 方法 有 一 些 文献 可 借鉴 , 这 里 只 讨论 一 类 时 变 线性 变换 求解 方法 . 
4.5.1 ”线性 时 变 系统 的 解 

假设 线性 时 变 n x n 和 矩阵 微分 方程 ， 

X(t) = A()X(t), X(to) = I, 
有 唯一 、 连 续 可 微 解 : 

X(t) = Balt, to), 
其 中 @A(t,to) 是 矩阵 A(t) 的 转移 矩阵 . 当初 始 条 件 不 是 单位 阵 , 而 是 X (to) = Xo 时 , 容易 
推导 解 为 

X(t) = Balt, to) Xo. 

对 线性 时 变 系统 

Z(t) = A(t)z(t), (to) = zo, 
也 有 类 似 的 结论 . 参照 式 (4.1.9) 线性 时 变 系统 转移 矩阵 的 定义 , n x n 矩阵 4( 的 转移 矩阵 


D(t, r) 具有 下 列 性 质 . 
(1) $71(t,7) = B(7,t). 


(2) isq, 1) = 4(DEB(tr) = @(t, >) A(t). 
(3) E(t, r) = E(t, to)@(to, 7). 
(4) det[6(t, 7)] = exp (| trlA(ONt) 
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4.5.2 ”时 变 线性 变换 
考虑 线性 时 变 系统 : 


z(t) = A(t)z(t), z(to) = zo, 


其 中 z(t) € R" 为 状态 向 量 , A(t) e R”. 


引入 一 个 新 的 状态 向 量 £ (t) e 了 ”和 可 逆 时 变 变换 矩阵 P(t) e R. 令 


Elt) = P (t)æ(t), 
或 
z(t) = P(t)&(t), 
RP n x n 矩阵 P(t) 对 任意 t 都 连续 可 微 . 对 t 微分 得 到 
i(t) = POE) + POE). 
求解 得 到 
Elt) = P (tilt) — PEPEE). 


将 原始 的 状态 方程 (4.5.1) 代入 得 到 
E(t) = P71(t) A(t)z(t) — P71(t) P(t)6(t) 
=P 1(t)A(t) P(t)é(t) — P 1(t) P(t)€(t) 


= [P (HAHP) — P7 (POE), Elto) = P-'(to)e(to). 


由 此 得 到 一 个 新 的 状态 方程 ， 
E(t) = [P (EAP) — P-1(t) P(t)]€ (t), 
E(to) = P 1 (to)zo. 


(4.5.1) 


引 理 4.5.1 W P(t) 是 一 个 x n 连续 可 微 矩阵 函数 , P-1(t) 对 任意 t 都 存在 , 那么 


和 矩阵 
F(t) := P 1(t)A()P(t) — POPE) 
的 转移 矩阵 是 
Br(t,7) = P7 (t)84(t, T)P(T). 
证 明 ”注意 到 F(t) 的 连续 性 , 对 任意 固定 +, 令 
X(t) := PTI(t)Ba(t, 7T)P(7), X() = L. 


利用 思考 题 25 的 微分 公式 , ERX t 求 导 可 得 


X(t) = -PHHP I) Sat, TP(T) + P71(t) A(t)Balt, 7)P(7) 


4.5 ”线性 时 变 状 态 空间 系统 的 解 177 


= [P (HAPE) — PPEP 1(t)$A(t,r)P(r) 
= F(t) X (D). 
因为 + 是 任意 的 , 根据 转移 矩阵 的 性 质 , 证 明 完 毕 . 
下 面 通过 状态 变量 置换 求解 非 零 输 入 线性 状态 方程 的 解 . 
例 4.5.1 设 给 定 的 线性 时 变 系统 状态 方程 为 


(t) = A(t)=(t) + B(t)u(t), (to) = zo, (4.5.2) 
y(t) = C(t)æ(t) + D(D)u(t). (A.5.3) 
令 
Elt) := P (t)æ(t) = B~ (t, to)æ(t), 
或 


x(t) = B(t, to)é(t). 
假设 P(t) := D(t, to) 满足 状态 变量 置换 所 要 求 的 条 件 . KER z(t) RAR (4.5.2) 可 得 


A(t)B(t, to)E(t) + B(t, to)E(t) = A(t)B(t, to)é(t) + Bult), Elto) = zo. 


E(t) = E~ (t, to) B(t)u(t), €(to) = xo. (4.5.4) 
上 式 两 边 对 t 从 to 到 上 积分 得 到 


Elt) — zo = | B71(7,to) B(z)u(r)dr, 


Elt) = zo + | @(to, T) B(z)u(r)dr. 


把 变量 置换 回去 , 利用 转移 矩阵 的 性 质 , 有 
x(t) =B(t, to)é(t 
= (t, to)£o + (t, to) |: F(to,T)B(T)u(T)dT 


= (t, to)£o + | F(t,to)B(to, T) B(r)u(r)dr 


to 


=@( ¿Ouo | @(t,r)B(r)u(r)dr. 
所 以 系统 的 输出 响应 为 “ 


y(t) = C(t)B(t, to)£o + C (t) | (t, T)B(T)u(T)dr + D(t)u(t). 


to 
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这 个 变量 置换 方法 , 在 微分 方程 中 标量 情形 下 , 称 为 积分 因子 方法 . 方程 (4.5.2) 的 一 个 等 价 
表达 为 
B71(t,to)[z(t) — A(t)m=(t)] = @_1(t, to) B(t)u(t), z(to) = mo. 


这 就 是 方程 (4.5.4) 的 另 一 种 形式 . 


46 ”思考 题 


1. 用 级 数 展开 方法 求解 下 列 和 矩阵 的 转移 矩阵 D(t), 


a b E 
aiaj asla s) 


a(g 2); a(t 2), a= (8 1) 


2. 计算 下 面 三 阶 二 对 角 阵 的 转移 矩阵 ， 


M 1 
Ty = À i | eg, 
和 3 


3. 简 答 离散 系统 z(k + 1) = Az(k) 的 稳定 性 与 矩阵 4 特征 值 的 关系 ? 
4. 设 连续 时 间 系 统 i(t) = Az(t) 的 状态 转移 矩阵 为 


2e7t — 6-2t et — e-2t 
到 外 = ( —2e t+2e 2 _e-t + 2e7?t ) , 


K D(t), [6(t)]” 和 A. 
5. 已 知 线性 系统 z(t) = 4z(b) 的 参数 矩阵 为 


4=[( 1 i) a(i) C = [, 0], 


写 出 其 对 偶 系统 的 能 观测 性 矩阵 . 
6. 设 线性 系统 的 状态 方程 为 


ilt) = ( w )zo+ ( 1 Jo, 


采样 周期 为 T, 写 出 离散 化 后 系统 的 状态 方程 . 
7. 设 系统 矩阵 为 
0 
0 
0 


0 1 
0 0 
A= 0 0 
0 0 


求 其 状态 转移 矩阵 D(t). 


ooro 


10. 


11. 


12. 
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. 解释 有 关 术 语 , 并 说 明 它们 之 间 的 关系 : 输出 反馈 , 状态 反馈 , 能 控 性 , 稳定 性 , 能 镇 


定 , 能 观测 , 极点 任意 配置 , 系统 能 控 , 能 观测 性 , 状态 能 控 , 输出 能 控 , 线性 变换 , 可 
逆 线 性 变换 , 观测 器 . 


. 设 线性 系统 的 状态 空间 模型 为 


+t()=[ “q 3 ) 20+ ( > Jw, z(0) = ( O j: 
y(t) = [1, 2]=(0). 
(1) 计算 系统 的 转移 矩阵 D(t). 
(2) 计算 系统 的 脉冲 响应 . 
(3) 计算 系统 的 阶 跃 响应 . 
设 系统 的 传递 函数 为 
2s2+4s+6 
G(s) = 33—82 — 10s 12: 
(1) 写 出 这 个 系统 的 状态 空间 模型 . 
(2) 所 写 出 的 状态 空间 模型 是 否 可 控 、 是 否 可 观测 ? 为 什么 ? 
(3) 设计 一 个 状态 反馈 u = —ka,, 使 闭环 系统 极点 为 —1, —2, 一 3. 
系统 的 状态 空间 模型 为 


-2 -3 0 1 

:0-( Is -0 o Jeo (1 Jro 

0 0 1 a 
y(t) =[0, 1, blz(t), 

该 系统 包含 两 个 参数 a F b. 

(1) 判断 这 个 系统 是 否 可 控 、 是 否 可 观测 , 几 个 变量 可 控 、 几 个 状态 可 观测 . 


(2) 求 系统 的 传递 函数 , 并 讨论 与 能 控 性 、 能 观测 性 的 关系 . 
对 于 线性 系统 


(t) = Az(t) + ( : Jw, 


8482. u() = 0, 测 得 初始 状态 为 =(0) = (3) 时 的 零 输入 状态 响应 为 
—5e t + 6e 2t 

Z(t) = . 5e-t — 3e—2t ) ; 

测 得 初始 状态 为 =(0) = (7) 时 的 零 输入 状态 响应 为 
—4e t + 6e 2t 

z(t) = ( 4e—t — 3e-2t ) . 


(1) 基于 这 些 条 件 , 是 否 能 推断 出 初始 状态 为 =(0) = G) 时 的 零 输入 状态 响应 z (2)? 
如 可 能 , WRH e(t). 
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13. 


14. 


15. 


16. 


Tik 


(2) 在 上 述 条 件 下 , 我 们 是 否 能 确定 矩阵 A? 如 可 能 , 则 求 出 A. 
(3) 着 能 求 出 A, 假设 初始 状态 z(0) = 【 1 ), 求 系统 在 单位 脉冲 输入 vt) = á) 下 的 
glt) 

设 2 输入 2 输出 系统 的 传递 函数 阵 为 


s+2 t 
Gij= | ETD T 1 | 
( 


s+1)(s+2) s+1 


推导 对 应 的 最 小 实现 状态 空间 模型 . 注 : 将 传递 函数 (矩阵 ) 化 为 状态 空间 模型 称 为 
实现 (Realization)， 对 应 于 传递 函数 (矩阵 ) 的 最 小 阶 状态 空间 模型 称 为 最 小 实现 
(Minimal Realization). 提示 : 参考 5.4 节 的 方法 . 
一 个 学 生 给 出 了 一 个 二 阶 系统 z(t) = Az(t) 状态 转移 矩阵 的 结构 ， 

pr e. dagi 
e= ( cet 十 2e2t det + te2t ) 
并 且说 , 只 要 能 确定 参数 a, b, c, d, 那么 D) 就 是 状态 转移 矩阵 . 你 觉得 这 个 说 法 妥 
24, 说 明理 由 ? 
是 否 存 在 一 组 参数 a, b, c, d, 使 得 下 列 矩 阵 D) 是 某 线性 系统 (t) = Az(t) 的 状态 
转移 矩阵 , 说 明理 由 ? 

De pat eR 
m= ( cet +2e% det +e% j 


设 系统 状态 方程 为 


0 0 0 
Enom SR APPA- -aH ton kp o [5 0 SE 

0 0 1 
半 定 , k P, 判断 系统 平衡 状态 的 稳定 性 ? 


计算 下 列 和 矩阵 的 转移 矩阵， 
1 0 1 1 06 3 
a A=[o oo], @ A=| o10]|, 
1 入 1 io 
0 0 1 0 0 1 
(3) A=[o 106], da4=|o — 0|, 
1 0 0 1 0 0 
iw oi o 和 
o A * O 0 0 —L 0 
| 
1001 = Q 0 O 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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计算 下 列 矩 HIERE, 

0) A= ( In I, ) e RO XC2n), (2) A= ( zh f ) E ROn)x(n), 
n n n 一 人 mm 

(3) A= ( 五 五 ) e ROn)x(2n), (4) A= ( Tn =: ) € ROn)x(2n), 
n TIT, n TI, 

6) A= ( z I, ) ERCA, (6) A= ( 5 Te ) e ROn), 
n 一 人 mn n n 
In In … £T, 

m asf T U T | er, 
f In = Ia 
ein In 

(8) A= i “in Ei da e€ R(kn)x(kn), 
In Ts 一 到 


计算 下 列 (2n) x (2n) 对 角 斜 块 单位 阵 和 块 单位 阵 的 转移 矩阵 和 特征 多 项 式 ， 


(0) A= L T, y ) E ROn)x(2n), (2) A= ( Ta P ) € ROn)x(2n), 
n n 


n 


计算 下 列 块 ( 逆 ) 单位 阵 的 特征 多 项 式 和 转移 矩阵 ， 


ü) A= ( n P ) e RCX (2n), 2) A= ( I, I, ) E ROn)x(2n), 
n £, 


I, I, 
IHE F IUTE FAE EE MPE kE BE, 
5 -3 2 
6 -9 
a) A= ， B A=| 35 -9 6 |. 
(a .. (5 一 6 °) 
计算 正 负 交错 斜 单位 阵 的 特征 多 项 式 ， 


A=adiag[1, 一 1 1 一 1 , (—1)" 1] 


三 e 了 "xm 


(p 
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23. 计算 下 列 矩 阵 的 特征 多 项 式 ， 


2i se 
I 2 oe 3 
A= : z E 有 nxm. 
和 
24. WR 4 EDRF: Ak = 0, 那么 (I — A) 是 可 逆 的 , 且 有 
(I-A)1=I+A+A2 +... + Ak. 
25. 如 果 Alt) 是 一 个 n x n 连续 可 微 矩阵 函数 , 且 对 任意 t 是 可 逆 的 , 证 明 
d 


gs O = -A7 (t)À(t) A~! (t). 


26. 把 ” 阶 时 变 线性 微分 方程 
Y (E) + ar (tjy Dt) + a2(t)u( T? (t) + --- + an(t)ylt) = bo(t)u(t) + bi(t)u' (t) 
写成 一 个 ” 维 状 态 方程 ， 


1 = A(t)z(t) + B(t)u(t), 
y(t) = C(t)æ(t) + D(t)u(t). 


提示 : 令 z, (t) = yD (t) — bi(t)u(0). 
27. 试 选择 状态 变量 , 把 n 阶 微分 方程 


Y(t) + ot yD (t) + aty (t) +... tan it "ty (t) + ant "y(t) = 0 
写成 线性 状态 方程 形式 
i(t) = t-1Am(t), 


其 中 4 为 一 个 nxn 常数 矩阵 . 
28. 试 选择 状态 变量 , 把 n 阶 微分 方程 


y™ (t) + arty I (t) + azt? y? (t) +--+ an1 ty (t) + ant”y(t) = u(t) 


写成 状态 空间 模型 . 
29. 说 明和 矩阵 At) 具有 什么 结构 , 其 转移 矩阵 (Transition Matrix) 为 


_ (r3 f Cos(t—7) —sin(t—7) 
PtT) =e f ( sin(t—7) cos(t— r) ) ` 


这 个 转移 矩阵 能 表示 成 矩阵 指数 吗 ? 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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WR n x n 矩阵 函数 X (t) 是 下 列 和 矩阵 微分 方程 的 解 ， 


X(t) = AMX (t), X(to) = Xo, 


试 说 明 : WR Xo TŽ, 那么 X(t) 对 所 有 t ETA; WR Xo TŽ, 那么 对 任意 t 和 
T, A(t) 的 转移 矩阵 是 


@(t,r) = X(t) X -1(0). 

对 于 线性 时 不 变 状态 方程 

i(t) = Ax(t), (0) = zo, 

说 明 给 定 zo, 存在 一 个 常数 a 使 得 下 式 成 立 ， 
det[z(b Ax(t),--- , An-1o(t)] = aetAt, 

把 n x n 矩阵 微分 方程 

X(t) = X(t)A(t), X(to)= Xo 


的 (唯一 ) 解 用 一 个 适当 的 转移 矩阵 表示 . 使 用 这 种 方法 确定 下 列 n x n 矩阵 微分 方 
程 的 全 解 ， 


X(t) = AHX (6) + X(DB"(0) + F(t), X(to) = Xo. 


对 于 分 块 矩阵 
_ (AGO Ani) 
w= N a N: 


其 中 A(t) 和 A(t) 是 方 阵 , 那么 
@(t,r) = ( @,(t,7) B12(t,7) ): 


0 $2(t,7) 
式 中 
d z 
Set.) = A(060.7), i= 12. 


你 能 用 B1(t,7) 和 G2(t,7) 表示 B12(t,7) 吗 ? 提示 : 使 用 思考 题 32. 
说 明 时 变 线性 状态 方程 


(t) = A(t)z(t) 


经 过 状态 变量 置换 , 可 以 化 为 一 个 线性 时 不 变 状态 方程 , 当 且 仅 当 4(t) 的 转移 矩阵 
E 够 写成 形式 


$(t,0) = F(t)e®:, 


其 中 R 是 一 个 n x n 常数 和 矩阵, F(t) 对 任意 t 是 一 个 n x n AER. 
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35. 


36. 


9 


38. 


39. 


40. 


41. 


设 Alt) 是 一 个 n xn 连续 可 微 矩阵 . 证 明 A(t) 的 转移 矩阵 可 以 写成 
@(t,0) = e4ate4zt， 

其 中 A, 和 As Æ n x n 常数 和 矩阵, 当 且 仅 当 下 列 关系 成 立 ， 

À(t) = A1A(t) — A(t)Aı, A(0) = Aı + A2. 

W Ai 和 A2 是 常数 n x n 矩阵 , RERE A(t) 满足 

À(t) = A1 A(t) — A(t)Aı, A(0) = Ai + A2. 


说 明 线性 状态 方程 z(t) = A(t)z(t), 通过 变量 置换 , 可 以 转换 成 形式 E(t) = Alt). 
i A #ll F Ë m x n 常数 矩阵 , 说 明 线性 状态 方程 


i(t) =e-AtFeAty(t) 

的 转移 矩阵 是 

D(t, to) = e Ate(A+F)(t—to)eAto, 

设 4( 是 一 个 n x n 连续 可 微 矩阵 , F 是 一 个 n x n 可 道 常 数 和 矩阵 , 且 满 足 
À(t) + A2(t) = F A(t), 

说 明 状态 方程 z( = A(t)z(t), z(0) = zo 的 解 为 

z(t) = [I + F~! (eft _ J) A(0)]zo. 


提示 : 考虑 x2"(t). 
说 明 A1(t) + A2(t) 的 转移 矩阵 可 以 表示 为 


BAit+As(t,T) = @A,(t,0)@A,(t,r)@ A, (0,7), 


其 中 4s( = $4,(0,t)A2(t) Ba (t, 0). 

对 于 连续 n x 矩阵 A(t) 和 nxn 常数 矩阵 F, 说 明 通过 状态 变量 置换 , 可 以 把 线性 
状态 方程 z(t) = A(t)z(t) 化 成 Elt) = Fé(t). 

设 Al) 的 转移 矩阵 是 B4(t,7), 矩阵 F(t) 的 转移 矩阵 是 BF(t,7) = $A(—r,—t), 说 
明和 矩阵 F(t) 与 A(t) 的 关系 . 


| 第 5 章 
CHAPTER 5 


线性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 


能 控 性 (Controllability) 和 能 观测 性 (Observability) 深刻 揭示 了 系统 的 内 部 结构 关系 . 
这 两 个 重要 概念 是 由 卡尔 曼 (Kalman) 于 1960 年 代 初 首先 提出 的 , 在 现代 控制 理论 中 具有 
极其 重要 的 意义 . 能 控 性 与 能 观测 性 决定 了 状态 反馈 系统 极点 和 观测 器 极点 是 否 可 以 任意 配 
E, 以 及 有 关 控 制 问 题解 的 存在 性 . 例如, 在 极点 配置 问题 中 , 如 果 系 统 能 控 , 则 状态 反馈 能 
够 任意 配置 系统 极点 ; 在 观测 器 设计 中 , 如 果 系 统 能 观测 , 则 状态 观测 器 的 极点 可 以 任意 配 
E. 本 章 主要 讨论 线性 时 不 变 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 , 以 及 相关 问题 . 内 容 包 括 能 控 性 与 
能 观测 性 的 定义 , 系统 能 控 性 和 能 观测 性 的 判别 准则 , 规范 型 和 标准 形 的 能 控 性 和 能 观测 性 ， 
能 控 性 和 能 观测 性 与 系统 的 传递 函数 的 关系 以 及 系统 的 能 控 性 结构 分 解 和 能 观测 性 结构 分 
解 等 . 最 后 介绍 组 合 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 . 


5.1 ”线性 系统 的 能 控 性 


5.1.1 ”能 控 性 和 能 达 性 


能 控 性 (Controllability) 和 能 达 性 (Reachability) 是 两 个 很 接近 的 概念 . 对 连续 时 间 线 
性 时 不 变 系统 , 这 两 个 概念 是 等 价 的 . 对 离散 时 间 系 统 , 这 两 个 概念 有 些 差异 . 

考虑 下 列 非 线性 时 变 连 续 时间 系 统 : 

i(t) = f(z(t), u(t),t), z(to) = zo, 

[yo = g(e(t), u(t),t), 人 
其 中 f(x,*,*) € R" 和 g(*,*,*) € R” 为 向 量 函数 , 参见 式 (3.2.9). 

1. 状态 能 控 或 状态 可 控 

对 于 非 零 初始 状态 z(to) = zo Z 0 和 有 限时 间 区 间 [to, t1] (t1 > to), 如 果 存 在 一 个 容许 
控制 u(t) (t € [to,t1]) 使 状态 从 z(to) = zo 转移 到 状态 空间 的 坐标 原点 x(t) = 0, 则 称 状态 
在 z(to) = zo 点 是 可 控 的 (能 控 的 ). 可 控 与 能 控 是 两 个 同义词 . 

如 果 状 态 向 量 > (z 的 所 有 分 量 ) 不 能 同时 转移 到 零 , 那么 就 说 状态 在 z(to) 是 不 可 控 的 
(不 能 控 的 ). 状态 可 挖 揭示 了 输入 与 状态 之 间 的 关系 . 

2. 系统 能 控 或 系统 可 控 

对 于 任意 的 to 和 任意 的 非 零 状态 z(to) = ro, 如 果 状 态 都 是 能 控 的 , 那么 就 称 状态 完全 
能 控 (可 控 ), 简称 系统 能 控 (可 控 ). 如 果 系 统 有 的 状态 (z 的 分 量 ) 不 能 控 , 就 说 系统 是 不 完 
全 能 控 的 (不 完全 可 控 的 ), 简称 为 系统 不 能 控 (系统 不 可 控 ). 通常 所 说 的 系统 能 控 指 的 是 状 
态 能 控 , 因此 系统 可 控 性 与 式 (5.1.1) 中 的 输出 方程 无 关 . 
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3. 状态 可 达 和 系统 可 达 

只 需 把 上 面 的 状态 能 控 定义 中 的 z(t1) = 0 改 为 给 定 的 状态 e1) (不 一 定 为 零 ), 就 是 
状态 可 达 的 定义 . 完整 的 叙述 如 下 : 对 于 初始 状态 z(to) = zo, 任意 给 定 的 非 零 zy MAR 
时 间 区 间 [to] (ta > to), 如 果 存 在 一 个 容许 控制 ult) 使 状态 z(t) 从 z(to) = zo 转移 到 
ati) = zy (状态 空间 的 一 个 点 ), 则 称 非 零 状 态 e(t) = zy 在 z(to) = zo 点 是 可 达 的 (能 达 
的 ). 

如 果 对 于 任意 的 to, 任意 的 z(t0) = zo 和 任意 的 zj, zy 都 是 可 达 的 , 就 称 状态 完全 可 
达 , 简称 系统 可 达 , 或 称 系统 是 可 达 的 . 

对 于 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 , 如 果 系统 在 任意 时 刻 to 任意 初始 状态 z(to) 是 可 控 的 
(可 达 的 ), 则 系统 是 可 控 的 (可 达 的 ). 时 变 系统 和 非 线性 系统 , 这 个 结论 一 般 不 成 立 . 

4. 输出 能 控 性 

状态 可 控 固然 重要 , 但 控制 系统 通常 控制 的 是 系统 的 输出 , 因此 研究 系统 输出 的 能 控 性 
也 有 必要 . 下 面 考虑 系统 输出 的 能 控 性 (可 控 性 ). 

如 果 能 找到 控制 函数 u(t), 在 有 限时 间 区 间 |o, 4] (ti > to) 内 , 使 系统 输出 从 任意 初始 
输出 y(to) 转移 到 任意 最 终 输出 y(t1) = ur, 则 称 此 系统 是 输出 完全 能 控 的 , 简称 输出 能 控 
TE). 

5. 输出 函数 能 控 性 

如 果 能 找到 控制 函数 u(t), 使 系统 输出 从 任意 初始 输出 y(to) 沿 着 某 一 轨迹 转移 到 任意 
最 终 输出 y(t1) = ur, 则 称 系统 输出 是 函数 能 控 的 . 


5.1.2 ”线性 系统 能 控 性 判 据 

考虑 线性 时 不 变 状 态 方程 : 

i(t) = Az(t) + Bu(t), (5.1.2) 
其 中 z(t) e R" 为 状态 向 量 , ult) eR 为 输入 向 量 , A cR?” 和 B ER 为 常数 矩阵 . 


定理 5.1.1 格拉 姆 能 控 性 判 据 (Gram Controllability Criterion) 
线性 时 不 变 系统 (5.1.2) 完全 可 控 的 充分 必要 条 件 是 下 列 能 控 性 格拉 姆 矩阵 非 奇异 : 


ti 
Glot =| e-AtBBTe-A tdqt, ti > to. 


to 
因为 线性 系统 的 能 控 性 只 依赖 于 矩阵 A 和 B, 所 以 有 时 简单 地 将 系统 能 控 说 成 (A, B) 
能 控 . 
定理 5.1.2 ”能 控 性 矩阵 秩 判 据 (Controllability Matrix Rank Criterion) 
定义 线性 时 不 变 系统 (5.1.2) 的 能 控 性 矩阵 (Controllability Matrix): 
Q. := [B, AB, A2B,-.. , An-1B] € Rnx(nr), 


那么 系统 (5.1.2) 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 能 控 性 矩阵 Q. 的 秩 等 于 系统 阶 次 n (状态 向 
量 的 维 数 ), 即 


rank[Q。] = rank[B, AB, A?’ B,- -- , An-1B] = n. 
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WR rank[Q。] = i < n, 那么 系统 不 完全 能 控 , 简称 系统 不 能 控 , 此 时 能 控 状 态 数 目 为 i 
不 能 控 状 态 数 目 为 n 一 i. 然而 , 我 们 并 不 能 说 哪些 状态 能 控 , 哪些 状态 不 能 控 , 参见 例 5.1.2 
和 例 5.1.3, 以 及 5.5 节 的 结构 分 解 . 

定理 5.1.3 PBH 能 控 性 判 据 (特征 向 量 检验 ) (PBH Eigenvector Test) 

线性 时 不 变 系统 (5.1.2) 完全 可 控 的 充分 必要 条 件 是 A 的 左 特征 向 量 都 不 与 B 的 所 有 
列 正 交 . 也 可 以 叙述 如 下 . 

设 入 是 4 的 特征 值 , gr 是 对 应 的 非 零 左 特征 向 量 [ 左 特征 向 量 的 定义 式 qA = qA), 
系统 能 控 时 , 等 式 q" B = 0 不 可 能 成 立 . 

定理 5.1.4 PBH 能 控 性 判 据 ( 秩 检验 ) (PBH Rank Test) 

(A, B) 是 能 控 的 , 当 且 仅 当 矩阵 [sIn — A, B] € R*+) 的 秩 为 n, 即 


rank[s — A, B] =m for any s. 


因为 当 s 不 是 4 的 特征 值 时 , sI — A 总 是 非 奇 异 的 , 即 rank[sIn— A] = n, 故 rank|sI, — 
A,B] = n. 因此 , 只 需 判 断 s 是 A 的 特征 值 时 , [sIn — A, B] 的 秩 即 可 . 

PBH 判 据 最 初 是 由 Gilbert 1963 年 研究 可 对 角 化 系统 发 现 的 , 后 来 由 Popov (1966), 
Belevitch (1968) 和 Hautus (1969) 加 以 推广 ， 因 此 , 用 他 们 三 人 名 字 (姓氏 ) 首 字母 命名 
(PBH). 

定理 5.1.5 “输出 能 控 性 矩阵 秩 判 据 

考虑 线性 时 不 变 系统 : 


tar = Az(t) + Bu(t), 


y(t) = Cz(t) + Du(t), (5.1.3) 


其 中 z(t) e R" 为 状态 向 量 , u(t) e Rr 为 输入 向 量 , y(t) e R” 为 输出 向 量 , A e R” 和 
BeR"",C e Rmxn, D e Rmxr 为 常数 矩阵 . 

线性 时 不 变 系统 (5.1.3) 是 输出 能 控 的 , 系 指 下 列 m x (nr + r) 输出 能 控 性 矩阵 (Output 
Controllability Matrix) 的 秩 为 m (输出 的 维 数 ): 


rank|CQ., D] = rank|CB,CAB,CA2B,... ,CA"-1B, D] = m. 


5.1.3 ”能 控 性 例子 


下 面 通 过 几 个 例子 说 明 系 统 的 能 控 性 . 例 5.1.1 是 能 控 性 例子 ; 例 5.1.2 是 不 能 控 例 子 ， 
其 不 能 控 状 态 za 与 输入 无 关 ; 例 5.1.3 也 是 不 能 控 例 子 , 其 两 个 状态 都 与 输入 有 关 , 但 系 
统 不 能 控 ; 例 5.1.4 是 一 个 两 输入 能 控 例子 , 其 A 矩阵 与 第 3 个 例子 相同 , 不 同 是 B 是 一 个 
EBE, 尽管 B 中 非 零 元 与 例 5.1.3 相同 , 但 系统 是 能 控 的 . 

例 5.1.1 判断 下 列 SISO 系统 的 能 控 性 ， 


d=( )z+( 0 ) ue 
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解 ” 这 是 一 个 n= 2 阶 系统 , 计算 能 控 性 和 矩阵 的 秩 ， 


rank[Q.c] = rank[b, Ab] = rank ( I E ) = = w, 


故 系统 是 完全 能 控 的 , 状态 向 量 > 是 能 控 的 . 这 个 系统 可 以 分 解 为 

i(t) = —271(t) — 3z2(t) + u(t), 

ialt) = z) (t). 
从 这 两 个 方程 可 以 看 出 , 第 1 个 状态 r(t) 与 u(t) AX, 第 2 个 状态 r(t) 与 输入 ult) EX, 
但 与 第 1 个 状态 r(t) AX ( 即 间 接 与 ult) AX), 故 系统 是 能 控 的 . 

例 5.1.2 判断 下 列 SISO 系统 的 能 控 性 ， 


è= ( bua )=+ (3 JO 
解 ” 这 是 一 个 n = 2 阶 系统 , 计算 能 控 性 矩阵 的 秩 ， 


rank[Qc] = rank[b Ab] = rank ( 1 ) =1<n, 


故 系统 是 不 能 控 的 , BRA 1 个 状态 是 可 控 的 . 这 个 系统 可 以 分 解 为 

i(t) = —z1 (t) + 2x2(t) + u(t), 

#oə(t) = —3z2(t). 
从 这 两 个 状态 方程 可 以 看 出 , 第 1 个 状态 z) (t) 与 输入 ult) 有 关 , 第 2 个 状态 r(t) 与 输入 
ult) 无 关 (间接 也 无 关 ), 故 zz( 是 不 能 控 的 . 这 个 例子 把 能 控 状 态 和 不 能 控 状 态 揭 示 得 很 
清楚 , 但 不 能 控 情况 不 都 是 如 此 (阅读 下 例 ), 一 般 需 经 过 结构 分 解 才能 化 为 这 样 的 结构 , 参 
见 5.5 节 的 结构 分 解 . 

例 5.1.3 判断 下 列 SISO 系统 的 能 控 性 ， 


=( E t )=+ ( ; ) 
解 ” 这 是 一 个 n= 2 阶 系统 , 计算 能 控 性 矩阵 的 秩 ， 


rank[Qc] = ranklb, Ab] = rank ( x” E ) =1 <n, 
故 系统 是 不 能 控 的 , 且 只 有 一 个 状态 是 能 控 的 . 这 个 系统 可 以 分 解 为 

#4(t) = —z1(t) + u(t), 

£2(t) = —x2(t) + 2u(t). 
这 两 个 状态 方程 都 与 输入 ult) AR, 就 每 个 状态 方程 单独 来 说 , 两 个 状态 z1 和 zo 是 能 控 
的 , 但 向 量 z 是 不 能 控 的 , 故 系统 是 不 能 控 的 . 系统 能 控 是 就 系统 整个 状态 向 量 而 言 , 而 不 
是 对 每 个 状态 而 言 . 这 个 系统 不 能 控 的 原因 如 下 . 考虑 两 个 状态 的 线性 组 合 : 第 2 个 方程 减 
去 第 1 个 方程 的 2 倍 得 到 


£2(t) — 221(t) = —[z2(t) — 2z1(t)], 
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其 解 为 

x2(t) — 221 (t) = e t[z2(0) — 2z1(0)]. 
设 z(0) = (1); # 20 — 2210) = e, TEER al), 使 状态 转移 到 任意 的 =(tp) = 
22 Ñlae(0;= ss = Hi 设 zilt) = 2, 那么 有 

zə(t) = 2z (t) —e = 4- et #3. 


读者 可 以 从 这 个 例子 得 出 结论 : @ 系统 的 所 有 状态 都 与 输入 有 关 , 不 能 说 系统 是 能 控 的 ; 
系统 的 状态 与 输入 无 关 (包括 直接 无 关 和 间接 无 关 ), 系统 是 不 能 控 的 . @ 对 SISO 系统 而 言 ， 
如 果 A 为 单位 阵 的 倍数 , 那么 系统 是 不 能 控 的 . 

例 5.1.4 ”判断 下 列 两 输入 系统 的 能 控 性 ， 


+= [ Les Da: 2 ) w. 
解 ” 这 是 一 个 n= 2 阶 系统 , 计算 能 控 性 矩阵 的 秩 ， 


rank[Q-] = rank[B, AB] = rank ( Ñ ° 本 D ) = 
故 该 系统 是 能 控 的 . 这 个 系统 可 以 分 解 为 
£1(t) = —z1(t) + u(t), 
#2(t) = —z2(t) + 2u2(t). 
两 个 状态 都 与 不 同 的 控制 输入 有 关 , 且 它 们 的 线性 组 合 也 与 输入 有 关 , 故 系统 是 能 控 的 . 
例 5.1.5 ”研究 控制 器 规范 型 


—aı —a2 —a3 1 
+H = E 0 0 2 十 | 0 |v 
0 1 0 0 


的 能 控 性 . 
解 ”系统 的 能 控 性 矩阵 为 
Q. : = [b, Ab, A?b) 
1 —a, @? -a 
= 一 ai e 及 3x3. 
0 0 1 
其 行列 式 det[Q.] = 1 Z 0, 故 控制 器 规范 型 能 控 . 
例 5.1.6 ”研究 控制 器 规范 型 


一 Q1 一 02 一 03 —a4 1 

á 1 0 0 0 0 
O=] 0 1 o o |t| o © 

0 0 Í 0 0 
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的 能 控 性 . 

解 ”系统 的 能 控 性 矩阵 为 

Q. := [b, Ab, A2b, Ab] 

; a-a: 一 al(oi 一 a2) 十 ala2 — as 

Q 5 17 a 2 | (= R44, 
0 0 0 1 
其 行列 式 |Q。| = 1 Z 0, 故 控制 器 规范 型 能 控 . 

从 例 5.1.5 和 例 5.1.6 可 以 看 出 : 控制 器 规范 型 的 能 控 性 矩阵 是 一 个 对 角 线 为 1 的 上 三 
角 阵 , 是 满 秩 的 , 故 控制 器 规范 型 是 能 控 的 . 类 似 地 , 能 控 性 规范 型 的 能 控 性 矩阵 是 一 个 单位 
阵 , 是 满 秩 的 , 故 能 控 性 规范 型 是 能 控 的 . 这 是 控制 器 规范 型 和 能 控 性 规范 型 名 称 的 来 历 . 


5.2 ”线性 系统 的 能 观测 性 


5.2.1 ”能 观测 性 与 能 检测 性 

能 观测 性 (Observability) 和 能 检测 性 (Detectability) 揭示 了 系统 输出 与 系统 状态 之 间 
的 关系 , 故 需要 同时 考虑 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 . 

考虑 下 列 非 线性 时 变 连 续 时 间 系 统 : 

£(t) = f(x(t) u(t),t), (to) = zo, 

1 an 
其 中 f(x,*,*) € R" 和 g(*,*,*) € R” 为 向 量 函 数 , 参见 式 (3.2.9). 

1. 状态 能 观测 

对 于 te [to, tı] (tı > to), 如 果 初 始 状态 z(to) 能 由 系统 输出 y(t) 唯一 确定 , 那么 称 状态 
z(to) 是 可 观测 的 (能 观测 的 ). 如 果 z(to) 的 某 个 分 量 不 能 由 输出 y(t) 唯一 确定 , 状态 m(to) 
就 是 不 能 观测 的 . 能 观测 与 可 观测 是 两 个 同义词 . 

2. 系统 能 观测 

如 果 对 于 任意 的 te [to,ti] (i > to), 所 有 状态 z(to) 都 能 由 系统 输出 y(t) 唯一 确定 , 那 
么 称 状态 是 完全 可 观测 的 , 或 系统 是 完全 可 观测 的 , 简称 系统 可 观测 (能 观测 ). 
5.2.2 ”线性 系统 能 观测 性 判 据 

考虑 线性 时 不 变 系统 : 

m = Az(t) + Bu(t), 

y(t) = Cz(t) + Du(t), 

其 中 z(t) € R" 为 状态 向 量 , ult) e Rr 为 输入 向 量 , y(t) € Rm 为 输出 向 量 , A < R”, 
BeR"*", C e R”*”, D e Rmxr 为 常数 矩阵 . 

定理 5.2.1 ”格拉 姆 能 观测 性 判 据 (Gram Observability Criterion) 

线性 时 不 变 系统 (5.2.2) 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 下 列 能 观测 性 格拉 姆 矩阵 非 奇异 : 


(5.2.2) 


tı 
Gotot) = | eA tCTCeAtdt, tı > to. 
to 
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因为 线性 系统 的 能 观测 性 判 据 只 依赖 于 矩阵 C 和 A, 所 以 有 时 简单 地 将 系统 能 观测 说 
成 (C, 4) 能 观测 . 
定理 5.2.2 ”能 观测 性 矩阵 秩 判 据 (Observability Matrix Rank Criterion) 
定义 线性 时 不 变 系统 (5.2.2) 的 能 观测 性 矩阵 (Observability Matrix): 
C 


CA 
qQ.:= | CA | sRonDxn， 


CA"™-! 


那么 系统 (5.2.2) 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 能 观测 性 矩阵 Qo 的 秩 等 于 系统 阶 次 n QK 
态 向 量 的 维 数 ), 即 
C 
CA 
rank[Qo] = rank CA | = 


CA"™-! 


如 果 rank[Q,] = i < n, 那么 系统 不 完全 能 观测 , 简称 系统 不 能 观测 , 此 时 能 观测 状态 数 
目 为 i, 不 能 观测 状态 数目 为 n 一 i. 同样 , 我 们 并 不 能 说 哪些 状态 能 观测 , 哪些 状态 不 能 观测 ， 
参看 下 面 的 例 5.2.2 和 例 5.2.3, 以 及 5.5 的 结构 分 解 . 
定理 5.2.3 PBH 能 观测 性 判 据 (特征 向 量 检 验 ) (PBH Eigenvector Test) 
线性 时 不 变 系统 (5.2.2) 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 4 的 右 特 征 向 量 都 不 与 C 的 所 
有 行 正 交 . 也 可 以 叙述 如 下 . 

设 入 是 4 的 特征 值 , p 是 对 应 的 非 零 右 特征 向 量 [ 右 特征 向 量 的 定义 式 Ap = Ap), R 
统 能 观测 时 , 等 式 Cp = 0 不 可 能 成 立 . 

定理 5.2.4 PBH 能 观测 性 判 据 ( 秩 检验 ) (PBH Rank Test) 

(A, B) 是 能 观测 的 , 当 且 仅 当 和 矩阵 £ i “| € Reo+tmxn 的 秩 为 mw 即 


c 
rank (“3 4) =n for any s. 


与 能 控 情 形 相同 , REAN 。 是 A REEM, (G A) togen. 


5.2.3 ”能 观测 性 例子 


下 面 通过 几 个 例子 说 明 系 统 的 能 观测 性 . 例 5.2.1 是 能 观测 性 例子 ; 例 5.2.2 是 不 能 观测 
例子 , 其 不 能 观测 状态 za 与 输出 y 无 关 ; 例 5.2.3 也 是 不 能 观测 例子 , 其 两 个 状态 都 与 输出 
AR, 但 系统 不 能 观测 ; 例 5.2.4 是 一 个 两 输出 能 观测 例子 , 其 4 矩阵 与 例 5.2.3 相同 , 不 同 
是 C 是 一 个 矩阵 , 尽管 C 中 非 零 元 与 例 5.2.3 相同 , 但 系统 是 能 观测 的 . 
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例 5.2.1 判断 下 列 SISO 系统 的 能 观测 性 ， 
网 ñ: E )=+( ° Jo, 
y(t) = [1, 0]z. 


B ”这 是 一 个 = 2 阶 系统 , 计算 能 观测 性 矩阵 的 秩 ， 


rank[Qo] = rank É = rank ( s, w. ) =2 =n, 
故 系统 是 能 观测 的 , 状态 向 量 = 是 能 观测 的 . 
例 5.2.2 判断 下 列 SISO 系统 的 能 观测 性 ， 
人 Pw )=+ ( i Jo, 
y(t) = [0, 1]z. 


解 ” 这 是 一 个 n=2 阶 系统 , 计算 能 观测 性 矩阵 的 秩 ， 
rank[Qo] = rank EA = rank ( i h ) =1<n, 


故 系统 是 不 能 观测 的 , 且 只 有 1 个 状态 是 能 观测 的 . 这 个 系统 可 以 分 解 为 

#31(t) = —221 (t) — 3x2(t) + u(t), 

#ə(t) = 272(t) + 2u(t), 

y(t) = z2(t). 

从 这 3 个 方程 可 以 看 出 , 第 1 个 状态 r(t) 与 输出 y(t) 无 关 , 但 不 影响 第 2 个 状态 z2(t), 故 
zi(t) 是 不 能 观测 的 ; 第 2 个 状态 与 输出 y(t) 有 关 , 故 z2(t) 是 能 观测 的 . 因此 , 整个 系统 是 
不 能 观测 的 . 这 个 例子 把 能 观测 状态 和 不 能 观测 状态 揭示 得 很 清楚 , 但 不 能 观测 情况 不 都 是 
如 此 (阅读 下 例 ), 一 般 需 经 过 结构 分 解 才能 化 为 这 样 的 结构 , 参见 5.6 节 的 结构 分 解 . 

例 5.2.3 ”判断 下 列 SISO 系统 的 能 观测 性 ， 


人 DG 
y(t) = [3, 4]=. 


解 ” 这 是 一 个 n=2 阶 系统 , 计算 能 观测 性 矩阵 的 秩 ， 
rank[Qo] = rank (a) = rank ( 3 ) sien 


故 系统 是 不 能 观测 的 , 且 只 有 一 个 状态 是 能 观测 的 . 这 个 系统 可 以 分 解 为 
(t) = —z1(t) + u(t), 
jo2(t) = —z2(t) + 2u(t), 
y(t) = 371(t) + 4z2(t). 
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两 个 状态 都 与 输出 y(t) AX, 就 每 个 状态 单独 来 说 , 两 个 状态 z, 和 zz 是 能 观测 的 , 但 向 量 
z 是 不 能 观测 的 , 故 系统 是 不 能 观测 的 . 系统 能 观测 是 就 系统 整个 状态 向 量 而 言 , 而 不 是 对 


每 个 状态 而 言 . 
读者 可 以 从 这 个 例子 得 出 结论 : 


@ 系统 的 所 有 状态 都 与 输出 有 关 , 不 能 说 系统 是 能 观测 的 ; 系统 的 状态 与 输出 无 关 ( 包 
括 直 接 无 关 和 间接 无 关 ), 系统 是 不 能 观测 的 . 
@ 对 SISO 系统 而 言 , 如 果 A 为 单位 阵 的 倍数 , 那么 系统 既是 不 能 控 的 , 又 是 不 能 观测 


的 , 不 管控 制 参数 向 量 bs R" RH 
述 结论 不 成 立 , 参见 下 列 例子 . 


H 参 数 向 量 c e R” 取 何 值 . 对 多 输入 多 输出 系统 , 上 


例 5.2.4 判断 下 列 两 输出 系统 的 能 观测 性 ， 
š -1 0 & 
(2 eGo 
y(t) = ( x 和 )= 
解 ” 这 是 一 个 n= 2 阶 系统 , 计算 能 观测 性 矩阵 的 秩 ， 


3 0 
C 0 4 
rank[Qo] = rank EA = rank -3 = 
0 


故 该 系统 是 能 观测 的 . 如 果 C = ( ; 
例 5.2.5 设 


—a 1 0 0 
—a 0 1 0 
s = 0 0. q [9 e= 
-Jas 0 0 O 
其 能 观测 性 矩阵 为 


C 
Q, := cA | _ 一 Ci 1 0 
ka Sa E” a Wa a? — az 一 al 1 
cA? —aı(a? — a2) + a1a2 — a3 a?f—a2 一 ai 


为 det[Qo] = 1 Z 0, 故 (c, A) 是 可 观测 的 . 


Ë 


0 
一 4 


o J 这 个 系统 仍然 是 不 能 观测 的 


[1, 0, 0, 0]. 


$ 0 0 
e 及 4x4. 


=° oo°o 
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5.3.1 ”控制 器 与 能 控 性 规范 型 的 能 控 性 
先 看 一 个 三 阶 SISO 系统 传递 函数 的 控制 器 规范 型 实现 的 能 控 性 . 
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1. 三 阶 系统 的 控制 器 规范 型 
例 3.5.5 可 知 , 传递 函数 
bis2 + b2s + b3 


pn Wy 
对 应 的 控制 器 规范 型 为 


=ø] Qy 一 05 1 
k 2 m 


y(t) = [bi, b2, ba]z (t). 
这 是 个 n= 3 Br SISO 系统 . 计算 能 控 性 矩阵 ， 
( 1 -al a@ -a J 
Q.=[b, Ab, A2b|= | 0 1 一 al 
0 0 1 


能 控 性 矩阵 Q. 是 一 个 对 角 元 为 1 的 上 三 角 阵 , 其 行列 式 为 det[Qc] = 1 Z 0, 故 控制 器 规范 
型 是 能 控 的 . 
2. n 阶 系统 的 控制 器 规范 型 


传递 函数 
bis”! + bas”? +--+ bn 
Nr ar aTi (5.3.3) 
对 应 的 控制 器 规范 型 为 
一 Q1 一 Q2 一 an_1 一 an T 
| 0 0 0 0 
a= O 0 0 zco+|9| ae (5.3.4) 
© Ó es 1 0 0 
y(t) 一 [bb ,bn]æ(t) + du(t), 
这 是 一 个 n 阶 SISO 系统 . 计算 能 控 性 矩阵 ， 
Q. = [b, Ab, A?b,..., A" 1b] 
1 -a @-a ::: 
0 1 —a1 
= 6 0 1 1 š (5.3.5) 
: E = “=i 
0 0 e 0 1 


ERF * 表示 对 研究 不 重要 的 元 素 . SISO 系统 控制 器 规范 型 的 能 控 性 矩阵 Q. 是 一 个 单位 
上 三 角 阵 (对 角 线 上 元 均 为 1 的 三 角 阵 称 为 单位 三 角 阵 ), 是 非 奇异 的 , 故 n 阶 SISO 系统 控 
制 器 规范 型 是 能 控 的 . 

对 任意 的 n MRA, 其 对 应 的 ” 阶 控制 器 规范 型 总 是 能 控 的 . 
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3. n 阶 系统 的 能 控 性 规范 型 
传递 函数 (5.3.3) 对 应 的 能 控 性 规范 型 为 


0 0 O -> 0 =Q 1 
1 0 0 > 0 -on 0 
#(t) = 0 1 0 -> 0 —a,-2 z(t) + 0 u(t), Bas 
oira LO 322 i 
y(t) = [61, b2," ,Bn]z(t) + du(t), 
其 能 控 性 矩阵 为 
Q. = [b, Ab, A?b, , An-_1bJ 
10 0 … 0 
01 0 > 0 
=|0 0 1 = Ë |= (5.3.7) 
R re O 
O Oe U 1 


能 控 性 规范 型 的 能 控 性 矩阵 Qe 是 一 个 单位 阵 , 故 能 控 性 规范 型 是 能 控 的 . 

以 上 说 明 : 控制 器 规范 型 与 能 控 性 规范 型 总 是 能 控 的 , 不 管 A 矩阵 中 的 自由 元 如 何 
取 值 . 

这 个 结论 说 明 : 不 管 传递 函数 分 子 分 母 是 否 存在 公 因子 ( 零 极点 对 消 ), 对 应 的 控制 器 规 
范 型 和 能 控 性 规范 型 实现 总 是 能 控 的 . 

对 于 一 个 给 定 的 系统 , 通过 观察 , 如 果 发 现 它 是 控制 器 规范 型 或 能 控 性 规范 型 , 那么 系 
统 就 是 能 控 的 . 

例 5.3.1 考虑 下 列 系统 的 能 控 性 ， 


Š, 0000 j 1 
i| |1000 za 0 
¿| |o 100 war | S| 0 |# 
ša 0010 Fi 0 


这 是 一 个 控制 器 规范 型 (也 是 一 个 能 控 性 规范 型 ), 故 该 系统 是 能 控 的 . 
5.3.2 ”观测 器 与 能 观测 性 规范 型 的 能 控 性 
关于 观测 器 规范 型 的 能 控 性 和 能 观测 性 规范 型 的 能 控 性 , 我 们 有 结论 : 观测 器 规范 型 和 
能 观测 性 规范 型 不 一 定 是 能 控 的 , 其 能 控 是 有 条 件 的 . 下 面 以 一 个 二 阶 系统 为 例 加 以 说 明 . 
例 5.3.2 ”考虑 一 个 二 阶 系统 


bis + b2 
s2 + as + ao 


对 应 的 观测 器 规范 型 为 


jo = ( P: I )zg@ 十 ( 有 Jo, (5.3.9) 
y(t) = [1, 0]z(t). 


G(s) = (5.3.8) 
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其 能 控 性 矩阵 及 其 行列 式 为 
A = bı b2-— abı 
gapan e Pon J, 

bi b2- ab 
=| g P =a = 63 + abita, 


能 控 性 矩阵 Qe 的 奇异 性 依赖 于 系统 参数 a) az bi 和 bo, 因此 不 能 得 出 系统 是 能 控 的 结论 . 
例 5.3.3 参考 例 3.5.5 可 知 , 系统 (5.3.8) 对 应 的 能 观测 性 规范 型 为 


. 0 1 b 

b = ( De )zo+ ( Ë as, ) (5.3.10) 
y(t) = [1, 0]z(t). 

其 能 控 性 矩阵 及 其 行列 式 为 


A bi b2 — ajbi 
Q. = [b, Ab] = ( bz — ajbi —azbı — aibz + a?bı ) i 


iQd=| h bz — aibi 
°“ |b —ab —azbı — ab + aĝbı 

同样 , 能 控 性 矩阵 Q. 的 奇异 性 依赖 于 系统 参数 , 因此 不 能 说 能 观测 性 规范 型 是 能 控 的 . 

根据 对 偶 原 理 , 读者 可 以 研究 控制 器 规范 型 和 能 控 性 规范 型 的 能 观测 性 , 可 以 研究 观测 
器 规范 型 和 能 观测 性 规范 型 的 能 控 性 . 

关于 状态 空间 规范 型 的 结论 . 

(1) 控制 器 规范 型 和 能 控 性 规范 型 总 是 能 控 的 , 不 管 4 矩阵 中 的 自由 元 如 何 取 值 , 即 这 
两 种 规范 型 保证 系统 是 可 控 的 , 但 不 保证 系统 的 能 观测 性 . 

(2) 根据 对 偶 原理 , 观测 器 规范 型 和 能 观测 性 规范 型 总 是 可 观测 的 , 不 管 4 矩阵 中 的 自 
由 元 如 何 取 值 , 即 这 两 种 规范 型 保证 系统 是 可 观测 的 , 但 不 保证 系统 的 能 控 性 . 

(3) 下 面 讨论 的 对 角 标 准 形 、 约 当 标 准 形 既 不 保证 系统 是 可 控 的 , 又 不 保证 系统 是 可 观 
测 的 . 
5.3.3 ”对 角 标 准 形 的 能 控 性 


1. SISO 系统 对 角 标 准 形 
SISO 系统 对 角 标准 形 如 下 ， 


= —a2b? — aibibz + a?b? — (b2 一 a1b1)?. 


$i A Tı bi 
i2 和 2 T2 b2 

= fu (5.3.11) 
Ün Àn Tn bn 


由 于 能 控 性 与 输出 无 关 , 故 这 里 省 略 了 输出 方程 . 
假设 系统 的 特征 值 X 互 不 相同 . 系统 能 控 性 矩阵 的 行列 式 为 
|Q-| = detlb, Ab, A2b,... , A”=1b] 


b Mbi Mb + ART 
b2 Mb2 M3b2 :+: AF7 1b2 


=| b3 Mbs Ab - M1bs 


ba Anba Abp + A ibn 
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= bıb2 -+ + bn| V (A1, M2, ,An)), 
其 中 V (A1,A2, ,Xn) 是 范 德 蒙 矩 阵 (Vandermonde Matrix), 它 的 行列 式 为 


LW es A 
E AA a A 
[VAn An Anl] 1 As Ag e 397 
1 % A ... Xn-1 
= I %-à) 
1&i<j&n 


当 入 互 不 相同 时 , 范 德 蒙 矩阵 的 行列 式 非 零 . 当 bibo- -bn Z 0 时 , 能 控 性 矩阵 Q. 满 秩 . 因 
此 , 对 角 标 准 形 (5.3.11) 能 控 的 条 件 是 所 有 bi (i = 1,2,.… ,n) 都 不 为 零 . 

对 于 SISO 系统 对 角 标 准 形 (5.3.11), WR A 矩阵 对 角 线 上 有 两 个 相同 的 特征 值 ， 那 
么 该 系统 不 可 控 . 参见 下 例 . 

例 5.3.4 对 角 标 准 形 


都 是 不 可 控 的 . 这 可 以 用 PBH 能 控 性 矩阵 秩 判 据 得 证 . 事实 上 , 对 于 后 一 个 系统 , 有 


p= 5 
s—2 6 

[sm — 4, = Z= >|: 
s8— 8 


s WIERE A 的 重 特征 值 s = 3 时 , rank[|sT, 一 A,b] = 3 < n = 4, 故 不 可 控 . 

2. MIMO 系统 对 角 标 准 形 

对 于 多 输入 系统 (7 个 输入 u c Rr, 控制 参数 矩阵 B = [bij] e R"xr), MIMO 系统 对 角 
标准 形 如 下 ， 


lK 


tı 入 1 Tı bi b2 … bi Ul 

t2 A2 T2 bai b22 … bər U2 
aE : . (5.3.12) 

Ln Àn Tn bni bn2 > bnr Ur 


当 特 征 值 A, 互 不 相同 时 , 多 变量 系统 (5.3.12) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 控制 参数 矩阵 B 
中 不 包含 全 为 零 的 行 , 即 对 所 有 i = 1,2,… ,n, [bii, bi2,… ,pir] Z 0. 这 可 以 用 PBH 能 控 性 
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AEBF4824 E. 事实 上 , 考虑 矩阵 


5 一 和 1 bi bi2 … bir 
s— 22 bai b22 … bər 

[sIn — A, B] = ; ; 
S— Àn bni bn2 bnr 


对 于 互 不 相同 的 X 当 s = Xi 时 , 只 需 B AEBE28 i fT [bi1, bi2,… ,bir] 的 元 不 全 为 零 , [N T, — 
A, B] 就 是 满 秩 . 

对 于 MIMO 系统 对 角 标准 形 (5.3.12), WR A 矩阵 对 角 线 上 有 相同 特征 值 , 其 能 控 性 条 
件 较为 复杂 . 下 面 以 一 个 两 输入 5 阶 系统 对 角 标 准 形 为 例 加 以 说 明 . 

例 5.3.5 考虑 下 列 对 角 标准 形 : 


tı 和 1 Tı bi bi2 
t2 入 1 T2 b21 b22 7 
zs | = Ms za |+| bi bs2 ( a ) s (5.3.13) 
ta 和 4 T4 ba baz 5 
ts 25 T5 bsı bs2 
该 系统 有 两 个 相同 的 特征 值 Xi, 假设 Ar, As, Aa, As 都 不 相同 . 考虑 
#= As bi biz 
s— À b21 b22 
hin A H= sdi bar Was 
s— M4 ba baz 


s— Às bi bs2 


24 s = 入 (i = 3,4,5) BF, B 矩阵 的 第 i 行 [ba,b2] 的 元 不 全 为 零 ( 即 rank[bii,bi2] = 1), 
[NT,, — A, B] 就 满 秩 ; 34 s = Xi 时 , B 矩阵 的 第 1 行 和 第 2 行 构成 的 子 和 矩阵 的 秩 为 2 ( 重 特 
征 值 的 数目 ), 即 


rak ( < ç ) =; 
那么 [NT A, B] 就 是 满 秩 . 因此 , 对 于 两 输入 对 角 标准 形 , 如 果 有 两 个 特征 值 相 同 , ERZ 
特征 值 对 应 的 B 矩阵 的 子 矩 阵 的 秩 为 2, 且 单 特征 值 对 应 的 B 矩阵 的 行 的 元 不 全 为 零 ( 即 
单 特征 值 对 应 的 B 矩阵 的 行 的 秩 为 1), 系统 就 可 控 . 
由 此 可 以 总 结 出 下 列 结论 . 
1) 如 果 对 角 标准 形 有 + + 1 个 特征 值 相同 (> 为 输入 的 维 数 ), 系统 总 是 不 能 控 的 . 
(2) 对 于 7 个 输入 对 角 标准 形 , 如 果 相同 特征 值 (E k, k = 1 表示 是 单 特征 值 ) 对 应 B 
的 子 矩阵 的 秩 为 上 (k = 1 时 , 表示 单 特征 值 对 应 的 B 矩阵 的 行 的 元 不 全 为 零 ), 系统 就 可 控 . 
(3) 根据 对 偶 性 , 读者 可 以 研究 对 角 标准 型 的 能 观测 性 . 
5.3.4” 约 当 标 准 形 的 能 控 性 


WR A 矩阵 有 重 特征 值 , 一 般 情况 下 不 可 对 角 化 , 但 可 通过 相似 变换 约 当 化 , 化 为 约 当 
标准 形 , 约 当 标准 形 对 和 矩阵 B 和 C 的 结构 也 没有 要 求 . 


1. SISO 系统 约 当 标准 形 


当 系统 有 n 个 相同 特征 值 时 , SISO 系统 约 当 标准 形 如 下 ， 


1 A Í 

2 x 1 
js | = S ° 
n 


PBH 能 控 性 矩阵 为 


[sIn — A,b] = 


>= 


bi 
b2 
bs u. 
bn 
bi 
b> 
bn-1 
s—A bn 
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(5.3.14) 


当 s= A PF, 只 要 bn Z 0, HERE [sIn 一 A,b] 就 满 秩 . 因此 , SISO 系统 约 当 标准 形 (5.3.14) 能 


控 的 条 件 是 控制 参数 向 量 b = [bi] e C 的 最 后 一 元 非 零 : bn Z 0. 


例 5.3.6 约 当 标准 形 


jn 5 4 

jo | _ 2 1 

j| T 2.21 
ja 2 


是 不 可 控 的 . 而 约 当 标 准 形 


j S W 

ia| _ Zi 
is | Z 21 
ja 2 


是 可 控 的 . 


这 个 例子 是 标准 约 当 块 , 读者 可 进一步 考虑 下 列 非 标准 约 当 块 的 约 当 标 准 形 的 能 控 性 : 


Tı 
T2 
T3 
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WR A 矩阵 有 ma 个 相同 特征 值 和 1, ER n — n 互 不 相同 特征 值 Xw +l, Anta t An 
那么 SISO 系统 约 当 标准 形 如 下 ， 


$ Ji zı bı 

Zna+1 和 na+l Zni+1 bni+1 

mä | = 和 ma +2 Zm+2 | 二 | bnt2 |u, (5.3.15) 
Èn Ns Tn bn 


其 中 zl = [zi,z2,: ;Znm] € C™, bi = [bb ,bm] € Ci, ni 阶 约 当 块 厂 为 


jí 1 


J = A Sa e Gan, 
k 1 
入 1 

SISO 系统 (5.3.15) 能 控 的 条 件 是 约 当 块 J, 对 应 的 控制 参数 向 量 b, 的 最 后 一 元 非 零 : 
bn, 闫 0, 并且 单 特征 值 A 对 应 的 控制 参数 向 量 的 元 非 零 : b; #0, i = ni +l, 十 2 ,n. 

多 输入 情形 : 能 控 的 条 件 是 约 当 块 J, 对 应 的 控制 参数 矩阵 B 的 子 块 B, 的 最 后 一 行 
非 零 , 并 且 单 特征 值 和 ; 对 应 的 控制 参数 矩阵 B 的 行 非 零 . 

2. MIMO 系统 约 当 标准 形 


多 输入 多 输出 (MIMO) 系统 (r 个 输入 u c Rr, 控制 参数 矩阵 B = [B,] e R"x7) 的 约 
当 标准 形 (Jordan Standard Form) 结构 如 下 ， 


č Jı zı Bı 
t2 J2 £2 B2 
= + $ u, (5.3.16) 
Dk Jis mk Bk 
Tı 
T2 
y =[C1, C2, ,Ck] | . | + Du, (5.3.17) 
Tk 


其 中 z; € Rn B, € Rixr C, € R? ™, ni + n2 十 … 十 Nk = n, ni x ni 约 当 块 的 结构 如 下 ， 


根据 PBH 能 控 性 矩阵 秩 判定 , 多 变量 系统 (5.3.16)~(5.3.17) 能 控 的 充分 必要 条 件 是 控制 参数 
JERE B, 的 最 后 一 行 不 全 为 零 . 根据 PBH 能 观测 性 矩阵 秩 判定 , 多 变量 系统 (5.3.16)~(5.3.17) 
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能 观测 的 充分 必要 条 件 是 输出 参数 矩阵 C, 的 第 一 列 不 全 为 零 . 对 于 1i 关 泌 如 果 矿 与 万 有 
相同 特征 值 , 情况 更 复杂 一 些 , 读者 可 以 研究 这 种 情形 约 当 标准 形 的 能 控 性 和 能 观测 性 条 件 . 
根据 对 偶 原理 , 读者 可 研究 规范 型 、 对 角 标 准 形 和 约 当 标 准 形 的 能 观测 性 . 


5.4 ”传递 函数 的 最 小 实现 


化 传递 函数 为 状态 空间 模型 称 为 传递 函数 的 实现 ， 最 小 实现 就 是 对 应 于 传递 函数 (s 
阵 ) 的 最 小 阶 次 状态 空间 模型 . 因为 传递 函数 GERE) 分 子 分 母 可 能 存在 公 因子 , 产生 零 极点 
对 消 , 导致 虚拟 阶 次 , 使 得 其 状态 空间 系统 不 可 控 或 (和 ) 不 可 观测 . 本 节 讨论 传递 函数 与 其 
状态 空间 模型 能 控 性 和 能 观测 性 之 间 的 关系 , 以 及 单 输入 多 输出 系统 、 多 输入 单 输出 系统 、 
多 输入 多 输出 系统 状态 空间 模型 的 实现 
5.4.1 “传递 本数 与 能 控 性 能 观测 性 的 关系 

1. 不 可 约 传递 函数 的 能 控 性 实现 

分 子 分 母 不 存在 公 因子 的 有 理 分 式 称 为 不 可 约 传递 函数 

设 系统 的 传递 函数 为 


本 2s 十 3 _ 2s+3 
(s+1)(s+2) s2+3s+2 


G(s) (5.4.1) 


这 是 一 个 n = 2 阶 系统 , 是 一 个 不 可 约 传递 函数 , 其 对 应 的 控制 器 规范 型 为 
a=( 1 o e+ (o). (5.4.2) 
y= [2, 3]=. (5.4.3) 
因为 这 是 控制 器 规范 型 , 故 是 能 控 的 . 其 能 观测 性 矩阵 的 秩 为 


rank[Qo] = rank EA = rank ( E- E ) = =, 


故 这 个 控制 器 规范 型 (5.4.2)—(5.4.3) 也 是 能 观测 的 . 

注 5.4.1 ”从 这 个 例子 可 以 总 结 出 一 个 一 般 结论 : 传递 函数 分 子 分 母 不 存在 公 因 子 , 其 
对 应 的 状态 空间 模型 是 最 小 实现 , 最 小 实现 既是 能 控 的 , 又 是 能 观测 的 . 最 小 实现 意味 着 传 
递 函数 具有 最 小 阶 次 , 因此 状态 空间 模型 也 具有 最 小 阶 次 , 这 就 是 最 小 实现 名 称 的 来 历 . 

2. 存在 零 极点 对 消 的 传递 函数 能 控 性 实现 

sÑ (5.4.1) 传递 函数 分 子 分 母 同 乘 以 因子 (s — 1), 得 到 

(2s + 3)(s — 1) 2s2+s—3 

(s2+3s+2)(s—1) s3+2s2—s—2 
这 是 一 个 n = 3 阶 系统 , 是 一 个 存在 零 极点 对 消 的 传递 函数 , 零 极 点 对 消 使 得 系统 的 阶 次 虚 
拟 增高 , 其 对 应 的 控制 器 规范 型 为 


2 1 9 1 
z=| 100 |z+|o |u, (5.4.5) 
0 1 0 0 


(5.4.4) 


G(s) 


202 第 5 章 线性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 


y=[2, 1, —3]z. (5.4.6) 
因为 这 也 是 控制 器 规范 型 , 故 是 能 控 的 . 因此 , 不 管 传递 函数 分 子 分 母 是 否 存在 公 因子 , 其 控 
制 器 规范 型 和 能 控 性 规范 型 都 是 能 控 的 . 这 个 n = 3 阶 系统 的 能 观测 性 矩阵 的 秩 为 


e 2 1 -3 
rank[Q.] = rank | cA | =rank| -3 -1 4 |=2<n, 
cA? 5 1 -6 


故 这 个 控制 器 规范 型 (5.4.5)~(5.4.6) 是 不 能 观测 的 . 

注 5.4.2 ”从 这 个 例子 可 以 总 结 出 , 如 果 一 个 传递 函数 分 子 分 母 存在 公 因子 , 其 状态 空 
间 模 型 不 是 最 小 实现 , 非 最 小 实现 要 么 不 能 控 , 要 么 不 能 观测 , 要 么 既 不 能 控 又 不 能 观测 . 非 
最 小 实现 如 果 是 能 控 的 , 那 一 定 是 不 能 观测 的 ; 相反 , 非 最 小 实现 如 果 是 能 观测 的 , 那 一 定 是 
不 能 控 的 ; 非 最 小 实现 也 可 能 既 不 可 控 , 又 不 可 观测 . 

传递 函数 (5.4.4) 的 部 分 分 式 展开 为 


hi 1 0 


GOT (5.4.7) 
它 对 应 的 3 阶 对 角 标 准 形 为 
—1 i 
£= 一 2 z+| 1 |u (5.4.8) 
1 0 
y=[1, 1, 0]z. (5.4.9) 


这 个 标准 形 既 不 能 控 , 又 不 能 观测 .当然 , 传递 函数 (5.4.7) 有 无 穷 多 个 不 能 观测 的 、 但 能 控 
的 非 最 小 实现 
aT 


1 
£= 一 2 J T+ ( 1 J u, for any o Z 0, (5.4.10) 
1 a 
u=, 1, 0z， (5.4.11) 
和 无 穷 多 个 不 能 控 的 、 但 能 观测 的 非 最 小 实现 
一 1 1 
t= -2 z+| 1 J u, (5.4.12) 
j 0 
y=[1, 1, aļæ, for any a Z 0. (5.4.13) 


由 对 偶 性 原理 可 知 , 一 个 不 可 约 传递 函数 的 实现 是 最 小 实现 , 既 可 控 又 可 观测 . 一 个 存 

在 公 因子 的 传递 函数 的 观测 器 规范 型 实现 和 能 观测 性 规范 型 实现 都 是 可 观测 的 , 但 必 是 不 可 

控 的 . 
对 于 有 关 传 递 函数 与 状态 空间 模型 的 能 控 性 、 能 观测 性 的 关系 有 下 列 结论 . 

(1) 传递 函数 (传递 矩阵 ) 的 最 小 实现 (最 小 阶 状态 空间 模型 ) 既是 能 控 的 , 又 是 能 观测 


的 . 

(2) 如 果 一 个 状态 空间 模型 对 应 的 传递 函数 是 不 可 约 的 (分子 分 母 无 公 因子 ), 那么 这 个 
状态 空间 模型 是 最 小 实现 (能 控 和 能 观测 的 ); 否则 , 或 者 是 不 能 控 的 , 或 者 是 不 能 观测 的 , 或 
者 既 不 能 控 又 不 能 观测 . 
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(3) 如 果 一 个 状态 空间 模型 是 不 能 控 的 或 (和 ) 不 能 观测 的 , 那么 其 对 应 的 传递 函数 分 子 
分 母 一 定 存在 公 因子 , 零 极点 相 消 后 的 系统 阶 次 小 于 状态 空间 模型 4 矩阵 的 维 数 . 

(4) 传递 函数 分 子 分 母 无 公 因 子 ( 阶 次 为 n), 对 应 的 任何 n 阶 状态 空间 模型 都 是 最 小 实 
现 (都 是 最 小 阶 状态 空间 模型 ), 这 个 最 小 实现 既是 能 控 的 又 是 能 观测 的 . 


544.2 ” 单 输 入 多 输出 系统 的 状态 空间 实现 


将 一 个 一 般 传 递 函数 矩阵 转化 为 状态 空间 模型 是 极其 复杂 的 ， 需 要 和 矩阵 多 项 式 的 知识 ， 
经 过 了 几 代 控 制 科学 家 的 努力 , 获得 了 比较 完美 的 多 变量 传递 函数 矩阵 状态 空间 实现 理论 与 
方法 . 这 里 简单 讨论 多 变量 系统 的 实现 问题 , 包括 单 输入 多 输出 系统 、 多 输入 单 输出 系统 、 
多 输入 多 输出 系统 的 状态 空间 模型 实现 . 

大 家 知道 , 对 于 单 输入 单 输出 系统 , 其 控制 器 规范 型 实现 和 观测 器 规范 型 实现 中 的 参数 
与 传递 函数 分 母 多 项 式 和 分 子 多 项 式 的 系数 完全 对 应 , 没有 任何 附加 计算 . 例如 , 传递 函数 

5s2+6s+7 
s3 十 2s52 十 3s 十 4 


G(s) = 


的 控制 器 规范 型 实现 为 


al —2 -3 一 4 zı 1 
E 
t3 0 1 0 T3 0 

Tı 


y =[5, 6, 7] | z2 |. 
T3 


从 这 个 规范 型 实现 可 以 看 出 , 单 输入 系统 的 控制 系数 向 量 b 为 一 单位 向 量 . 而 单 输入 多 输出 
系统 的 输入 也 为 1 个 , 也 可 以 将 控制 系数 向 量 b 化 为 一 单位 向 量 . 因此 , 一 种 方法 是 将 单 输 
入 多 输出 系统 写 为 控制 器 规范 型 , 对 每 一 个 输出 , 将 传递 函数 阵 中 分 子 多 项 式 的 系数 填 入 到 
对 应 的 输出 系数 矩阵 C 的 每 一 行 中, 就 得 到 单 输入 多 输出 系统 的 状态 空间 实现 . 下 面 介 绍 
这 种 方法 . 

例 5.4.1 写 出 下 面 传递 函数 阵 的 最 小 实现 ， 


1 
s+3 1 s+4 
GE) | 5 | a liii) 


s+4 


解 ” 这 是 一 个 单 输入 2 输出 系统 , 是 一 个 二 阶 系统 . 根据 以 上 方法 , 将 分 母 多 项 式 的 系 
数 填 入 到 A 矩阵 中 , b 为 一 单位 向 量 , 将 分 子 多 项 式 的 系数 填 入 到 C 矩阵 的 对 应 行 中 , 就 得 
到 G(s) 的 最 小 实现 (控制 器 规范 型 ): 


人 的 )- 1 70) (a0) Co) 
C= 
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又 , 传递 函数 阵 


3 
了 s+1)(s+2 1 3 
G(s) = k F X l j) = srra (ase) 


+i 
对 应 的 最 小 实现 (控制 器 规范 型 ) 为 


(o) CE a) Cao + CoJo 
(28)-(2 a) (a) 
这 种 方法 可 以 推广 到 一 般 单 输入 多 输出 系统 . m 个 输出 的 单 输入 系统 的 传递 矩阵 是 一 


+ m 维 向 量 ， 


b1(s) 
a(s) 
b2(s) 
G(s) = | az(s) | e R”, 


bm(s) 
Qam(s) 
ai(s) 和 bi(s) 是 s 的 多 项 式 . 通常 分 母 ails) 是 不 同 的 , 进行 通 分 , G(s) 可 以 化 下 列 形式 ， 
biis”! + bizs”? +... bin 
sn +aisn-l+aə2sn-24+...+ an 
b21s™ l + b22s™ 2 十 …: 十 bon 
Ts 


bmlsn 1 + bm2s" ?+ bmn 
biis”! + bios”? +--+ bin 
1 b218”! + bə2sn-2 +... + bon 
bms”! + bm287? + - - -+ bmn 


对 应 的 控制 器 规范 型 实现 为 
i(t) 一 al 一 a2 `> —qa-1 一 an Zl 人 (t) 1 
¿ə2(t) 1 C ik 0 0 zə(t) 0 
ist) |=| 0 1 > 0 0 zalt) | + | 0 |u, 
z(t) o OO s $£ Ó ra (t) 0 
y(t) bi bz … bin ZT1(t) 


v(t) (5.4.14) 


Ym(t) Bii baa ss. Dos Zn(t) 
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我 们 也 可 以 通过 直接 定义 状态 变量 来 获得 状态 空间 模型 . 
例 5.4.2 ” 设 系统 的 传递 函数 阵 为 


7s 十 10 
G(s) = ma 
s+6 


直接 定义 状态 变量 , 写 出 其 状态 空间 模型 . 
解 ” 这 是 一 个 单 输入 2 输出 系统 , 其 输入 输出 关系 为 
7s+10 
(s+ +2) 
3u Ë 4u 
s+1 s+2’ 


yı 


传递 函数 阵 分 母 通 分 后 是 一 个 3 阶 系统 , 故 状态 变量 有 3 个 , 令 


u u u 


w = Sa maS E= a EO 


21 = -zı +u, j2=—272+u, ja = —6rjs+ u. 


系统 的 输出 可 以 表示 为 
Yı = 3721 + 4z2, 


1⁄2 = 873. 


因此 系统 的 最 小 实现 状态 空间 模型 为 


1(t) OO ¿D z(t) 1 
(20)-( T o) (26 Je (1 Jo 
za(t) 0 0 -6 zalt) 1 
nt)\_/340 Za 人) 

(0)-( (下 


5.4.3 ”多 输入 单 输出 系统 的 状态 空间 实现 


因为 单 输入 多 输出 系统 的 对 偶 系 统 是 多 输入 单 输出 系统 . 根据 对 偶 性 原理 , 可 以 将 多 输 


入 单 输出 系统 传递 矩阵 写 为 观测 器 规范 型 最 小 实现 . 
传递 函数 
5s2 十 6s 十 7 


ge&y= TI _ 
(s) 83 + 282? + 3s +4 


的 观测 器 规范 型 实现 为 
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ii D JU i) zı 5 
2 加 |=| -3 0 1 (2):(): 
3 —4 0 0 z3 7 
Tı 
=[1, 0, 0] | zz |. 
z3 


从 这 个 规范 型 实现 可 以 看 出 , 单 输出 系统 的 输出 系数 向 量 c 为 一 单位 行 向 量 ， 而 多 输入 单 
输出 系统 的 输出 也 为 1 个 , 也 可 以 将 输出 系数 向 量 c 化 为 一 单位 行 向 量 . 因此 , 一 种 方法 是 
将 多 输入 单 输出 系统 写 为 观测 器 规范 型 , 对 每 一 个 输出 , 将 传递 函数 阵 中 分 子 多 项 式 的 系数 
填 入 到 对 应 的 输入 系数 矩阵 B 的 每 一 列 中 , 就 得 到 多 输入 单 输出 系统 的 观测 器 规范 型 实现 . 
下 面 介绍 这 种 方法 . 
例 5.4.3 ” 写 出 下 列传 递 函 数 阵 的 最 小 实现 ， 
1 5 [s+ 4, 5s + 15] 
o- al 


解 ” 这 是 一 个 2 输入 单 输出 系统 , 是 一 个 二 阶 系统 . 根据 以 上 方法 , 其 对 应 的 最 小 实现 
(观测 器 规范 型 ) 为 


(@6)-( a o) (a0) +G a) (C0) 
v) =n, 9 (20). 
又 传递 函数 阵 
G(s) = | 
对 应 的 观测 器 最 小 实现 为 
(ao) (2 o) (ao) +C s) Cao) 
s) =n, a (28). 


这 种 方法 可 以 推广 到 一 般 多 输入 单 输出 系统 . r WA RAE RE EA r 维 
行 向 量 ， 


3 4 ] [3, 4s+8] 
(s+1)(s+2)’ s+1] s2+3s+2 


bi(s) bo(s) =] 1xr 
G > y 8399 ER”, 
de 
ai(s) 和 bi(s) 是 s 的 多 项 式 . 通常 分 母 als) 是 不 同 的 , 进行 通 分 , G(s) 可 以 化 下 列 形式 ， 
G(s) bus" l + bias"? +- dba | bras} + bras"? +... + brn 
š sn +aisn-l+aə2sn-24+...+a ” sn + asl + azs"? +... +a. 
_ [biis™ l + bizs"? +- bi, >, brast + broas"? +-+- + brn] 


S” + asl + azs? 十 … 十 an 
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将 分 母 多 项 式 的 系数 填 入 到 系统 矩阵 A H, c 为 一 单位 行 向 量 , 将 分 子 多 项 式 的 系数 填 入 到 
控制 系数 矩阵 B 的 每 一 列 中 , 就 得 到 对 应 的 观测 器 规范 型 实现 : 


> < i Ü +> Ü 
Z1(t) ai ñ z1(t) iar ty sew i n 
t2(t) Sür Goa ia É zə(t) ba Da sss Uso wy 
ao —a 0 0 0 zs + b bs as bra : f 
AA i : gon t 1 : : í : v 
2 =e Ü =s OO UU zL. (t) e ns y ux (t) 

z1(t) 

zo(t) 

yt)=[1, 0, 0,.…,0| . 
Falt) 


我 们 也 可 以 通过 直接 定义 状态 变量 来 获得 状态 空间 模型 . 
例 5.4.4 设 系 统 的 传递 函数 阵 为 
7s 十 10 8 
(s+D(s+2) s+6]' 
直接 定义 状态 变量 , 写 出 其 状态 空间 模型 . 
E ”这 是 一 个 2 输入 单 输出 系统 , 其 输入 输出 关系 为 


G(s) = 


_ 7s+10 urg 8 F 
Y= FI +2 s46? 
3u 4u 8 


= 水 s uz. 
s+1 s+2 846° 


这 是 一 个 3 阶 系统 , 故 状 态 变量 有 3 个 , 令 


Ul Ul 1.6u2 
21 = T2 = z3 = 
1 
或 
21 = 一 Z1 十 WI， j2=—272+u1, t3 = —6rjs-+ 1.6u2. 
系统 的 输出 可 以 表示 为 


y = 371 + 4z2 + 573. 


因此 系统 的 最 小 实现 状态 空间 模型 为 


A A 
z2(t) | = 0 -2 0 zə(t) | 十 
#3(t) 0 0 -6 z3(t) 

xı (t) 
y(t) =[3, 4, 5] | z2(¢) |- 

za(t) 


omm 
= 

° 
SS 
ss 
$E 
Š 点 
— = 
ns 
NS 
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5.4.4 多 输入 多 输出 系统 的 状态 空间 实现 


传递 矩阵 的 最 小 状态 空间 实现 具有 无 穷 的 魅力 , 几乎 是 硕士 研究 生 和 博士 研究 生 入 学 考 
试 的 必 备 内 容 . 它 涉及 到 多 项 式 矩 阵 理论 , 需要 对 传递 矩阵 进行 左 分 解 或 右 分解 , 将 传递 矩 
阵 G(s) € R" 表示 为 一 个 多 项 式 矩 阵 与 另 一 个 多 项 式 和 矩阵 逆 的 积 的 形式 .这 称 为 多 项 式 
和 矩阵 互 质 分 解 , 即 左 矩 阵 分 式 描 述 (Left Matrix Fraction Description, 左 MFD) 和 右 和 矩阵 
分 式 描 述 (Right Matrix Fraction Description, Æ MFD). 

左 矩 阵 分 式 描述 可 表示 为 


G(s) = D~ (s)N (s), (5.4.15) 


其 中 D(s) e R™*m 和 N(s) e R" 是 两 个 互 质 多 项 式 , 即 只 有 行列 式 为 常数 的 公 因 子 多 项 
WIERE (行列 式 为 非 零 常数 的 多 项 式 和 矩阵 称 为 单 模 阵 ). 
右 和 矩阵 分 式 描述 可 表示 为 


G(s) = N(s)D™} (s), (5.4.16) 


其 中 N(s) e Rm*x" 和 D(s) e R 是 两 个 互 质 多 项 式 , 即 只 有 单 模 阵 公 因 子 多 项 式 和 矩阵 . 注 
意 到 式 (5.4.15) 与 式 (5.4.16) 中 多 项 式 是 不 同 的 , 维 数 也 不 一 样 . 

利用 左 MFD 或 右 MFD 分 解 获得 传递 矩阵 的 最 小 状态 空间 模型 , 运算 极其 复杂 , 这 里 
不 进行 讨论 . 下 面 用 例子 说 明 本 书 作 者 给 出 的 一 种 简便 方法 获得 传递 矩阵 的 最 小 实现 . 

例 5.4.5 ”假设 考虑 2 输入 2 输出 系统 的 传递 矩阵 为 


7s 十 10 Š 
G(s) = | Ga 2 sŠ ) 


(s+1)(s+4) s+2 


写 出 其 最 小 状态 空间 实现 . 
解 ”将 G(s) 化 为 部 分 分 式 形式 : 


3 a 4 5 
s+1 8+2 8+3 
GWS] o 6 9 | 


sI sq š 3 十 2 


其 输入 输出 关系 为 
3 5 
21 + ts 
2 s u 9 
yz srl ` se Ed. “EU apa 2 
或 
_ 3u 4u 5u2 
EL DKA EFI 
2u 6uı 9u2 


a 
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观察 y 和 y 中 第 1 个 输入 wi 不 同 分 母 的 次 数 , 第 2 个 输入 wz 不 同 分 母 的 次 数 , 可 知 这 是 
一 个 5 阶 系统 , 定义 5 个 状态 变量 : 


Ul ur Ul uz U2 
人 
或 
tı 三 一 Z1 十 LI， j2=—272+uUl, t3 = —4r3 +u, 
t4 = —3z4 +u2, 7Z5 = 一 275 + u2. 
系统 的 输出 可 以 表示 为 


Yı = 371 + 472 + 5z4, 


Y2 = 2x1 + 6zs 十 9z5. 
因此 系统 的 最 小 实现 状态 空间 模型 为 


j (t) = g OF ¿407 ¿Q z(t) 1 0 
z(t) 0— 0 0 0 z2(t) Tag 
it) |=| 0 o0 -4 0 0 z(t) |+| 1 0 [A k 
jalt) 0 Ü © =3 Ù za (t) 0 1 2 
s (t) 0 0 0 0-2 25 (t) 0 1 
z(t) 
nAj (3 4 0 50 O 
oC a 2 
zs (t) 
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从 前 述 系统 能 控 和 系统 能 观测 定义 看 , 系统 可 控 和 系统 可 观测 指 系统 所 有 状态 整体 都 可 
控 、 都 可 观测 , 而 系统 不 可 控 (不 可 观测 ) 并 不 是 指 系统 所 有 状态 都 不 可 控 (不 可 观测 ), 而 是 
指 有 的 状态 不 可 控 (不 可 观测 ), 意 即 系 统 有 的 状态 是 可 控 的 (可 观测 的 ) 那么 , 是 否 存 在 一 
线性 变换 把 系统 分 解 为 可 控 (可 观测 ) 子 系统 与 不 可 控 (不 可 观测 ) 子 系统 两 部 分 , 以 至 于 可 
控 子 系统 的 所 有 状态 都 是 能 控 的 , 不 可 控 子 系统 的 所 有 状态 都 是 不 可 控 的 ? 答案 是 肯定 的 . 
这 种 分 解 称 为 系统 的 能 控 性 结构 分 解 (能 观测 性 结构 分 解 )， 本 节 将 介绍 能 控 性 结构 分 解 和 
能 观测 性 结构 分 解 . 
5.5.1 ”系统 能 控 性 结构 分 解 

考虑 下 列 状态 空间 模型 ， 


A = Az(t) + Bu(t), 
y(t) = Cz(t) + Du(t), 


(5.5.1) 


其 中 e(t) € R" 为 状态 向 量 , u(t) e Rr 为 输入 向 量 , y(t) € R” 为 输出 向 量 , A € 及 "xm， 
B e Rnxr, C e Rmxn 和 DD e Rmxr 均 为 常数 和 矩阵. 

假设 系统 能 控 性 矩阵 Q. := [B, AB, A?B,--- , An-1B] e Rnx(nr) WERA ni < n (n 为 
状态 向 量 的 维 数 ), 那么 系统 不 (完全 ) 能 控 , 即 系统 有 能 控 状 态 和 不 能 控 状 态 , 能 控 状 态 数目 
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为 nm, 不 能 控 状 态 数目 为 n 一 ni. 因此 , 是 否 存 在 一 线性 变换 把 系统 分 解 为 可 控 子 系统 与 不 
可 控 子 系统 两 部 分 , 答案 是 肯定 的 . 这 可 叙述 为 下 列 定理 . 
定理 5.5.1 ”能 控 性 结构 分 解 定理 (Controllability Structure Decomposition Theorem) 
对 于 线性 系统 (5.5.1), 如 果 系 统 能 控 性 矩阵 Q. 的 秩 rank[Q.] = n < n, 那么 存在 线性 
变换 : z(t) = T-2(¢) = T. 人 (T. 为 非 奇异 矩阵 ), 把 系统 (5.5.1) 分 解 为 能 控 与 不 能 控 
结构 形式 : 


(2) =T 'AT;.2(t) + T7 1 Bu(t) 


zalt) 
E L(A Aa) ( 20 ) a ( Be) uto, T 
y(t) = CT.x(t) + Du(t) 


= (Ca Cd (Z) + Duto, 


其 中 下 标 c 表示 可 控 之 意 ( 取 自 Controllable 的 第 1 个 字母 ), 下 标 e 表示 不 可 控 之 意 , 其 他 
量 定 义 如 下 ， 

z(t) ER 为 可 控 状 态 向 量 , zz(b € R 为 不 可 控 状态 向 量 ， 

Ac ERnaxn Aja € Rnix(n—-m), Az € R(n—ma)x(n—nma), 

B. E R™*", C. € Rm, C, € Rmx(n—na), 

(Ac, B.) 是 能 控 的 ， 
变换 矩阵 T. 是 按 下 列 方式 构成 的 : Q. 的 ni 个 线性 无 关 的 列 构成 T. 的 前 ni 列 , Q. 的 后 
n — ni 列 任意 选取 , 使 得 T. 是 可 道 矩 阵 (在 满足 可 逆 时 , 尽 可 能 多 一 些 0 元 , 使 计算 方便 ). 

注 5.5.1 系统 (5.5.1) 的 传递 矩阵 等 于 变换 后 的 能 控 子 系统 [4。, Bo Ce, D] 的 传递 矩 
阵 , 即 


G(s) = C(sI — A) 1B + D = Ce(sIn, — A.) B. + D. 


变换 后 的 系统 (5.5.2) 能 控 性 结构 分 解 如 图 5.5.1 所 示 . 图 5.5.1 上 方 部 分 为 可 控 子 系统 ， 
其 状态 方程 为 


(t) = Acxe(t) + 4iazz(b + Bou(t), (5.5.3 
下 方 为 不 可 控 子 系统 , 其 中 状态 方程 为 
jalt) = Asselt). (5.5.4 


从 信号 流向 看 , 不 可 控 子 系统 与 系统 输入 ult) 无 关 , 故 这 部 分 状态 selt) 不 可 控 . 系统 的 输 
出 方程 为 


y(t) = Cexe(t) + Cexalt) + Du(t). (5.5.5 
可 控 子 系统 (5.5.3) 和 (5.5.5) 的 状态 空间 表达 式 为 
E = AcTe(t) + Bcou(t) + Aizzz(t), 


y(t) = C,a.(t) + [Ceze(b) + Du 人 bj (psig 
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图 5.5.1 能 控 性 分 解 结构 图 


下 面 给 出 变换 后 系统 的 传递 矩阵 和 能 控 性 结构 分 解 例子 . 
1. 传递 函数 
变换 后 系统 (5.5.2) 的 传递 矩阵 为 


G.(s) = [Cu Ca ( sI-A。 -A y ( B. ) pre 


0 sI — Az 0 
_ -i = | _ = 

-enog ( FH CTA) Abt A9) ( Be) | p 
_ <i 

sa (Wr “A n) PB 


= Ce(sI — A.) Be + Cz(sI — As) 10 + D 
_ Cçadj|sI — AJB, ` Czadj[sI — 4al0 


= debh= AJ  de[|I—=A;J T (5.5.7) 

eye a 
变换 后 系统 (5.5.2) 的 特征 多 项 式 为 

pe(s) = det[sT — Ac] det[sT — Az), (5.5.9) 


其 中 det[sT 一 Ac] 为 可 控 子 系统 的 m 次 特征 多 项 式 , det[sT 一 Az] 为 不 可 控 子 系统 的 (n 一 ni1) 
原 系统 (5.5.1) 为 一 n 阶 系统 , 其 传递 矩阵 为 
G(s)=C(sI- A) 1B + D 
_ Cadj[sI — AJB 


= aap A Ë D, (5.5.10) 


其 (n 次 ) 特征 多 项 式 为 


p(s) = det[sT — A]. (5.5.11) 
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从 能 控 性 结构 分 解 可 以 得 到 下 列 结论 . 
(1) 因为 非 奇异 线性 变换 不 改变 系统 的 特征 多 项 式 , 所 以 有 


p(s) = pe(s), 


即 系统 的 特征 多 项 式 等 于 可 控 子 系统 特征 多 项 式 det[sT — A) 与 不 可 控 子 系统 特征 多 项 式 
det[sT 一 Az] 的 乘积 . 

(2) 又 因为 非 奇 异 线性 变换 不 改变 系统 的 传递 矩阵 , 比较 式 (5.5.10) 与 式 (5.5.7) RR 
(5.5.8) TAN, 系统 的 传递 矩阵 等 于 可 控 子 系统 的 传递 和 矩阵, B G(s) = Ge(s). 但 是 G(s) 分 母 
为 n 次 多 项 式 , Ge(s) 分 母 为 m 次 多 项 式 , 次 数 不 相 等 , 原因 是 系统 不 可 控 (或 不 可 观测 )， 
那么 状态 空间 模型 (5.5.1) 不 是 传递 函数 矩阵 G(s) 的 最 小 实现 , 也 就 是 说 G(s) 的 分 子 和 分 
母 存在 公 因 子 . 

2. 能 控 性 结构 分 解 例 子 

例 5.5.1 设 系 统 的 状态 空间 模型 为 


1000 1 

N 0 1 0 0 * 

ë 0o02 0]? + 1 u(t), 
0 006 2 1 
2, | * 


y(t) =[1, 


对 其 进行 能 控 性 结构 分 解 . 
解 ” 对 于 这 个 系统 , 我 们 有 


统 
1000 1 
0100 1 
| 0 0 | 5= | z]; 
0002 1 
i 


c=[1, 1, 1, 1}, d=2. 


u 


这 个 系统 的 能 控 性 矩阵 为 


和 
z | 
Q.:= [b, Ab, b, Ab] = | o 4 8 |: 
1 9 £ 8 


它 的 秩 为 rank|Q.] = 2 < n = 4, 故 系统 不 能 控 . 从 状态 空间 表达 式 看 , 这 个 系统 的 每 一 个 状 
态 zi 都 与 系统 输入 u 有 关 , 又 与 系统 输出 y 有 关 , 但 这 个 系统 既 不 能 控 , 又 不 能 观测 . 

取 Q. 的 前 2 列 作为 变换 矩阵 T. 的 前 两 列 , T. 后 两 列 任 选 , 保证 Te 非 奇 异 即 可 , 因此 
可 取 


[一 一 一 
Waq 


vvere 
° ° oO = 
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(| =T—1|AT,2(t) + bu(t)] 


telt) 
06% 4 1 
0 0 
0 0 
1 0 
1 
1 
0 
1 


vryer 
oomo 
onoo 
vooo 
Ma 
WS 
== 
PDO- 
eco 


=o e—=ce ces mrrm 
I 
PA 


I 
= i 
| 
° ojo n 
£ om.ejo o 
yojo o 
Sasu a st 
"iin 
8 R 
oo 
生生 
SS 
和 
生 
my 
a 
w 
e 
& 


=[4, 6, 1, 1 (0 + 2u(t). 
例 5.5.2” 设 线 性 时 不 变 系统 如 下 ， 
$: 9 =l 0 
(t) = [ 0 -1 0 2 [ 0 Jo 
L 3 1 
y(t) =, —1, 1]e(0). 


判断 其 能 控 性 , 若 不 完全 能 控 , 试 将 该 系统 按照 能 控 性 进行 结构 分 解 . 
解 ”该 系统 能 控 性 判别 矩阵 


0 —1 —4 
Qe=[b,Ab,Ab]=|0 0 0 
i Q 8. ¿38 


的 秩 为 rank[|Q.] = 2 < n = 3, 所 以 系统 是 不 完全 能 控 的 . 选取 


0 -i 0 
T=b=|0|, =Ab=| 0], B=|1|. 
1 3 0 
构造 非 奇异 变换 矩阵 
前 = 06 
T=|0 01|， 
1 30 


其 中 Ts, 的 选取 是 任意 的 , 只 要 使 得 T. ATER (原则 上 是 尽 可 能 多 的 0 元, 使 计算 方便 ). 
在 新 状态 空间 中 各 个 系数 矩阵 分 别 为 
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C8)-(1 42) (8): (5) 
t) 
t) 


5.5.2 ”系统 能 观测 性 结构 分 解 
考虑 下 列 状态 空间 模型 ， 
i(t) = Ax(t) + Bu(t), 

t = Cz(t) + Dult), (5:5112) 
其 中 z(t) € R" 为 状态 向 量 , ult) € R 为 输入 向 量 , y(t) e R” 为 输出 向 量 , A € R., 
B e Rnxr, C € Rmxn 和 D € Rmxr 均 为 常数 矩阵 . 

系统 能 观测 性 结构 分 解 对 偶 于 能 控 性 结构 分 解 , 这 里 不 加 证 明 地 给 出 能 观测 性 结构 分 解 
定理 . 

定理 5.5.2 ”能 观测 性 结构 分 解 定理 (Observability Structure Decomposition Theorem) 

对 于 系统 (5.5.12), 如 果 其 能 观测 性 矩阵 


can 
的 秩 rank[Q。o] = n> < n, 那么 有 no 个 状态 xo E R 是 能 观测 的 , n 一 no 个 状态 zz e Run 
是 不 能 观测 的 . 对 式 (5.5.12) 进行 线性 变换 : ej) = T20) = Ts (20), T e Rx" 为 非 厅 
SEDE, 则 可 以 把 系统 分 解 为 


(2) =T7!AT,2(t) + T7 Bu(t) 
-( a x ) ( S Ji ( B Juo, (5.5.13) 
y(t) =CT,z(t) + Du(t) 


= C,, 0J P: 1 + Dult), 


5.5 ”线性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 结构 分 解 215 


其 中 下 标 o 表示 可 观测 之 意 ( 取 自 observable 的 第 1 个 字母 ), 下 标 5 表示 不 可 观测 之 意 , 其 
他 量 定义 如 下 ， 

mo(t) € R 为 可 观测 状态 向 量 , s(t) e R- 为 不 可 观测 状态 向 量 ， 

A, € Rnaxn2, Azı € Rm-"2)xn2, Az € R(n—na)x(n—na2), 

B, € R"axr, Bs e RG@—na)xr. C, E RMM, 

(Co, Ao) 是 能 观测 的 ， 
变换 矩阵 T! 按 下 列 方式 构成 : Qo 的 nə 个 线性 无 关 的 行 构成 To 1 的 前 no 行 , To l 的 后 
n — n 行 任意 选取 , 使 得 To 是 可 道 和 矩阵 (在 满足 可 逆 时 , 尽 可 能 多 一 些 0 元 , 使 计算 方便 ). 

注 5.5.2 系统 (5.5.12) 的 传递 矩阵 等 于 变换 后 的 能 观测 子 系统 [4。 Bo, Co, D] 的 传递 
矩阵 , 即 


G(s) = C(sI — A) B + D = Co(sIn, — A.) Bo + D. 


变换 后 的 系统 (5.5.13) 能 观测 性 结构 分 解 如 图 5.5.2 所 示 . 图 5.5.2 上 方 部 分 为 可 观测 
子 系统 , 下 方 为 不 可 观测 子 系统 . 从 信号 流向 看 , 不 可 观测 子 系统 的 状态 za(t) 并 不 流向 系统 
输出 y(t), BD zs(t) 与 系统 输出 y(t) 无 关 , 故 这 部 分 状态 x(t) 不 可 观测 . 


ud) | [e e 0, | ,6, | y9 


Es 
可 观测 子 系统 


u(t) ii) f zi) 


图 5.5.2 能 观测 性 分 解 结构 图 
例 5.5.3” 设 线性 时 不 变 系统 如 下 ， 


1 2 =l 0 
&lt)= ( 0 -1 0 J x(t) + [ 0 J u(t), 
1 —4 3 £ 
y(t)=[1, —1, 1]z(t). 


判断 其 能 观测 性 , 若 不 完全 能 观测 , 试 将 该 系统 进行 能 观测 性 结构 分 解 . 
解 ”该 系统 能 观测 性 矩阵 


c È —1 1 
= | cA |= | 2 =1 2 
cA2 4 -3 4 
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的 秩 rank[Q.] = 2 < n = 3, 故 系统 是 状态 不 完全 能 观测 的 . 选择 


TY =e = [1 -1, 1], 
Tz =cA = [2, -1, 2], 


Ts = 1, 0, 0]. 
构造 非 奇异 变换 矩阵 
iol i 00 1 
Ti= | 2 =1 2 |, =| —2 1 0 
1 00 -1 1 -1 
其 中 Ts 的 选取 是 任意 的 , 只 要 使 得 TT! 为 可 逆 矩 阵 (原则 上 是 尽 可 能 多 的 0 元 , 使 计算 方 
Œ). 
在 新 状态 空间 中 各 个 系数 答 际 分 别 为 
—1 1 1 2 -1 OO 3 0 1 0 
4=man=- [2 =i 2 J -21 0|=| 210], 
1 3 =. 1. =i =$ i 5 
b =p 3 0 ii 
b=T;-!b= | 2 P: : 0 2 
1 1 0 
í 
č=cT, = [, —1, 1] -2 i 3) [1, 0, 0). 
1 -1 
因此 能 观测 性 结 构 分 解 的 表达 式 为 
š Or t 0 Í 
Lolt) _ Tolt) 
(2 )- ( z 1 °) (= )+ ( 2 ) uo 
© mo(t) 
y(t) =[1, 0, afa: 
5.5.3 ”系统 能 控 性 能 观测 性 结构 分 解 
考虑 下 列 状态 空间 模型 ， 
Z(t) = Ax(t) + Bu(t), 
全， = Cz(t) + Dult), (5:518) 


其 中 z(t) € R" 为 状态 向 量 , u(t) € R" 为 输入 向 量 , y(t) e Rm 为 输出 向 量 , A € Rn"xn, 
B e Rnxr, C e Rmxn 和 DD e Rmxr 均 为 常数 矩阵 . 

假设 系统 能 控 性 矩阵 Q. = [B, AB, A?B,… , An-1B] € R"x(nr) 的 秩 rank|Q.] = ni < 
n (n 为 状态 向 量 的 维 数 ), 那么 系统 不 完全 能 控 , 即 系统 有 能 控 状 态 和 不 能 控 状 态 , 能 控 状 态 
数目 为 m, 不 能 控 状 态 数目 为 n — n. 又 假设 系统 能 观测 性 矩阵 


cC 


CA 
Q= € Rm Xn 
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的 秩 ranklQ。] = no < n, 那么 系统 不 完全 能 观测 , 即 系统 有 能 观测 状态 和 不 能 观测 状态 , 能 
观测 状态 数目 为 nə, 不 能 观测 状态 数目 为 n 一 no. 

根据 以 上 能 控 性 结构 分 解 和 能 观测 性 结构 分 解 , 可 以 断定 存在 一 线性 变换 把 系统 状态 
分 解 为 四 部 分 : 既 能 控 又 能 观测 、 能 控 不 能 观测 、 不 能 控 能 观测 、 不 能 控 不 能 观测 , 分 别 用 
@mco(t), ea(t), mao(t), zalt) 表示 . 这 可 叙述 为 下 列 定理 . 

定理 5.5.3 ”能 控 性 能 观测 性 结构 分 解 定理 (Controllability Observability Structure De- 
composition Theorem) 

对 于 线性 系统 (5.5.14), 设 系统 能 控 性 矩阵 Q. 的 秩 rank[Q.] = ni < n, 能 观测 性 矩阵 
Qo 的 秩 rank[Qo] = n> < n, 那么 存在 线性 变换 : z(t) = TE(t) (T 为 非 奇异 矩阵 ), 把 系统 
(5.5.1) 分 解 为 


boo (t) 
Ë =T-1ATz(t) + T-1Bu(t) 
(t) 


Ao 0 As 0 Tco(t) B. 
_ | 42 As As 424 Teolt) Bes 
= 0 iO s “Q zot) | t| o |, (5.5.15) 
a(t) 


0 0 As As 
y(t) = CT'x(t) + Du(t) 


t) 
= [C.,, 0, Czo, 0] E) + Dult), 
t) 


Tao 


其 中 
Zcolt) € R”! 为 可 控 可 观测 状态 向 量 ， 
Zcalt) € R" 为 可 控 不 可 观测 状态 向 量 ， 
Zaolt) € R" 为 不 可 控 可 观测 状态 向 量 ， 
mao (t) € R"n22 为 不 可 控 不 可 观测 状态 向 量 ， 
Aco € Rnuxnu, Aç € R™2XMa, Azo € 有 rarxn2， Agg € Rna2Xna2, 
BoE Roer. Ba ERr, Cu ER C ER 
Aij 为 适当 维 数 的 常数 矩阵 , ni +n = n, na + n22 = n2, nai + na2 + n2i +n = n. 
注 5.5.3 ”变换 后 的 系统 传递 函数 阵 等 于 能 控 能 观测 子 系统 (Aco, Beos Ceo, D) 的 传递 
函数 阵 , 即 


G(s) = C(sI — A)-!B+D= C.(sI,,, — Aco) B. + D. 


变换 后 的 系统 (5.5.15) 能 控 性 能 观测 性 结构 分 解 如 图 5.5.3 所 示 , 它 将 系统 分 解 为 可 控 
可 观测 子 系统 、 可 控 不 可 观测 子 系统 、 不 可 控 可 观测 子 系统 、 不 可 控 不 可 观测 子 系统 4 个 部 
分 , 从 信号 流向 看 , 可 以 看 出 输入 与 状态 变量 的 能 控 关 系 , 状态 变量 与 输出 的 能 观测 关系 . 
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Cu 


可 控 可 观测 子 系统 


不 可 控 可 观测 子 系统 


可 控 不 可 观测 子 系统 


不 可 控 不 可 观测 子 系统 


5.5.3 ”能 控 性 能 观测 性 结构 分 解 框 图 


对 系统 (5.5.14) 的 分 解 可 采用 逐步 分 解 的 方法 , 下 面 给 出 先 按 能 控 性 分 解 再 按 能 观测 性 
分 解 的 过 程 , 其 步骤 如 下 . 


1. 能 控 性 结构 分 解 


根据 能 控 性 结构 分 解 方法 , 可 以 构造 变换 矩阵 T, 取 状 态 变换 : (1) = T. (Zel), HR 
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统 (5.5.14) 分 解 为 
(28) -5 C INED asi 
y(t) =[Ce, ca 人 + Dult). a 


2. 不 能 控 子 系统 的 能 观测 性 结构 分 解 
构造 变换 矩阵 Too, 对 式 (5.5.16) 中 不 能 控 子 系统 


de(t) = Asralt) (5.5.17) 


进行 能 观测 性 结构 分 解 , 对 welt) 取 状 态 变换 : za(t) = Toz 可: 


Zaolt)\ _ / Aæ 0 Zaolt) 
[人 o ( Azı As ) ( ms (t) ). (55:18) 
系统 的 输出 可 表示 为 
y(t) = Cerelt) + Caza(t) + Du(t) 


= Cozelt) + CET; e b + Du(t) 


) ua 


= Cone() + [Ceo 0) (220) ) + Duto). (6.5.19) 


3. 能 控 子 系统 的 能 观测 性 结构 分 解 
构造 线性 变换 矩阵 Tor, 将 式 (5.5.16) 中 能 控 子 系统 


telt) = Aca (t) + Aizxz(t) + Bcu(t). 


按 能 观测 性 结构 分 解 , 对 z(t) 取 状 态 变 换 : z (t) = Tor 0) 对 时 间 + 求 导 数 , 利用 上 


mes (t) 
Ta a = (t) = Acze(t) + Aiəme(t) + Boult) 
= AcTol | + Ai2To2 (ae) + Bcu(t). (5.5.20) 
上 式 两 边 分别 左 乘 Tji! 得 到 
(| =TTL4oT [| 十 Thal27o2 a) +T! B.u(t) 


teolt) Zeca(t) zaolt) 
村 
$ (22) u(t). (5.5.21) 


R (5.5.19) 中 输出 进一步 可 表示 为 


y(t) = Cez<(t) + [Czo, 0] Gan) + Du(t) 
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= CT | + [Ce 0] (n) + Du(t) 


(t) T(t) 
=[C 0] (ws [cs 0] Le + Du(t). 


4. 能 控 性 能 观测 性 结构 分 解 
综合 上 述 分 解 过 程 , 可 得 系统 (5.5.14) 能 控 性 能 观测 性 结构 分 解 为 


Ao 0 As 0 Weolt B. 
_ | Aa As As An Telt Bos 
= o. 0 Ae p zt) |+| o u(t), 
0 0 As As raolt 0 (5.5.22) 


Daalt) 
y(t) = [Ceo, 0, Czo, 0] a) + Dult). 
) 


zaolt 


例 5.5.4 RREN ERAAN: 


2 =. 
z(t) = 3 =i z(t) + [° J u(t), 
1 =4 i 1 


y(t) =[1, -1, Hz(t). 
该 系统 状态 不 完全 能 控 和 不 完全 能 观测 , 将 该 系统 进行 能 控 性 能 观测 性 结构 分 解 . 
解 例 5.5.2 中 已 经 引入 线性 非 奇异 变换 矩阵 


Ü =I 0 
T.= | 0 Q. t la 
4 3 0 


经 变换 后 , 系统 分 解 为 
0 一 4 2 ; N 
zlt)N _ É zelt) i 
($9) = ( Sa Bs. J 人 ( 和 J “2 


从 上 式 可 以 看 出 , 不 能 控 子 系统 仅 一 维 , 因此 其 是 能 观测 的 , 即 == (z) = z=o(t), 故 无 须 对 不 能 
控 子 系统 进行 能 观测 分 解 , 可 以 直接 给 出 不 能 控 子 系统 的 状态 空间 表达 式 


人 = so (t) = —ma(t) = —maoj(t), 
y2(t) = 一 zz 人 = —£zo(t). 


将 能 控 子 系统 按 能 观测 性 分 解 : 


em! 1 4J=00+( 2, Jeh ) ul, 


v(t) = I, 2]z<(0). 
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按照 能 观测 性 分 解 , 构造 非 奇异 矩阵 


则 能 控 子 系统 的 按 能 观测 性 分 解 为 
ET 
GGO 
1 
0 


nosu a(i 2) (220) 
EE 


(的 )-(1 2) (228 )+( e03 0 
no =u, o (220). 
经 过 上 述 两 次 变化 , 系统 的 能 控 和 能 观测 分 解 表达 式 为 


co (t) 2 0 -2 £eolt) 1 
220) = [ 1 2 -2 J [ mes (t) J + [ 0 J u(t), 
ao (t) 0 0 -1 meo (t) 0 


Tcolt) 
y(t) = [1, 0, —1] (220) % 


mao (t) 
结构 分 解 的 另 一 种 方法 是 先 将 系统 化 为 约 当 标准 形 , 然后 按 能 控 判 别 法 则 和 能 观测 判别 法 则 
判别 各 状态 变量 的 能 控 性 和 能 观测 性 , 最 后 按 能 控 能 观测 、 能 控 不 能 观测 、 不 能 控 能 观测 、 
不 能 控 不 能 观测 4 种 类 型 分 类 进行 排列 , 即 可 以 组 成 相应 的 子 系统 . 
例 5.5.5 P 55 55 n 5t 3 ) 


j (t) az j Q U W O z(t) 2 1 
z(t) 0 i w 0. O o z2(t) 3 5 
zalt) Ó 0 = 人 6 0 Ó O za (t) 4 7 
ilO =| 0 0 0 -3 1 00 za (D) 所 | AT 3 (4 (9 j: 
5 (t) 0 0 0 0 300 zs(t) 0 0 他 
telt) d T Ó Š i 3 ze (t) 5 1 
(t) 0 0 0 0 0 01 z7(t) 0 0 
z1(t) 
ZT2(t) 
nO 3 1 7 )| 20 
(ao) (i š s )| zÓ 
ze(t) 
zz (t) 
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解 ”根据 约 当 标 准 形 的 能 控 判别 准则 和 能 观测 判别 准则 , 可 以 判定 该 系统 
on (29) 是 能 控 且 能 观测 变量 ; 
z3(t) 
ee ey 是 能 控 但 不 能 观测 变量 ; 
Teo = zs(t) 是 不 能 控 但 能 观测 变量 ; 
Tes := m(t) 是 不 能 控 、 不 能 观测 变量 . 若 按 此 顺序 重新 排列 , 可 以 


写 出 
— 1 0 O UD O 2 1 
0 -2 1 0000 3 5 
Pealt) 0 o -2 O o o oļ/7® 47 
èat) | | o o o 301 O zea (t) 3 3 g ( - 
tzot) 0 0 0 0101 zeo(t) 5 1 (7 
¿as (t) O o @ w. 0 —3 @ Zest) 0 0 
0 0 0 0 0 01 0 0 
Tecolt) 
AHON f3 irona O Tea(t) 
vlt) 7 (4 6 3 0 0 8 0)| zalt) 
Zaolt) 
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最 基本 的 组 合 系统 有 3 种 : 一 种 是 串联 组 合 系统 , 一 种 是 并 联 组 合 系统 , 再 一 种 是 反馈 
组 合 系统 . 下 面 分 别 介绍 这 3 种 组 合 系统 的 状态 空间 描述 模型 、 传 递 函 数 矩 阵 描述 以 及 能 控 
性 与 能 观测 性 . 


5.6.1 ”串联 组 合 系统 


1. 串联 组 合 系统 的 状态 空间 描述 


串联 组 合 系统 示意 图 如 图 5.6.1 所 示 . 串联 组 合 系统 要 求 第 1 个 子 系统 输出 的 维 数 等 了 
第 2 个 子 系统 输入 的 维 数 . 


T 


š, š 
u(t) q(0—A(D+B.u(D, |n (| 2(0=Az(0+Bao(D), y(t) 
n(t)=Cm(t)+Du(t) YD= C;z,(t) + D(t) 


56.1 ”串联 组 合 系统 


假设 第 1 个 子 系统 的 状态 空间 模型 为 


s: te = Azı (t) + Biu(t), zi(to) = £10, (6.6.1) 


y(t) = Cizi(t) + Diu(t), 


其 中 mi (t) € R™ 是 子 系统 51 的 (nı 维 ) 状态 变量 ， u(t) € Rr 和 Yi(t) € R™ 分 别 为 子 系统 
S, 的 输入 向 量 和 输出 向 量 , A €R, B, e Rmxr, C1 e Rmixm 和 D1 € 有 maxr 均 为 常 
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数 矩 阵 . 第 2 个 子 系统 的 状态 空间 模型 为 
s2: pan = A>z>(t) + B2u2(t), “2(to) = £20, 
y(t) = Cozoə(t) + Do>uo(t), 
其 中 xz2(t) € R"? 是 子 系统 S, 的 状态 向 量 , wz(b € R™ M y(t) € R” 分 别 为 子 系统 S; 的 
输入 向 量 和 输出 向 量 , A € R" xn2, B, € R"n2Xmi, C € Rmxn2 和 D € Rmxm 均 为 常数 
FERE. 
参见 图 5.6.1, 串联 组 合 系统 的 第 1 个 子 系统 输入 为 串联 组 合 系统 的 输入 , 第 2 个 子 系 
统 输出 为 串联 组 合 系统 的 输出 ; 第 2 个 子 系统 输入 等 于 第 1 个 子 系统 输出 , 即 u(t) = y(t), 
代入 式 (5.6.2) 可 得 
t2(t) = A2x2(t) + B2u2(t) 
= A2z2(t) + B2y1 (t) 
= Aoz>(t) + B>s[Cizi(t) + Diu(t)] 
= B2C1iz1(t) + A2z2(t) + B>sD:u(t), (5.6.3) 
y(t) = C2x2(t) + Dzu2(t) 
= C2@2(t) + Dot (t) 
_ C>mə(t) sP D2[C1 x(t) $ Diu(t)] 


(5.6.2) 


= D2Ciz1(t) + C>zə(t) + D; Diu(t). (5.6.4) 

联 立 式 (5.6.1) 的 第 1 RER (5.6.3)、 式 (5.6.4) 可 得 串联 组 合 系统 S, — S; 的 状态 空间 模型 ， 
alt)\ 4 o0 x(t) B. 

Oo j -( B2C! Az ) ( zə(t) )+ ( B2D DEG (5.6.5) 


2(t) 
串联 组 合 系统 的 状态 向 量 z(t) e R 是 由 两 个 子 系统 的 状态 向 量 构成 的 , 即 
_ (=) (t) vi mi(to)) _ (zo 

ws (20) sa (809) E (a) 

2. 串联 组 合 系统 的 传递 矩阵 

sÑ (5.6.1) 子 系统 51 的 传递 矩阵 G1(s) 和 式 (5.6.2) 子 系统 S2 的 传递 矩阵 Gols) 分 别 
为 

G1(s) = Ci(sT — A1)-!Bi + Dı, 

G2(s) = C2(sI — A2) 1B, + D2. 
由 图 5.6.1 可 知 , 串联 组 合 系统 的 传递 矩阵 为 

G(s) = G2(s)G1(s) = [C2(sT — As) 1B; + Dz][Ci(sT — 41)-LBi + Dı). 


下 面 证 明 串 联 组 合 系统 (5.6.5) 的 传递 矩阵 也 为 G(s). 串联 组 合 系统 (5.6.5) 的 传递 矩阵 为 


-i 
; I-A O B 
Cs pscuca ( BC! sI As ) ( B-D: ) + DaD. 


vlt) = [Dacca (有 (t 1 + DaDiu(t). 
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利用 分 块 矩 阵 求 逆 引 理 (读者 可 试 证 明之 ): 


40N a- 0 
c pJ TT\-p-icA-! D- j’ 


TARSA ea ; pbi JTD 
s) = [D2C1, C2 (sI — As) B20; (sI — 41)-1 (sI — A2)-! B;D., 21 
(sI — A) B, 
=[D2C1, Cs] (ja — A2)" B2C1 (sI — Ai) 1Bi + (sI — A2) B2D: DaD 


= DC; (sI — Ai) 'Bı + C2(sI — As) B20 (sI — Ai) 'Bı 
+C>(sI — As)! B;D,i + D2Dı 
= [D> + C2(sT — A2) 1B;][C1 (sI — A1) 1B, + Dı] = G(s). 

3. 串联 组 合 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 

关于 串联 组 合 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 有 下 列 结论 . 

(1) 串联 组 合 系统 可 能 失去 能 控 性 或 能 观测 性 , 即使 两 个 子 系统 都 是 能 控 的 和 能 观测 的 ， 
因为 串联 系统 的 传递 函数 等 于 两 个 子 系统 的 传递 函数 之 积 , 这 个 乘积 传递 函数 分 子 分 母 可 能 
存在 公 因 子 . 

(2) 对 于 SISO 系统 , 假设 两 个 子 系统 都 是 最 小 实现 (都 是 能 控 的 和 能 观测 的 ), 且 组 合 系 
统 传递 函数 ( 即 两 个 子 系统 传递 函数 乘积 ) 不 存在 零 极 点 对 消 , 那么 组 合 系统 是 能 控 的 和 能 
观测 的 , 否则 串联 组 合 系统 是 不 能 控 的 和 (或 ) 不 能 观测 的 . 

(3) 设 两 个 子 系统 的 传递 函数 为 
Bi(s) B2(s) 

AG). POS Te 
因为 串联 组 合 系统 的 传递 函数 等 于 两 个 子 系统 传递 函数 之 积 ,所 以 串联 组 合 系统 的 传递 函 
数 为 


G(s) = G2(s)G1(s) = 


G1(s) = 


B2(s) Bi(s) _ Bi(s)B2(s) 
42(s) Ai(s) Ai(s)A2(s) 
由 此 可 知 , 对 于 标量 系统 , 如 果 两 个 子 系统 都 是 能 控 的 (传递 函数 分 子 分 母 是 互 质 的 , 即 A(s) 
与 Bi(s) 无 公 因子 ), 串联 组 合 系统 传递 函数 分 母 A1(s)A2(s) 与 分 子 Bi(s)B2(s) 也 可 能 存在 
AAF, 因此 导致 组 合 系统 不 能 控 或 不 能 观测 . 如 果 A(s) 与 B,(s) 无 公 因子 , 那么 串联 组 
合 系统 保持 能 控 性 和 能 观测 性 . 
5.6.2 ”并 联 组合 系统 

1. 并 联 组 合 系统 的 状态 空间 描述 
并 联 组 合 系统 示意 图 如 5.6.2 所 示 . 并 联 组 合 系统 要 求 两 个 子 系统 输入 维 数 相等 , 两 个 
子 系统 输出 维 数 也 相等 . 
RRB 1 个 子 系统 的 状态 空间 模型 为 


. [še (t) = Aiz1(t) + Biu(t), Zz1(to) = £10, 
> (aa = Cız (t) + Diu(t), ü A (5.6.6) 
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其 中 x(t) € R 是 子 系统 S, 的 状态 变量 , u(t) < Rr 和 y(t) e R” 分 别 为 子 系统 S, 的 输 
入 向 量 和 输出 向 量 , A, € Rm, B, € R™m*", C, € Rmxna 和 Di e Rmxr 均 为 常数 矩阵. 
第 2 个 子 系统 的 状态 空间 模型 为 
. £2(t) = A2x2(t) + Boult), Zz2(to) = £20, 
i 7 w: ayo. SAO 69 
其 中 x(t) e R 是 子 系统 S, 的 状态 变量 , u(t) e Rr 和 yo(t) e Rm 分 别 为 子 系统 S, 的 输 
入 向 量 和 输出 向 量 , A € R2, B, € Rn2Xr, C2 € Rmxn2 和 D> € 有 mx7 均 为 常数 矩阵 . 


. m(0)= Am (0+B,u(D), y(t) 
U [m(0=Ca(0+Du(D) 


u(t) 


2,()=A;m/(D+B;u(D, Y(t) 


| wh()= Cyma(D)+ Dou 


5.6.2 并联 组 合 系统 


参见 图 5.6.2, 并 联 组 合 系统 的 两 个 子 系统 输入 都 为 ult) e Rr, 并 联系 统 输出 为 两 个 子 
系统 输出 之 和 , 即 y(t) = y(t) + y(t), 利用 式 (5.6.6) 的 第 2 式 和 式 (5.6.7) 的 第 2 式 可 得 
y(t) = y(t) + y2(t) 
[Ciz1(t) + Diu(t)] + [C2x2(t) + Dzu(t)] 
= Cız (t) + C2æ2(t) + (Dı + D2)u(t). (5.6.8) 
联 立 式 (5.6.6) 的 第 1 zÑ, 式 (5.6.7) 的 第 1 式 与 式 (5.6.8) 可 得 并 联 组 合 系统 S, — S; 的 状态 


空间 模型 
( za ). (5.6.9) 


II 


(Bo) (T a) (ao) (a) (aa) 
y(t) =[C1, C?) w o) + (Dı + Də)u(t). 


并 联 组 合 系统 的 状态 向 量 z(t) e R” 也 是 由 两 个 子 系统 的 状态 向 量 构成 的 . 

2. 并 联 组 合 系统 的 传递 矩阵 

式 (5.6.6) 子 系统 S, 的 传递 矩阵 G1(s) 和 式 (5.6.7) 子 系统 S2 的 传递 矩阵 Gols) 分 
别 为 

Gi(s) = O (sI — A) 1B,i + Dı, 

G2(s) = C>(sI — A2)- 1B, + D2. 
由 图 5.6.9 可 知 , 并 联 组 合 系统 的 传递 矩阵 为 


G(s) = Gl(s) + G2(s) = C1 (sI — A1) 'Bi + Dı + C>(sI — A2) !B> + D2. 
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下 面 证 明 组 合 系统 (5.6.9) 的 传递 矩阵 也 为 G(s). 系统 (5.6.9) 的 传递 甜 阵 为 


G'(e) =Icu ca ( "a a Toi y ( a ) +D: + D») 
=Icuca ( l a EOE ) ( F )+ O, + Də) 


= [cu ca pe _ | + (Di + Də) 


=Oi(sT— Aı)`!Bı + C2(sI — 42)-1B2 + Dı + D> = G(s). 

3. 并 联 组 合 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 

关于 并 联 组 合 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 有 下 列 结论 . 

(1) 并 联 组 合 系统 可 能 失去 能 控 性 或 能 观测 性 , 即使 两 个 子 系统 都 是 能 控 的 和 能 观测 的 . 

(2) 对 于 标量 系统 , 假设 两 个 子 系统 都 是 最 小 实现 (都 是 能 控 的 和 能 观测 的 ), 并 联 组 合 
系统 也 可 能 是 不 能 控 的 或 不 能 观测 的 . 

设 两 个 子 系统 的 传递 函数 为 
Ba(s) — B2(8) 
41(5) 42(5) 


G1i(s) = G2(s) 


因为 并 联 组 合 系统 的 传递 函数 等 于 两 个 子 系统 传递 函数 之 和 ， 所 以 并 联 组 合 系统 的 传递 函 
数 为 


G(s) = Gale) + Gal) = FES) + Bale) _ Badle) t BA, 


由 此 可 知 , 对 于 标量 系统 , 如 果 两 个 子 系统 都 是 能 控 的 (传递 函数 分 子 分 母 是 互 质 的 , 即 A(s) 
与 Bi(s) 无 公 因 子 ), 并 联 组 合 系统 传递 函数 分 母 A1(s)A2(s) 与 分 子 B.(s)Aə(s)+ Ba(s)41(5) 
也 可 能 存在 公 因 子 , 导致 组 合 系统 不 能 控 或 不 能 观测 . 
5.6.3 ”反馈 组 合 系统 

1. 反馈 组 合 系统 的 状态 空间 描述 


反馈 组 合 系统 示意 图 如 图 5.6.3 所 示 (ARH). 反馈 组 合 系统 要 求 第 2 个 子 系统 输入 维 
数 等 于 第 1 个 子 系统 输出 维 数 , 第 2 个 子 系统 输出 的 维 数 等 于 第 1 个 子 系统 输入 的 维 数 . 


a u(i) (d=Ain(d)+ Buu(d), v) 
= | WW)=Cim(d+ Dru() 
vld) g: | Armd) + Baut), w(t) 
` | P(t)=C;m(t)+ D;u(t) 


图 5.6.3 反馈 组 合 系统 
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假设 第 1 个 子 系统 的 状态 空间 模型 为 


Si: e = Aimi(t) + Bıuı(t), zi(to) = mio, 


y(t) = Ciz1(t) + Diu (t), (5.6.10) 


其 中 x(t) e R 是 子 系统 S, 的 状态 变量 , u(t) € Rr 和 y(t) e R” 分 别 为 子 系统 S, 的 输 
入 向 量 和 输出 向 量 , A e Rem, B, e R™X, C1 € Rmxn 和 D1 e Rmxr 均 为 常数 矩阵 . 
第 2 个 子 系统 的 状态 空间 模型 为 


P qar = A>sz>o(t) + B2u2(t), m2(to) = zoo, 


PD =a) + Dal, (5:6.11) 


其 中 x(t) € R 是 子 系统 S, 的 状态 变量 , wz( € R” 和 y(t) € Rr 分 别 为 子 系统 S, 的 输 
入 向 量 和 输出 向 量 , As € R"2 xn, B, € RRnaXm, C2 € Rrxn"a 和 D2 € Rrxm 均 为 常数 矩阵 . 
图 5.6.3 中 r(t) e Rr 为 参考 输入 (或 期 望 输出 ), 第 2 个 子 系统 输入 等 于 第 1 个 子 系统 
输出 , BI wz(b = yt). 为 方便 我 们 把 y(t) 简写 为 y 等 . 由 图 5.6.3 可 知 
Ul=7—Yy2 
=r — Cz — Dou2 
=r — Cx — Dzy, (5.6.12) 
y = Cıxı + Diui 
= O,mi + Dilr — C2x2 — Dzy] 
= Cix — DiC272 + Dır — Dı Dzy. (5.6.13) 
把 上 式 右边 最 后 一 项 移 到 左边 得 到 
(I + Di D>) = Chicl — DiC2za + Dır. 
假设 A := 工 + DiD TŽ, 由 此 可 以 求 出 
y = A Cz1— A 1DICsao + A Dir. (5.6.14) 


把 上 式 代入 式 (5.6.12) 可 得 
ui =r — C2£2 — D> 
=r — Cx — Do [A -1O,mi — A'D: Cox + A~! Dir] 
=(I-— D;jA-1Di)r — DA Cix: + (D: A -1D,i — I)C2x2. (5.6.15) 
把 上 式 代 入 式 (5.6.10) 的 第 1 式 可 得 
Z1 一 41cl + Biui 
= Aizi+ Bil(T— DA-LDi)r — DA-ICizl + (D247! D; — I)C2x2] 
=[41 - BiD»A Ci]zi + BI(D;A Di — I)C2£2 + Bı(I — DA-LDi)r. (5.6.16) 
因为 ws = y, 利用 式 (5.6.14), 由 式 (5.6.11) 的 第 1 式 可 得 


t2 = A>sz> + B>u2 


= A>sz> + B2y 
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= 42zz + Bs[A Cx; — A 1DI:Csa> +A4-LDir] 
= B>;A-1Oimi + (As — B>sA-!DiCs)z>s + BoA-LDir. (5.6.17) 
联 立 式 (5.6.16)、 式 (5.6.17) 与 式 (5.6.14) 可 得 反馈 组 合 系统 S, — S; 的 状态 空间 模型 ， 


(29) -( Aı - BID;A-1O, B,(D;A-1D, — DC; ) ( z(t) ) 


ialt) BAC, A — BA'D: C> x(t) 
Bı(I — D-4! D;) mi(to)) _ [£1 
+( 1 BASD, Jo, es) = La). (5.6.18) 
yt) =[A-1C1, —A-1DIC:) [ + A-1Dir(t). 
反馈 组 合 系统 的 状态 向 量 =(0) 一 【 22 人) < R" 也 是 由 两 个 子 系统 的 状态 向 量 构成 的 
(1) 4 Di = 0, D> = 0 Bf, A = I, 这 时 的 反馈 组 合 系统 简化 为 
2a(b _ A -BiC;» x(t) Bı Y, 
(0)-( ze a )( 28)+( o )", EEI 
Es z1(t) la 
y(t) = [Cn， 0] (a * 


(2) 4 Di = 0 时 , A = I, 这 时 的 反馈 组 合 系统 简化 为 


G- EAA 
so = IC, o (2R) 


(3) 34 D> = 0 时 , A = I, 这 时 的 反馈 组 合 系统 简化 为 


人 | -( os A2 B.D,c, ) ( n ISi BaD, )r@ (5.6.21) 
y(t) =[C1, —DiC;J (a) + Dir(t). 


2. 反馈 组 合 系统 的 传递 矩阵 

式 (5.6.10) 子 系统 Sı 的 传递 矩阵 G1(s) 和 式 (5.6.11) 子 系统 S2 的 传递 矩阵 G2(s) 分 
别 为 

G1(s) = Ci(sT — Al) 1!Bi + Dı, 

G2(s) = C2(sI — A2)` 1B, + D2. 
H 3.7 节 的 多 变量 系统 的 传递 矩阵 计算 方法 , 可 知 图 5.6.3 反馈 组 合 系统 的 传递 矩阵 为 


G(s) = Gil(s)IT+ G2(s)G1(s)]! = [I + G1 (s)G>(s)] 1 G, (s). 


证 明 反 馈 组 合 系统 (5.6.18) 的 传递 矩阵 G'(s) 等 于 G(s), 也 是 极其 复杂 . 
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3. 反馈 组 合 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 

关于 反馈 组 合 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 有 下 列 结论 . 

(1) 反馈 组 合 系统 可 能 失去 能 控 性 或 能 观测 性 , 即使 两 个 子 系统 都 是 能 控 的 和 能 观测 的 . 

(2) 对 于 标量 系统 , 假设 两 个 子 系统 都 是 最 小 实现 (都 是 能 控 的 和 能 观测 的 ), 并 联 组 合 
系统 也 可 能 是 不 能 控 的 或 不 能 观测 的 . 

设 两 个 子 系统 的 传递 函数 为 


G1(s) = = G2(s) = =. 


反馈 组 合 系统 的 传递 函数 为 ë 
1(s 
G1(s) A1(s) 
1+ Gi(s)G2(s) B1(s) B2(s) 
Aı(s) A2(s) 


G(s) 
1+ 


_ A(s)B.(8) 
A,(s)Ao(s) + BBC 

由 此 可 知 , 如 果 两 个 子 系统 都 是 能 控 和 能 观测 的 (传递 函数 分 子 分 母 是 互 质 的 , 即 4i(s) 与 

Bi(s) 无 公 因子 )， 反馈 组 合 系统 传递 函数 分 子 4a(s) Bi(s) 与 分 母 A1(s)A2(s) + Bi(s)Ba(s) 

无 公 因子 , 即 4z(s) 与 Bi(s) 无 公 因子 , 以 及 B(s) 与 A(s) 无 公 因子 , 那么 反馈 组 合 系统 也 

是 能 控 和 能 观测 的 . 


5.7 ”思考 题 
1. 设 系统 的 状态 方程 为 


00 … 0 一 an "i 
Í Ü < Ü =p 0 
tolt)=| 9 1 0 —an-2 |zolt)+| 0 |ut), 
OO S 人 0 
判断 系统 状态 是 否 可 控 ? 


2. 讨论 参数 b 的 取 值 范围 , 下 列 系统 的 可 控 性 ， 


000 0 1 
> 100 0 b 
#o()= 0 í o — [e+] o |© 
0 0 1 -2 0 


3. 设 系统 的 状态 方程 为 


0 1 0 > 0 
0 0 1 > 0 

tolt) = : ; : : Toblt), 
0 0 Ü ca- J 


Gn üni ang “ =a 
y(t) =[1, 0, 0, ---, 0]zo6(t) + du(t), 
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判断 系统 状态 是 否 可 观测 ? 
4. 判断 下 列 系统 是 否 可 控 ， 


一 01 一 02 一 03 t 
$s [ “| 0 0 )=o+ [ 0 Jro 
0 1 0 0 


5. 判断 下 列 系统 的 可 观测 性 ， 


—a, 1 0 
b = ( —a2 0 1 J x(t), 
—a3 0 0 


y(t) =[1, 0, Ojz(t). 
6. 判断 下 列 系统 的 可 控 性 ， 


0 0 0 0 1 
i 0 0 0 0 

ws | 9 3 s 0 + | 9 [sy 
p 0 sea E 10 0 


y(t) = [0,0, -+ - ,0]ze(t) + Ou(t). 
7. 判断 下 列 系统 是 否 可 观测 ， 


-i wasn 0 
Ü Q; S esa zÓ 0 
jolt)=| : : : : |zolt)+| © fut) 
0 O O + A : 

0 0 0 “ Q 0 

y(t) =[1, 0, 0, -+ , 0]zolt) + 0u(t). 


8. 写 出 下 列 单 输入 2 输出 多 变量 系统 的 状态 空间 模型 ， 


1 1 
(1) co 3 | 2) ca- (F) 
(s+1)(s+2) s+2 


5s +7 1 
(3) G(s) = Ë TDG d ， 4) G(s) = | GEP | f 


(s+1)(s +3) (s +1)(s +2) 


2s+4 I 
bŠ k TA a s s=] 2 | 
(s+3)( +4) sti GFI 


9. 写 出 下 列 2 输入 单 输出 多 变量 系统 的 状态 空间 模型 ， 
(1) co=| b = |: 


全 SFZ 
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G o- p Stan: 

o co Cl 
(4) G(s) É -+ 1)2' (s DG z z | j 

(5) G(s) 2 Atya 
(6) G(s) É 全 2)' (s Te + 4) 


10. 写 出 下 列 2 输入 2 输出 多 变量 系统 的 状态 空间 模型 ， 


1 2 1 2 
(1) co-[ 宣 T) (2) oo- 本 | 
s+3 5 十 4 s+1 s+2 
1 2 4 3 
2 1 2 
(3) co- (3 i | (0 G()=| "$t s4 ) 
s+2 s+1 s+1 s+2 
4 3 1 2 


(5) oo (77 j. (6) ee [s T] 
s+2 s+1 s+1 s+1 
, | 


2 5s 十 7 s+7 
(7) G(s) = | aa 1 en r ) , (8) G(s)= Ë Pr ya 人 N Š | i 
8 s+1 


+1 (s+1)(s+4) (s+2)(s+4) 
11. 设 线 性 时 不 变 系统 如 下 ， 


1 0 1 1 
t= ( 2 -1 -4 ) x(t) + [ 一 1 J u(t), 
-1 0 3 $ 


y(t) = [0, 0, 1]=(t). 
判断 其 能 控 性 , 若 不 完全 能 控 , 试 将 该 系统 进行 能 控 性 结构 分 解 . 
12. 设 线性 时 不 变 系统 如 下 ， 


L 0 L 1 
alt= ( 2 —1 —4 ) x(t) + ( 一 1 J u(t), 
=ņ1 0 3 J: 
y(t) = [0, 0, 1]z(t). 


判断 其 能 观测 性 , 若 不 完全 能 观测 , 试 将 该 系统 按照 能 观测 性 进行 结构 分 解 . 
13. 对 下 列 状态 空间 系统 进行 能 观测 性 结构 分 解 ， 


togo 1 
š OÓ í@f Ú Ó 1 
#=| g 2 0 | TI G u(t), 
0 0 2 1 
+ 


y(t) = [| , 1, 1, 1]z 


Oo 


232 第 5 章 线性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 


14. 设 A, 和 Ao 可 道 , 则 下 列 块 三 角 阵 求 着 公式 成 立 ; 
A 0\ Ai! 0 
出 Ax. 42 ) -( — AZ AYAT! A;' )， 
(2) A Ar Y z Ai! 一 4 AA; ) f 


0 A 0 A; 
15. 证 明 有 关 和 矩阵 等 式 . 方 阵 4 分 块 如 下 ， 


其 中 A, 和 As 都 是 方 阵 . 现 假设 A, 非 奇异 , 那么 A 可 分 解 为 
A Ar \_ #£Ç 0 A 0 I 4T14i> 
(a | EA "I Je 
Qi := A2 - An AJ An 与 4 同 为 非 奇异 矩阵 . 对 偶 地 , 若 A 非 奇异 , 则 有 
A A I AnA3' A, — A47 'A 0 I 0 
人 


Q> := A) 一 An A3 Aan 与 4 同 为 非 奇异 矩阵 . 矩阵 Q, 和 Q; 分 别称 为 A 和 A 
对 于 A 的 舒 尔 补 (Schur Complement). 此 外 , 如 果 A 非 奇 异 , WA 


( A, Ab p = ( AT’ + AT'AnQr AnA -AT AQT ) 


42 A -Q7 A2147" 1 

和 

( A At J sl Q;' -Q;' AA; ' ) 
An A -471421Q51 Arl + A71A2Q; AnA J 


| 第 6 章 
CHAPTER 6 


线性 系统 的 综合 与 设计 


前 几 章 介绍 的 是 系统 状态 空间 模型 的 描述 与 分 析 , 本 章 介 绍 线性 系统 的 综合 与 设计 . 系 
统 描述 是 关于 系统 建 模 、 数 学 模型 的 表达 : 频 域 传递 函数 模型 、 时 域 状态 空间 模型 , 以 及 状 
态 空间 模型 间 的 线性 变换 等 ; 系统 分 析 是 关于 系统 的 运行 规律 和 系统 的 特性 与 结构 , 如 状态 
方程 的 解 、 能 控 性 与 能 观测 性 等 . 而 系统 的 综合 与 设计 则 正好 相反 , 即 假设 系统 结构 和 参数 
已 知 , 在 系统 数学 模型 的 基础 上 , 寻求 控制 规律 , 改变 系统 的 运动 轨迹 , 以 使 系统 具有 某 种 期 
望 的 性 能 . 通常 的 方法 是 采取 反馈 形式 , 以 状态 空间 模型 为 基础 , 研究 状态 反馈 (极点 配置 )， 
输出 反馈 , 观测 器 和 降 维 观 测 器 的 设计 、 分 离 性 原理 等 . 

6.5 节选 自发 表 在 《科学 技术 与 工程 》2008 年 第 15 期 上 的 论文 “基于 卡尔 曼 滤波 思想 
的 时 变 增 益 最 优 观 测 器 设计 ” [27], 6.7 节选 自发 表 在 《控制 理论 与 应 用 》1992 年 第 4 期 上 论 
x “ 鲁 棒 观测 器 一 控制 器 的 设计 ”[29. 


61 ”经典 系统 输出 反馈 


本 节 用 经 典 的 输出 反馈 作为 导 引 , 为 下 节 研 究 状态 反馈 作为 铺垫 . 


6.1.1 输出 比例 一 微分 反馈 
设 图 6.1.1 系统 的 前 向 通道 传递 函数 为 


采用 比例 一 微分 输出 负 反 馈 H(s) = k+ bs QE: 控制 器 也 可 放 在 前 向 通道 , 采用 单位 负 反馈 )， 
试 确定 参数 k 和 b, 使 得 期 望 的 闭环 系统 极点 为 一 1 + j. 


u(t) cg= Y(t) 
s s(s—1) 


H(s)= k+bs 


61.1 ”比例 一 微分 输出 反馈 系统 
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系统 的 闭环 传递 函数 为 j 


G(s) s(s— 1) 
1 + G(s)H(s) 
D (k + bs) 
1 1 
s(s—1)+(bs+k) s2+(b-—1)s +k 
令 闭 环 系统 的 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 系统 特征 多 项 式 : 


(s+1+j)(s+1—j)= s+2s+2, 
即 
s2+(b—1)s+k=s?+2s+2. 
比较 两 边 s 同 次 寡 的 系数 得 到 
b-1=2, k=2. 
故 = 3, k = 2. 这 说 明 : 对 于 比例 -微分 输出 反馈 的 二 阶 系统 可 以 任意 配置 极点 . 


这 是 一 个 二 阶 系统 , 目标 是 配置 两 个 极点 (两 个 目标 ), 而 反馈 传递 函数 中 正好 有 两 个 待 
定 参数 , 故 在 这 种 情况 下 , 系统 的 闭环 极点 可 以 配置 到 任意 给 定 的 位 置 . 
6.1.2 ”输出 比例 反馈 

设 系统 的 前 向 通道 传递 函数 为 
s(5 一 1) 
一 个 自然 的 问题 是 , 如 果 仅 采 用 比例 输出 反馈 H(s) = k, 或 微分 输出 反馈 H (s) = bs, 能 否 使 
得 期 望 的 闭环 系统 极点 为 —1 + j, 闭环 系统 能 不 能 任意 配置 极点 ? 

采用 比例 输出 负 反馈 H(s) = k, 问 是 否 存在 一 个 k, 使 得 期 望 的 闭环 系统 极点 为 —1 + j. 
系统 的 闭环 传递 函数 为 F 
G(s) s(s — 1) 


1+G(s)H() + To 


G,(s) 


1+ 1 
s(s— 


G(s) = 


Go(s) 


1 1 
sls —1)+k = s+ 
令 闭环 系统 的 特征 多 项 式 等 于 期 和 的 系统 特征 多 项 式 . 
s2—s+k=s?+2s+2. 


比较 两 边 s AKERRA, 得 到 矛盾 结果 : -1 = 2, k = 2. 这 说 明 : 对 于 比例 输出 反馈 的 二 阶 
系统 不 能 任意 配置 极点 . 只 能 将 系统 极点 配置 在 函数 
es 1+Vi—4k 
2 
确定 的 曲线 上 , 其 中 一 个 极点 s= si 可 以 任意 配置 , RAR k= si — s?. 
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6.1.3 ”输出 微分 反馈 


设 系统 的 前 向 通道 传递 函数 为 
1 
G(s)= PEEDU 
KRAAD H (s) = bs, 试 确定 参数 b, 使 得 期 望 的 闭环 系统 极点 为 一 1 土 j. 
系统 的 闭环 传递 函数 为 


= 


i G(s) s(s — 1) 
Gals) 1+G(s)H(s) 1+ - T z” 
Wt 
1 1 


s(s—1)+bs s2+(b-—1)s` 
令 闭环 系统 的 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 系统 特征 多 项 式 : 
s2+(b—1)s=s?+2s+2. 


比较 两 边 s 同 次 究 的 系数 得 到 矛盾 结果 : b — 1 = 2, 0 = 2. 闭环 系统 的 极点 只 能 是 s=0 和 
s 三 1 一 b (一 个 极点 可 以 任意 配置 ). 这 说 明 输出 微分 反馈 的 二 阶 系统 不 能 任意 配置 极点 . 
6.1.4 输出 比例 一 积分 一 微分 反馈 

设 系统 的 前 向 通道 传递 函数 为 


G(s) = ee 


采用 比例 -积分 -微分 输出 负 反 馈 ， 
H(s) =k+ 人 +bs, 


试 确定 参数 k, a 和 b, 使 得 期 望 的 闭环 系统 极点 为 一 1 + j. 


系统 的 闭环 传递 函数 为 i 
G(s) s(s— 1) 
Gols) 1+ G(s)H(s) F 1 bs? +ks+a 
t s(s — 1) s 
s s 


= S2(s — 1) + bs2 + ks + a E s3 + (b— 1)s? + ks +a` 


这 是 一 个 三 阶 系统 , 有 三 个 极点 , 给 定 了 两 个 极点 , 还 有 一 个 极点 是 可 以 任意 设置 的 , 假设 是 
s = 0, 令 闭 环 系统 的 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 系统 特征 多 项 式 : 


s? + (b — 1)s? + ks + a = (3? + 2s + 2)(s + o). 


或 


sŠ + (b — 1)s? + ks + a = sŠ + (2 + 0)s? + (2 + 2o)s + 20. 
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比较 两 边 s 同 次 震 的 系数 得 到 


| b—-1=2+o, 

k =2 + 2o, 

G = 99k; 
因此 , W b= 3+ c, k = 2 + 2o, a = 20, 闭环 系统 包含 所 要 求 的 极点 —1 + j. 这 说 明 : 对 于 比 
例 积分 微分 输出 反馈 的 二 阶 系统 可 以 任意 配置 极点 . 

注 6.1.1 ”对 于 一 个 二 阶 系统 , 配置 两 个 极点 (两 个 目标 ), 而 反馈 传递 函数 中 正好 有 两 
个 待定 参数 或 者 大 于 两 个 待定 参数 时 , 系统 的 闭环 极点 可 以 配置 到 任意 给 定 的 位 置 . 反之 当 
待定 参数 小 于 任意 配置 的 极点 数目 , 就 不 可 能 任意 配置 极点 . 

注 6.1.2 反馈 可 以 配置 系统 极点 , 可 以 把 不 稳定 系统 变 为 稳定 系统 . 回想 一 下 , 在 传递 
函数 化 为 状态 空间 模型 的 过 程 中 , 我 们 可 能 注意 到 状态 含有 系统 输出 的 导数 , 因此 状态 反馈 
也 可 以 配置 系统 极点 . 那么 在 什么 条 件 下 , 系统 可 以 通过 状态 反馈 任意 配置 极点 呢 ? 这 就 是 
下 节 讨 论 的 状态 反馈 极点 配置 要 回答 的 问题 . 


6.2 ”状态 反馈 与 极点 配置 


本 节 首 先 给 出 状态 反馈 极点 配置 的 一 般 方法 , 其 次 给 出 控制 器 规范 型 的 状态 反馈 极点 配 
HAR, 再 推导 能 控 性 规范 型 的 状态 反馈 极点 配置 公式 , 随后 给 出 一 般 状 态 空间 系统 的 状态 
反馈 极点 配置 公式 , 最 后 简单 讨论 输出 反馈 极点 配置 问题 . 

6.2.1 ”状态 反馈 极点 配置 的 一 般 方法 
1. 状态 反馈 极点 配置 
考虑 线性 时 不 变 单 输入 单 输出 系统 (SISO 系统 ): 


| = Ax=(t) + bu(t), z(to) = zo, 
y(t) = cx(t) + du(t), 


(6.2.1) 


其 中 z(t) e R 为 系统 状态 向 量 , u(t) e R 和 y(t) e R 分 别 为 系统 输入 和 输出 , A e R”, 
De Rn ce 有 RIxn, deR. 

状态 空间 系统 (6.2.1) 的 结构 如 图 6.2.1 所 示 . 状态 反馈 (State Feedback) 是 从 状态 引 到 
输入 端的 反馈 , 如 图 6.2.2 所 示 的 状态 反馈 系统 框图 , 其 中 k e R” 是 状态 反馈 增益 向 量 
(State Feedback Gain Vector), r(t) 为 设 定 值 (参考 输入 , 期 望 输出 ). 


6.2.1 ”状态 空间 系统 框图 
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a(t) i) 


图 6.2.2 ”状态 反馈 系统 框图 [u(t) = r(t) — ke(t)] 


由 于 状态 是 一 个 向 量 , 对 于 SISO 系统 (6.2.1), 输入 ult) 是 一 个 标量 , 故 从 状态 到 输入 
端的 反馈 增益 k e R1x" 是 一 个 行 向 量 . 对 于 负 反 馈 , 状态 反馈 表达 式 为 


t) = r(t) — kz(t), 


注 : 线性 系统 的 稳定 性 与 系统 输入 信号 无 关 , 有 许多 资料 , 直接 把 状态 反馈 写 为 u(t) = 一 kz(t). 
将 u(t) = r(t) — ke(t) RAR (6.2.1) 得 到 


e 


£(t) = Ax(t) + b[r(t) — kz(t)], 

或 
Z(t) = (A — bk)æ(t) + br(t). 

状态 反馈 后 系统 的 特征 多 项 式 (Characteristic Polynomial) 为 
f(s) := det[sT — (A — bk)]. 


状态 反馈 极点 配置 (Pole Placement) 就 是 : 对 于 给 定 的 A cR” 和 b e R", 以 及 期 望 闭环 
系统 极点 si, i = 1,2,… ,n (可 能 包含 重 极点 ), 确定 一 个 增益 向 量 k = [i,k2,… kn], 使 特 
征 方 程 f(s) = 0 以 si 为 根 . 

注 6.2.1 从 这 里 , 我 们 还 不 能 看 出 , 对 于 给 定 的 A cR?” 和 be R", 是 否 可 以 通过 选 
择 增益 向 量 任意 配置 闭环 系统 极点 . 也 就 是 说 , 是 否 可 以 通过 选择 增益 向 量 使 f(s) 有 
任意 的 零点 ( 即 系统 极点 ). 下 节 通 过 控制 器 规范 型 状态 反馈 来 说 明 : 状态 反馈 可 以 任意 配置 
极点 的 条 件 是 系统 完全 可 控 . 

2. 状态 反馈 极点 配置 的 步骤 

(1) 判断 系统 的 能 控 性 . 对 于 给 定 的 系统 (6.2.1), A, b, c, d 已 知 , 计算 能 控 性 矩阵 


Q. := [b, Ab, A?b, -- - , An—1b] € R”*”, 


如 果 Qe WER, 即 rank[Q。] = n, 说 明 系 统 能 控 , 那么 状态 反馈 可 以 任意 配置 闭环 系统 极点 . 
(2) 计算 闭环 系统 的 特征 多 项 式 . 因为 A, b, c, d 已 知 , 故 状态 反馈 闭环 系统 特征 多 项 式 


f(s) := det[sT — (A — bk)] 
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是 s 的 n 次 首 一 多 项 式 , 而 且 是 k, 的 函数 . 
(3) 对 于 给 定 的 闭环 系统 极点 si i = 1,2,.… ,n, 构造 期 望 的 闭环 系统 特征 多 项 式 : 
f'(s) = (s = s1)(s — 82): +- (s — sn) 
一 5 一 (sl 十 s2 十 … 十 sn)s" 开 十 … 十 (一 "sls2 .sn 
=: s" +a +a? + e + ah 
(4) 比较 系数 计算 状态 反馈 增益 向 量 k. 令 闭 环 系统 特征 多 项 式 f(s) 等 于 期 望 的 闭环 系 
统 特征 多 项 式 六 (s), 即 


det[sT — (A — bk)] = s” + a} s"! + ahs"? +--+ ah. 


比较 两 边 s ARRERA, 得 到 关于 k, 的 线性 方程 组 , 求解 出 ki, 就 得 到 状态 反馈 增益 向 量 
k=|[ki,ko,::: ,kn]. 
(5) 计算 闭环 系统 状态 空间 方程 : 
(t) = (A — bk)æ(t) + br(t), 
| y(t) = cæ(t) + d[r(t) — kæ(t)] 
= (c — dk)z(t) + dr(t), 


闭环 系统 的 传递 函数 为 
G,(s) := (c — dk)|sI — (A — bk)] !b + d. 


当 d = 0 时 , 闭环 系统 状态 方程 为 
[9 = (A — bk)e(t) + br(D), 
y(t) = cz(t), 
闭环 系统 的 传递 函数 为 
Go(s) := clsT — (A — bk)] !b. 


注 6.2.2 “系统 的 不 可 约 传递 函数 等 于 系统 能 控 能 观测 子 系统 的 传递 函数 .也 就 是 说 ， 
状态 反馈 只 能 配置 系统 可 控 子 系统 的 极点 (可 以 把 不 稳定 极点 配置 为 稳定 极点 ), 状态 反馈 不 
能 改变 不 可 控 子 系统 的 极点 . 如 果 一 个 系统 的 不 能 控 子 系统 是 稳定 的 , 则 可 以 通过 状态 反馈 
将 一 个 不 稳定 系统 配置 为 稳定 系统 , 这 样 的 系统 称 为 能 镇 定 系统 . 因此 , 状态 反馈 能 稳定 (能 
镇 定 ) 要 求 不 可 控 子 系统 是 稳定 的 . 

对 于 稳定 或 不 稳定 的 能 控 系 统 , 都 可 以 通过 状态 反馈 配置 稳定 的 闭环 极点 使 系统 稳定 ， 
这 样 的 系统 称 为 可 稳定 系统 . 因为 状态 反馈 只 能 任意 配置 可 控 状 态 子 系统 的 极点 , 而 不 能 配 
置 不 可 控 子 系统 的 极点 . 因此 , 当 不 可 控 子 系统 本 身 是 稳定 的 , 可 控 子 系统 可 以 是 不 稳定 的 ， 
也 可 以 通过 状态 反馈 使 其 稳定 , 这 样 的 系统 称 为 能 镇 定 系统 . 

注 6.2.3 ”开放 问题 

对 于 跟踪 问题 [系统 输出 y(t) 跟踪 参考 输入 信号 r(t), BRAE A e R?” be R" 和 
ce Rix", 系统 的 初始 状态 为 零 , 是 否 存在 一 个 最 佳 的 状态 反馈 增益 向 量 k e R”, 使 得 下 
列 输出 跟踪 误差 准则 函数 (跟踪 误差 平方 积分 准则 函数 ) 最 小 ， 


J= L (a) — (Da, 
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或 跟踪 误差 平方 时 间 积 分 准则 函数 ， 
J= j. tr(O — y(t)]2 ar. 
0 


读者 可 以 针对 一 个 二 阶 系统 
b 
s2 +as +b’ 
对 应 的 状态 空间 模型 , 假设 输入 信号 为 单位 阶 跃 函数 r(t) = 1(b 时 进行 讨论 . 
例 6.2.1 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 
3 
s2—2s—5’ 
设计 状态 反馈 , 将 极点 配置 在 s= —2 + j3 和 s= —2 — j3. 
解 ” 这 个 传递 函数 的 控制 器 规范 型 为 


i=? oje+(o)e y = [0, 3]z, gaf Ar b= [ 1) c = [0, 3]. 


设 状态 反馈 为 u = r 一 kz, 计算 反馈 增益 向 量 k= [ki, ko]. 由 于 


hr (人 -人 Ja (了 (全 全 (全 


G(s) = a,b> 0 


G(s) = 


状态 反馈 闭环 系统 的 特征 多 项 式 为 
ftir CA b) = | ° = N son 二 站 
期 望 的 系统 特征 多 项 式 为 


f'(s) = (s +2 — j3)(s + 2 + j3) = s2 + 4s + 13. 
È F(s) = f(s), BI 

8? + (—2 + ki)s — 5 + ko = 8? + 48 + 13. 
比较 两 边 s |Fj2K aE B 2834831: 

-2 +kı=4, —5+ ko = 13. 
故 状 态 反 馈 增 益 向 量 为 


k = [kı, ko] = [6, 18]. 


状态 反馈 闭环 系统 为 
(t) = (A — bk)m(t) + br(t) 
=[ Y Ja + ( + Jo 


y(t) =[0, 3]z(t), 
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闭环 系统 的 传递 函数 为 
-ï 
G,(s) := e|sI — (A — bk)] 1b = [0, 3 ( Aa ) ( ; ) 


$ = 

1 +4 

o, 3l⁄— : s 
(s+4)s+13 \0 s? + 4s + 13 


例 6.2.2 ” 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 


3 
GS s2—2s—5’ 


设计 状态 反馈 , 将 极点 配置 在 s = -2+j3 和 s= —2 — j3. 
解 ” 这 个 传递 函数 不 存在 零 极 点 对 消 , 其 观测 器 规范 型 实现 也 是 能 控 的 . 这 个 传递 函数 


的 观测 器 规范 型 为 


对 应 的 状态 空间 信号 流 如 图 6.2.3 所 示 . 


a(i) 


u(i) O) z(t) 
| f 一 


图 6.2.3 例 6.2.2 的 状态 空间 信号 流 图 


设 状 态 反 馈 为 u = r — kz. 加 入 状态 反馈 后 的 系统 信号 流 如 图 6.2.4 所 示 . 
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u(t) 


Ma) 


图 6.2.4 例 6.2.2 的 状态 反馈 系统 信号 流 图 


下 面 计算 反馈 增益 向 量 k = [k1，k2]. 由 于 


(3)- (Om 


fariy fo Dg 2 1 
~\50 3kı 3k ) T \ 5—3h -3k J` 


状态 反馈 闭环 系统 的 特征 多 项 式 为 
f(s):= det[sI — (A — bk)] 


—5+3k s+3ko 
= (s — 2)(s + 3k2) — 5 + 3kı 
= 82 + (—2 + 3k2)s — 5 + 3ki — 6k2. 
期 望 的 系统 特征 多 项 式 为 


-| s—2 一 1 


f'(s) = (s 十 2 一 j3)(s 十 2 十 j3) = s2 + 4s + 13. 
< f(s) = f(s), BH 


8? + (—2 + 3k2)s — 5 + 3ki — 6k2 = s2 + 4s + 13. 


比较 两 边 s KERRAEN TE 


—2 + 3k2 = 4, 
—5 + 3ki — 6k2 = 13. 


故 状 态 反馈 增益 向 量 为 


k = [kı, ko] = [10, 2J. 
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状态 反馈 闭环 系统 为 


x(t) = (A — bk)mz(t) + br(t) 
2 1 0 


=| ə 6 ) z+ 3 JO 
y(t) =, 0]e(0), 


闭环 系统 的 传递 函数 为 
G,(s) := c[sI — (A — bk)] 71b 


8 =i Y'o 
=m o ( 25 Sa] Le 
( s+6 1 ) 
-25 s—2 J /0 3 
h, 0] 2 T 6) T 25 ü) s2 + 4s + 13 
读者 可 验算 一 下 , 若 采 用 传递 函数 的 控制 器 规范 型 实现 , 极点 配置 计算 过 程 要 简单 一 些 . 
6.2.2 ”控制 器 规范 型 极点 配置 方法 
这 里 讨论 基于 控制 器 规范 型 的 极点 配置 方法 . 


设 系统 传递 函数 为 
bsn bos? +...+ ba 
Cl) = apai p a Ea 
对 应 的 控制 器 规范 型 实现 为 
一 Q1 —a2 一 an_-1 一 an 1 
1 0 0 0 0 
¿= | Ü 1 0 0 Jarl ola 
0 0 1 0 0 
y = [b1, b2,- bn]z. 
或 
è(t) = Az(t) + bu(t), z(to) = zo, 
locat 62a) 
其 中 
一 Q1 —a2 一 an_-1 一 Qn 1 
1 0 0 0 0 
4=| 0 1 0 0 |sRn"x"，b=| 0 | sRn， 
0 0 e 1 0 0 


c 一 [bb ,bn] € R?*”. 
S 状态 反馈 A ult) = r(t) — k=(t), 其 中 r(t) 为 参考 输入 (Reference Input), 状态 反馈 增益 
向 量 为 


k = [Ko ,kn] € R!*”. 
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故 
一 al 一 Q2 一 an_1 一 an 1 
1 0 0 0 0 
A-bk=| 0 1 9 ° |-| ° | n,koə,::: ,kn 
0 0 £ 0 0 
一 Q1 一 02 Qn-l 一 Qn ki k2 kn-1 kn 
1 0 0 0 0 0 0 0 
i 0 1 0 0 = 0 0 0 0 
0 0 业 0 0 0 0 0 
一 (ai 十 fa) —(a2+k) … —(an-ı +kn-1) —(an + ka) 
1 0 ... 0 0 
A 0 "| ee 0 0 
0 0 e I 0 


因为 4 为 友和 矩阵 (Companion Matrix), A — bk WHAE, 所 以 我 们 可 以 直接 写 出 其 特征 
多 项 式 


f(s) = det[sT — (A — bk)] = s” + (a1 + ki)s*”1 + (a2 + k2)s™ ?+ + (an + kn). 


设 期 望 的 系统 极点 为 s1, s?, …, sn (可 能 包含 重 极点 ), 对 应 的 特征 多 项 式 为 
(s — s1)(8 — 82) -+> (8 — Sn) = 8” — (81 + 32 +++: + Sn)S®T! + -e + (—1)ais2:- sn 
n I on—l 1 .7 一 2 hn 


s” + as + ass t- +a; 


令 特征 多 项 式 f(s) 等 于 上 式 的 期 望 闭环 特征 多 项 式 , 即 


s" + (ai + ki)s”1 + (a2 + k2)s"7? +--+ (an + kn) = s” + a18! + ahs? H+ o a 


比较 两 边 s ARERR, 可 以 求 得 ki = a, — ai i=1,2, ,n, 或 
= (6.2.3) 
其 中 
a' = |a,ay a a=[a,aoə: ,an]. 


故 控制 嚣 规范 型 可 以 任意 配置 极点 , 且 控 制 器 规范 型 的 状态 反馈 增益 向 量 特别 容易 计算 . 
非 控制 器 规范 型 的 状态 反馈 配置 极点 的 计算 要 复杂 , 所 以 在 许可 的 情况 下 , 可 采用 控制 器 规 
范 型 模型 进行 状态 反馈 极点 配置 . 

因为 原 系统 (6.2.2) 为 控制 器 规范 型 , 状态 反馈 系统 


下 =(A — bk)z(t) + br(t), z(to) = £o, 
y(t) = cz(t) 


(6.2.4) 
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也 是 控制 器 规范 型 , 故 容易 求 出 状态 反馈 系统 的 传递 函数 (从 rt) 到 y(t) 的 传递 函数 )， 

Go(s)=clsI— (A — bk)] 1b 

~ bis™ 1 十 bzs" 2 十 :… 十 bn 
sn + (ai + ki)sn_1 + (a2 + kə)sn-2 +... + (an + kn) 

从 这 个 控制 器 规范 型 状态 反馈 极点 配置 例子 , 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 . 

(1) 一 个 系统 通过 状态 反馈 任意 配置 极点 的 充 要 条 件 是 系统 状态 (完全 ) 能 控 , 因为 任何 
可 控 系 统 都 可 以 通过 非 奇 异 线性 变换 化 为 控制 器 规范 型 . 

(2) 从 式 (6.2.5) TA, 状态 反馈 只 改变 系统 极点 , 不 改变 系统 零点 (d = 0 时 ). 

(3) 状态 反馈 不 改变 系统 的 能 控 性 , 但 可 改变 系统 的 能 观测 性 , 因为 控制 器 规范 型 在 状 
态 反 馈 后 仍 为 控制 器 规范 型 , 控制 器 规范 型 肯定 是 能 控 的 . 

(4) 如 果 被 控 系 统 是 能 控 的 (状态 能 控 的 ), 则 总 可 以 找到 一 个 状态 反馈 增益 向 量 k < 
Ri [对 输入 为 向 量 ult) e R 的 多 输入 系统 , 为 增益 矩阵 K eR], 利用 状态 反馈 方法 ， 
使 闭环 系统 极点 配置 到 任意 给 定 的 期 望 位 置 . 

(5) 对 单 输入 系统 , 情况 要 简单 得 多 , 并 且 状 态 反馈 增益 向 量 是 唯一 的 . 

(6) 当 控 制 输入 为 向 量 时 ,， 即 对 于 多 输入 系统 , 极点 配置 方法 很 多 , 有 的 方法 也 很 复杂 ， 
本 书 不 加 讨论 . 多 输入 系统 状态 反馈 配置 相同 的 极点 , 状态 反馈 增益 矩阵 也 不 唯一 , 可 以 选 
择 的 自由 参数 也 多 于 n 个 , 也 就 是 说 , 除了 适当 地 配置 n 个 闭环 极点 外 , 还 可 以 通过 选择 其 
他 自由 参数 来 改善 闭环 系统 的 性 能 (如 上 升 时 间 , 超 调 量 等 ), 可 是 还 没有 具体 理论 指导 如 何 
选择 这 些 自由 参数 来 改善 系统 的 性 能 , 这 是 一 个 开放 问题 (Open Problem). 

例 6.2.3 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 

2s+3 

OT Jet 
设计 状态 反馈 , 将 极点 配置 在 s= -5 和 s = -6. 

解 ” 把 被 控 对 象 的 传递 函数 改写 为 

2s+3 bis+b> 
s2 十 3s 十 2 s2+ais+a2’ 
这 里 把 传递 函数 化 为 控制 器 规范 型 , 进行 极点 配置 . 参考 例 3.5.5, 根据 传递 函数 可 直接 写 出 
系统 的 控制 器 规范 型 ， 

t= Ax +bu, = cz, 


4-( Ps w )=( =i a) 5=( 1) e= h, bi) = Ë; 81, 
期 望 的 系统 特征 多 项 式 为 

s? + ajs + a, = (s + 5)(s + 6) = 2 + 11s + 30, 
所 以 

a' = |a), a] = [11, 30]. 


设 状态 反馈 为 u =7 — ka. 根据 式 (6.2.3), 可 知 状态 反馈 增益 向 量 为 


k=a 一 a=[a oo 一 [ai a2] 


(6.2.5) 


G(ay= a := [a1, a2] = [3, 2], [bi, b2] = [2, 3]. 
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=[11, 30] — [3, 2] = [8, 28]. 
车 不 为 控制 器 规范 型 实现 , 计算 过 程 要 复杂 一 些 . 参考 例 3.5.5, 写 出 系统 的 能 控 性 规范 
型 实现 ， 


c= [81, B2] = [b1, b2] ( a i K 


=[b, ala Es j= Ifa To <3]: 
设 状态 反馈 为 v = r — kr. 由 于 
4-ww= (1 2 )- (3 ) wm, ka] 


Ï =a 0 
ce as ONE kı k2 = = =a f 
M E T n 


sS+k az+k 
det[sT ~ (A — bb) =| ASW nE 


= (s + kı)(s + a1) + a2 + k2 


s? + (al + ki)s+ az + arkı 
令 这 个 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 特征 多 项 式 , 即 
82 + (a1 + kı)s + az + arkı + kz = 3? + als + ah. 


比较 两 边 s 同 次 晨 的 系数 得 到 方程 


ai + ki = at, 
az + arkı + k2 = a>. 


k2. 


或 


, 
kı =a) 一 al， 
aiki + k2 = a — a2. 


于 是 可 求 得 
kiy 3: -0 a — a 
(£2)=( a 1 ) ( 的 ) 
tioy rits 1 0 8 
=(3 t es a: eael 

故 状态 反馈 增益 向 量 为 

k= [k1, ko] = [8, 4]. 

从 这 个 例子 可 以 看 出 , (1) 采用 控制 器 规范 型 进行 极点 配置 , 计算 过 程 要 简单 . (2) 采用 
不 同 的 状态 空间 模型 , 即使 期 望 的 闭环 极点 相同 , 状态 反馈 增益 向 量 也 是 不 同 的 . (3) 采用 状 


态 空间 对 角 标 准 形 , 进行 极点 配置 , 还 需要 进行 A 矩阵 对 角 化 , 计算 过 程 比 基 于 控制 器 规范 
型 要 复杂 . 
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例 6.2.4 ， 设 被 控 对 象 为 三 阶 系统 , 其 传递 函数 为 


g= bis? +b2s +b3 _— s? +s+1 
 S3+as2+assT+a s +s +s+1 


设计 状态 反馈 , 使 系统 的 特征 多 项 式 为 
s? 十 a4s2 + ahs +a} = s? +38? +38 +1. 


O 下面 仍 把 传递 函数 化 为 控制 器 规范 型 , 进行 极点 配置 . 参考 例 3.5.5, 可 知 G(s) 对 
应 的 控制 器 规范 型 为 


一 Q1 ”一 02 —as 1 
2 ( 3: 0 0 J x(t) + [ 0 J u(t), 
0 1 0 0 


y(t) = [bi, b2, b3]æ(t). 
这 是 一 个 控制 器 规范 型 , 设 状态 反馈 为 u = r 一 kz, 那么 根据 式 (6.2.3), 容易 求 得 状态 反馈 
增益 向 量 ， 
k = [ki, k2, ks] = |a! — a1,a5 — a2, a% — as] 
=[3— 1, 3-1, 1-1] = [2, 2, 0]. 
读者 可 以 基于 能 控 性 规范 型 , 配置 这 个 例子 的 极点 , 可 以 看 出 控制 器 规范 型 用 于 极点 配 
置 的 优点 . 
6.2.3 ”能 控 性 规范 型 极点 配置 方法 
上 面 讨论 了 控制 器 规范 型 模型 的 状态 反馈 极点 配置 方法 , 以 及 状态 反馈 增益 向 量 的 计算 
方法 . 能 控 性 规范 型 也 是 一 种 重要 可 控 规 范 型 , 下 面 讨论 能 控 性 规范 型 极点 配置 算法 . 基本 
思想 是 通过 二 阶 和 三 阶 系统 能 控 性 规范 型 的 极点 配置 例子 , 延伸 到 高 阶 系统 , 具体 过 程 从 略 . 
1. 二 阶 系统 
例 6.2.5 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 
bis + b2 2s +3 
s2 十 als 十 aa s2+3s+2' 
设计 状态 反馈 , 将 极点 配置 在 s = -3+j4 fll s= —3 — j4. 
解 ” 参 考 例 6.2.2, 写 出 系统 的 能 控 性 规范 型 实现 ， 


k -( I2 )e0+ (3 Jro. 


y(t) = [B1, B2]æ(t¢). 


G(s) 


a := [a1, a2] = [3, 2), [bi, b2] = [2, 3]. 


a(i z) (i Ahi t= ). c= [8, b] = 2, —3]. 
期 望 的 系统 特征 多 项 式 为 


82 + als + ab = (s + 3 — j4)(s + 3 + j4) = s? + 6s + 25, 
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所 以 
a' = [a1, a] = [6, 25]. 


设 状态 反馈 为 ult) = r(t) — ke(t). 由 于 
A ba = ( Ç T ) 一 ( x [k1, ko] 
_ (0 —a Y f bi Bm) -a-k Y. 
M is. s ) ( i Z ) 


det[sI — (A — bk)] = | Sb eta 


= (s + ki)(s + a1) + a2 + k2 


= 3? + (aji + ki)s + a2 + arkı + ko. 


令 这 个 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 特征 多 项 式 , 即 


82 + (ai + ki)8 + a2 + arkı + kə = s2 + als + ah. 


比较 两 边 s 同 次 震 的 系数 得 到 方程 : 


ai+hk = ak, 
az + arkı + k2 = a;,. 


kı = aj —a, 
arkı + k2 = a; — a2. 


于 是 可 求 得 


Kuy W 3 30 ° ai — a 
k J \a 1 ah — a2 


(aa) (a) (5 1)(a) (u) 


故 状态 反馈 增益 向 量 为 
p=iki wl aka] ( ) 
=[3, 14]. 
2. 三 阶 系统 
例 6.2.6 设 被 控 对 象 为 三 阶 系统 , 其 传递 函数 为 


bis2 + b2s + b3 
s3 + a18? + a25 + a3’ 


G(s) = 


设计 状态 反馈 , 使 系统 的 特征 多 项 式 为 f(s) = s3 + ajs? + abs + a}. 
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(6.2.6) 
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解 ”参考 例 3.5.5, 可 知 G(s) 对 应 的 能 控 性 规范 型 为 


0 0 一 as 1 
Z(t)= ( 1 0 一 az Jo + ( 0 | u(t), 
0 1 -a 0 


y(t) = [81, b2, B3læ(t) 
NN 
= [61, b2, bs] ( a 1 0 ) z(t). 


a2 al 1 


| 


对 于 能 控 性 规范 型 , 状态 反馈 增益 向 量 的 计算 稍微 复杂 一 点 . 这 里 


0 0 —as 1 
A=| 1 0 -as |, b=| 0 |, c= [ĝ, b2, b3]. 
0 1 -al 0 


u(t) = r(t) — ka(t). 
闭环 系统 为 


Z(t) = (A — bk)z(t) + br(t), y(t) = cz(t). 


由 于 
0 0 -as L 
A-bk=| 1 0 —a: |-| 0 | [ki,k,ks] 
Ü L -ĝi 0 
0 
= L Ü 
1 


—as J [ kı k2 ks J [ 一 —k2 —a3— ks J 
一 Q2 一 0 0 Q = 1 0 一 Q2 " 
0 一 Q1 0 0 0 0 1 —a1 
状态 反馈 系统 的 特征 多 项 式 为 
f(s)= det[sI — (A — bk)] 
s+kı k2 as 二 js 


一 1 8 a2 
0 -1 s+al 


= (s + ki)(s2 + a1s + a2) + k2(s + a1) + a3 + k3 


s az 
1 s 十 al 


= (s + ki) 


I 


= sŠ + (ai + kı)s? + (a2 + aiki + k2)s + as + a2ki + arka + k3. 


令 这 个 特征 多 项 式 f(s) 等 于 期 望 的 特征 多 项 式 f(s), 即 
53 十 (al 十 k1)s? + (az + aikı + k2)s + as + a2ki + aik2 + ks = s3 十 ajs? + abs + a}. 
比较 两 边 s ARERR E: 


aı + kı =a, 
a2 + arkı + k2 = G>, 


as + a2ki + aik2 + ks = a}. 
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把 ai 移 到 等 号 右边 可 得 


/ 
kı = aj — a, 
arkı + k2 = a; — a2, 


azkı + aik2 + ks = as — as. 


写成 矩阵 形式 为 


解 得 
kı 1 0 OY l/a-a 
ky | =l mi Y $ ao 一 az |. 
ks a al 1 as — as 
所 以 状态 反馈 增益 向 量 为 
I 00. 03 
k = [ki, k2, k3] = [a 一 aa 一 aa 一 asll a 1 0 2 (6.2.7) 
a2 al 1 
3. n 阶 系统 
nl a Pse 
G(s) = ne Tiat + 十 bn 
mo ona. an 二 On 
对 应 的 能 控 性 规范 型 实现 为 
0 0 … 0 -an L 
J Ü xs 0 —ax-1 0 
t=| 9 1> 0 -an2 [z+| 9 |ue, 
Ü Ü e 1 =ar 0 
y(t) = [ñi ,62,Ba,: , Bn]z(t) 
Ip 
£ 
a1 il 
= [b1 b2, b3 ,bn]| 2 a 1 x(t). 
Qn-1 a2 al 1 
这 里 
p 0 0 一 0 1 
1 0 0 一 an-1 0 
A=| 9 工人 Re 
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c= [b1, 2,B3,. ,Ge 有 Rn. 
设 状态 反馈 为 


u(t) = r(t) — kz(t). 
则 闭环 系统 为 
(t) = (A — bk)æ(t) + br(t), y(t) = cz(t). 


求 状态 反馈 增益 向 量 , 使 系统 的 特征 多 项 式 为 s” + als! + ags? L... + ah. 
观察 式 (6.2.6) FII (6.2.7), 可 知 基于 能 控 性 规范 型 的 状态 反馈 增益 向 量 为 
k= [ki,k2,... ,kn] 


-T 


a1 1 
, , , 
= [a] —ai,a5 一 a2…… , ah — an] a a 1 š (6.2.8) 
üni a al 1 


6.2.4 “一般 可 控 状 态 空间 模型 极点 配置 方法 


一 般 可 控 状 态 空间 模型 极点 配置 方法 的 基本 思想 : 因为 控制 器 规范 型 的 极点 配置 方法 特 
别 简单 , 所 以 先 把 状态 空间 模型 变换 为 控制 器 规范 型 , 求 出 控制 器 规范 型 的 状态 反馈 增益 向 
量 ko, 然后 通过 反 变 换 求 得 原 系统 状态 反馈 增益 向 量 k. 当然 , 也 可 以 直接 通过 状态 反馈 的 
定义 进行 配置 . 理论 的 发 展 是 希望 找到 一 个 系统 的 方法 , 即 找到 直接 或 间接 的 计算 公式 . 

考虑 单 输入 单 输出 系统 : 

gee = Az(t) + bu(t), æ(to) = zo, 

y(t) = cæ(t), 

其 中 z(t) e R" 为 系统 状态 向 量 , ult) e R 和 y(t) e RR 分 别 为 系统 输入 和 输出 , A e R., 
be R", cE R!*”, 

设 状 态 反 馈 闭 环 系统 期 望 的 特征 多 项 式 为 


(6.2.9) 


f'(s) := s” + a4 s”! + as"? +--+ als + ah. 
采用 状态 反馈 ult) = r(t) — ke(t), 则 得 到 闭环 系统 ， 

i(t) = (A — bk)æ(t) + br(t), y(t) = cæ(t). (6.2.10) 
令 其 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 特征 多 项 式 f(s), BI 

det[sT — (A — bk)] =: s” + a} s"! + a}s"7? +- --+ah18+ah, 


比较 两 边 s RERA, 得 到 一 系列 方程 , 求 状态 反馈 增益 向 量 k. 
基本 思想 : 把 系统 (6.2.9) 变换 为 控制 器 规范 型 , 求 出 控制 器 规范 型 的 状态 反馈 增益 向 
量 ko, 然后 通过 反 变 换 求 得 原 系统 状态 反馈 增益 向 量 k. 
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对 式 (6.2.9) 进行 线性 变换 (Linear Transformation) z( = T.m.(t), Te 为 EARE 
(Non-Singular Matrix). 参考 3.5.1 节 的 化 状态 空间 模型 为 控制 器 规范 型 方法 , 如 果 变 换 矩 阵 
选择 为 

WA ka 
W. 
T. = š eRnxn ra= [0,0,:-- ,0,1][b, Ab, A2b,... , An-1p]-1, 
rnA 
Tn 


那么 就 得 到 下 列 控制 器 规范 型 (Controller Canonical Form), 


telt) = Aczelt) + beult), 
{ y(t) = cexelt), (6.2.11) 
其 中 
一 —ün-1 一 Cn 
1 0 0 0 
A. =T; !AT, = 0 1 0 0 e Rn" 
0 0 1 0 
I 
0 


b=T-lb= | | em, 
0 
c= cT, € Rlxn, 
ai 是 系统 (6.2.9) 的 特征 多 项 式 的 系数 ， 
p(s) = det[sT — A| =: s” + ais”! + azs"? +--+ an—18 + an. 
对 系统 (6.2.11) 采用 状态 反馈 ult) = r(t) 一 kezelt), 则 得 到 闭环 系统 : 
telt) = (Ac — bckc)mə<(t) + ber(t), y(t) = cczc(b)， 
参考 6.2.2 节 控 制 器 规范 型 极点 配置 公式 (6.2.3), 可 知 状态 反馈 增益 向 量 为 


(6.2.12) 


+ # , 
kc = [at 一 ai)a2 — a2, `- - , ah, 一 an]. 


X 
u(t) =r(t) — kezelt) 
=r(t) — kT 1m(t) 
= r(t) — kz(t). 
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于 是 , 可 得 一 般 可 控 状态 空间 模型 (6.2.9) 极点 配置 的 状态 反馈 增益 向 量 : 


Ta A”! 
T, An—2 
k=kc<T; ' = [añ — a, a, 一 aa , an — an] : ; (6.2.13) 
rnA 
Tn 
Tn = [0,0, -+ ,0,1][b, Ab, A2b,... , An-1b] 1 € R!*”. (6.2.14) 


这 个 极点 配置 算法 可 以 进一步 发 展 为 爱 克 曼 公式 (Ackermann's Formula). 

注 6.2.4 ”对 给 定 的 单 输入 能 控 状 态 空 间 模型 , 存在 唯一 的 状态 反馈 , 可 以 任意 配置 闭 
环 系统 的 极点 . 但 对 多 输入 系统 , 状态 反馈 配置 极点 的 方法 很 多 , 且 状 态 反 馈 增益 矩阵 也 不 
唯一 . 也 就 是 说 , 状态 反馈 阵 有 很 多 元 余 参数 (自由 参数 ), 除了 适当 地 配置 ”个 闭环 极点 外 ， 
如 何 选择 其 他 元 余 参 数 来 改善 系统 性 能 , 是 一 个 开放 问题 (Open Problem). 


6.2.5 ”状态 空间 系统 输出 反馈 


输出 反馈 不 可 能 任意 配置 系统 极点 , 即使 系统 是 输出 完全 能 控 的 . 因为 标量 系统 的 输出 
维 数 是 1, 可 调节 的 反馈 增益 系数 也 是 一 维 , 故 不 能 任意 调节 闭环 系统 的 n 个 极点 (一 阶 系 
统 除 外 ). 解决 的 方法 是 使 用 动态 反馈 (反馈 回路 本 身 是 一 个 动态 子 系统 ), 参见 6.1 节 . 下 面 
用 一 个 例子 加 以 说 明 . 

考虑 线性 时 不 变 SISO 系统 : 

F. = AZ(t) + bu(t), z(to) = £o, 

y(t) = cæ(t), 

其 中 z(t) e R" 为 系统 状态 向 量 , ult) € R A y(t) e R 分别 为 系统 输入 和 输出 , A 8 Rm*"， 
be R", ce Rix". 

输出 反馈 (Output Feedback) 是 把 系统 输出 信号 y(t), 经 过 输出 反馈 系数 k e R 引 到 输 
入 端 进 行 反馈 , 如 图 6.2.5 所 示 . 


(t) u(t) i(t) j a(t) yt) 


k 


(6.2.15) 


图 6.2.5 ”输出 反馈 系统 框图 [u(t) = r(t) 一 ku(t)] 
r(t) 为 设 定 值 (参考 输入 , 期 望 输出 ). 输出 反馈 表达 式 为 
u(t) = r(t) — ky(t), 
利用 式 (6.2.15) 的 第 2 R, 可 得 


u(t) = r(t) — kez(t), 


6.3 ”状态 重 构 问 题 与 状态 观测 器 253 


将 上 式 代 入 式 (6.2.15) 的 第 1 式 得 到 
T(t) = Ax(t) + b[r(t) — kcz(t)] 
=(A — kbc)z(t) + br(t). 
出 反馈 后 系统 的 特征 多 项 式 (Characteristic Polynomial) 为 


3 


f(s) := det[sI — (A — kbc)]. 


对 于 给 定 的 A, b 和 c, 上 式 只 有 一 个 可 调 参数 k, 故 对 于 n > 2 的 系统 , 输出 反馈 不 能 任 
配置 闭环 系统 极点 . 
例 6.2.7 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 


1 Gig 
s? +as +6’ a 为 常数 ， 


意 


G(s) = 


研究 输出 反馈 , 是 否 可 将 闭环 系统 极点 配置 在 s = -1 和 s = -2. 
解 ”这 个 系统 的 控制 器 规范 型 实现 为 


外 A- kbe= ( í Ë: ) -*( o ) t, 1] 
r s a y235 
输出 反馈 系统 的 特征 多 项 式 为 
f(s) := detlsT — (A— kbe) =| “19 Ku 
期 望 的 系统 特征 多 项 式 为 


s2+ais+as=(s+1)(s+2)= 2 +3s +2, 
令 闭 环 系统 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 特征 多 项 式 , 得 到 
2 +as+k+6= s +3s+2. 


比较 系数 , 求 得 a = 3, k = -4, 闭环 系统 的 极点 为 —1 和 -2. 这 里 我 们 看 到 , 如 果 原 系统 中 
a Z 3, 如 a = 5, 那 上 述 方程 是 矛盾 的 , 即 输出 反馈 不 能 任意 配置 系统 极点 . 


6.3 ”状态 重 构 问 题 与 状态 观测 器 


对 于 状态 完全 能 控 的 线性 时 不 变 系统 , 可 以 通过 线性 状态 反馈 任意 配置 闭环 系统 极点 . 
状态 反馈 不 仅 需要 期 望 闭环 系统 极点 的 信息 ,而 且 更 重要 的 是 要 求 系统 状态 可 测量 .此 外 ， 
系统 镇 定 (System Stabilization) (不 可 控 状 态 本 身 是 稳定 的 )、 系 统 解 耦 、 线 性 二 次 型 最 优 控 


254 第 6 章 线性 系统 的 综合 与 设计 


制 等 问题 也 都 可 由 状态 反馈 实现 . 因此 , 这 要 求 系统 所 有 状态 变量 都 可 测量 到 , 且 可 有 效 地 
用 于 状态 反馈 ， 然 而 , 实际 中 并 非 所 有 状态 变量 都 可 测量 , 也 就 是 说 , 有 的 状态 变量 或 所 有 
状态 变量 都 无 法 得 到 时 , 状态 反馈 就 无 法 实现 , 一 个 迁就 的 办 法 是 对 系统 状态 变量 进行 估计 ， 
用 估计 的 状态 进行 反馈 , 这 是 一 个 新 颖 的 尝试 , 理论 上 证 明 也 是 成 功 的 . 

利用 状态 反馈 配置 系统 极点 , 需要 系统 状态 的 信息 . 然而 , 在 很 多 情况 下 , 可 以 测量 的 变 
量 是 系统 输入 和 输出 , 而 状态 变量 是 不 易 测 得 或 不 可 能 测 得 的 , 那么 能 否 利用 系统 的 输入 和 
输出 量 来 重 构 系 统 的 状态 呢 ? 答案 是 肯定 的 , 这 就 是 本 节 要 讨论 的 状态 重 构 问 题 或 状态 估计 
问题 . 估计 状态 变量 的 动态 方程 或 动态 系统 称 为 状态 观测 器 , 又 称 为 状态 估计 器 、 状态 重 构 
器 . 状态 观测 器 的 目的 是 重 构 系 统 的 状态 . 当 重 构 状 态 变量 的 数目 等 于 系统 状态 向 量 的 维 数 
时 , 这 样 的 观测 器 称 为 全 维 观 测 器 ; 小 于 状态 向 量 的 维 数 时 , 就 称 为 降 维 观测 器 . 

换 名 话说 , 估计 系统 状态 或 者 观测 状态 变量 的 动态 系统 称 为 状态 观测 器 或 状态 估计 
器 (State Estimator)， 如 果 状 态 观 测 器 能 观测 到 系统 的 所 有 状态 变量 ,这 种 状态 观测 器 称 
为 全 维 状态 观测 器 (Full-Dimensional State Observer), 简称 观测 器 . 有 时 不 需要 观测 系统 所 
有 状态 变量 , 而 只 需 观 测 系统 不 可 量 测 的 状态 变量 (观测 部 分 状态 变量 ), 就 是 降 维 观测 器 
(Reduced-Order Observer). 


6.3.1 ” 开 环 状态 观测 器 
考虑 线性 时 不 变 单 输入 单 输出 系统 (SISO 系统 ): 


fa = Az(t) + bu(t), (to) = zo, 
y(t) = cx(t) + du(t), 


(6.3.1) 


其 中 z(t) e R" 为 系统 状态 向 量 , ult) e R 和 y(t) e R 分 别 为 系统 输入 和 输出 , A e R”, 
beR”,ceR!””, deR. 

对 于 稳定 或 不 稳定 的 能 控 系 统 , 都 可 以 通过 状态 反馈 配置 稳定 的 闭环 极点 使 系统 稳定 ， 
这 样 的 系统 称 为 可 稳定 系统 . 因为 状态 反馈 只 能 任意 配置 可 控 状 态 子 系统 的 极点 , 而 不 能 配 
置 不 可 控 子 系统 的 极点 . 因此 , 当 不 可 控 子 系统 本 身 是 稳定 的 , 可 控 子 系统 可 以 是 不 稳定 的 ， 
也 可 以 通过 状态 反馈 使 其 稳定 , 这 样 的 系统 称 为 能 镇 定 系统 . 

参数 估计 (Parameter Estimation) 就 是 利用 系统 输入 输出 ult) 和 y(t) 来 估计 系统 未 知 
参数 或 参数 矩阵 (A, b,c, d), 而 状态 估计 (State Estimation) 是 假设 系统 参数 已 知 时 , 利用 
系统 输入 ult) 和 输出 y(t) 来 估计 未 知 系统 状态 . 

状态 观测 器 (State Observer) 就 是 基于 可 直接 量 测 的 输出 和 输入 (控制 ) 量 来 估计 或 重 
构 状 态 变 量 . 利用 系统 的 输入 ult) 和 输出 y( 用 计算 机 软件 模拟 系统 (6.3.1), 就 得 到 一 个 
开 环 状态 观测 器 ( 开 环 状态 估计 器 ), 如 图 6.3.1 所 示 , 其 表达 式 为 


(6.3.2) 


r. = 42( + bu(t), (to) = ĉo, 
9(t) = c£(t) + du(t), 

其 中 z(t) e R" 为 状态 估计 向 量 , 了 (t) e R 是 估计 的 系统 输出 (观测 器 的 输出 ), $o e R 为 状 
态 估计 器 的 初 值 . 
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图 6.3.1 开 环 状态 观测 器 框图 


当 模 拟 系 统 (6.3.2) 与 原 系统 (6.3.1) 的 状态 向 量 初 值 相同 时 , B ĉo = zo 时 , 那么 恒 有 
两 个 系统 的 状态 向 量 相 等 、 输出 也 相等 , 即 2(t) = z(t) M olt) = y(t), 参照 状态 方程 (4.1.13) 
和 (4.1.14) 的 解 就 容易 明白 . 在 这 种 条 件 下 , 就 可 以 把 2(z) 作为 z(t) 进行 状态 反馈 . 

然而 实际 中 , 要 精确 知道 系统 状态 初 值 是 很 困难 的 , 甚至 根本 做 不 到 , 所 以 模拟 系统 的 状 
态 初 值 只 能 预 估 ( 预 估 就 有 误差 ) 或 任意 给 定 , 导致 估计 器 状态 初 值 与 原 系 统 状 态 初 值 有 差 
异 , 即使 两 个 系统 的 系统 参数 矩阵 (A, b, c, d) 完全 相同 , 也 存在 状态 估计 偏差 £(t) 一 z(t) Z 0. 
况且 , 实际 系统 的 (4,b,c,d) 也 是 难以 精确 知道 的 , 模拟 估计 器 的 参数 也 不 可 能 与 实际 系统 
相同 . 

因此 , 采用 反馈 思想 , 可 以 用 两 个 系统 的 输出 偏差 y(t) - 0(t) 进行 反馈 校正 设计 闭环 观 
测 器 . 下 节 讨 论 闭 环 观测 器 . 

需要 指出 的 是 : 把 式 (6.3.2) 与 式 (6.3.1) 的 对 应 式 分 别 相 减 得 到 

&(t) — (t) = A[#(t) — =(t)]), ĉê(to) — z(to) = ĉo — zo, 
(的 99) 


这 个 系统 的 解 为 
人 — x(t) =eAGt=to)|£(to) — z(to)], 
D(t) — y(t) = eeA(t—to)|£(to) — z(to)]. 
由 此 可 知 , 如 果 系 统 (6.3.2) 稳定 , 即 4 的 特征 值 有 负 实 部 , 那么 随 着 时 间 的 推移 , 估计 器 状 
态 将 逼近 原 系 统 状态 , 估计 器 输出 将 逼近 原 系 统 输出 , 即 


(6.3.4) 


lim [2(0) -2(0)] =0, lim p) =H) = 0. 


相反 , 如 果 系 统 不 稳定 , 状态 估计 偏差 和 输出 估计 偏差 就 越 来 越 大 . 为 什么 ? 
评价 状态 逼近 快慢 的 性 能 指标 可 使 用 误差 平方 积分 准则 函数 
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7=| 0-20a 
0 
=| [ê(0) — æ(0)] e^" e^tfè(0) — æ(0)]dt 
0 


= [8(0) ~ oO | eA"teatarlë(0) — =(0), 
或 使 用 误 关 平方 时 间 积分 准则 画 数 
J= | tllê(t) — z(t)||2dt 
0 


= [ë(0) — z=(0)]" 下 te4a7te4tdt[ 人 (0) — z(0)]. 

准则 函数 只 有 对 稳定 系统 才 有 意义 . 
6.3.2 ”闭环 状态 观测 器 

1. 状态 观测 器 (State Observer) 

设 L e Rn 为 输出 误差 反馈 增益 向 量 , 即 观测 器 增益 向 量 . 引入 输出 误差 elt) = y(t) 一 
9(t) 来 校正 状态 佑 计 ， 便 得 到 闭环 观测 器 (简称 观测 器 ), 如 图 6.3.2 所 示 , 其 表达 式 为 

(t) = Aĉ(t) + bult) + Le(t) 

= AZ(t) + bu(t) + LIy(t) — 9(t)], (to) = ĉo, (6.3.5) 

lE) = cê(t) + du(t). (6.3.6) 

有 的 资料 把 这 个 观测 器 称 为 龙 伯 格 观测 器 (Luenberger Observer). 


u(t) 


图 6.3.2 ”闭环 状态 观测 器 框图 


这 里 考虑 d = 0 的 情形 , 利用 式 (6.3.6) 和 式 (6.3.1) 第 2 sÑ, 从 式 (6.3.5) 可 得 
L(t) = Aé(t) + bu(t) + Llez(t) — cê(t)] 
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=(A — Le)ê(t) + bu(t) + Lex(t) (6.3.7) 
=(A — Le)#(t) + bu(t) + Ly(t), (to) = ĉo. (6.3.8) 
观测 器 把 系统 输出 y(t) 也 作为 输入 . 式 (6.3.7) 两 边 减 去 式 (6.3.1) 第 1 式 两 边 可 得 
(t) — i(t) = (A — Le)ë(t) + bu(t) + Lcez(t) — [Az(t) + bu(t)] 
=(A — Le)[ê(t) — z>(t)], (to) — z(to) = ĉo — zo. (6.3.9) 


其 解 为 
E(t) — x(t) = e1900 (to) — z(to)]. 


由 此 可 知 , 即使 4 不 稳定 , 如 果 系 统 可 观测 , 那么 也 可 以 通过 选择 增益 向 量 L 使 得 (4 — Le) 
的 特征 值 具有 负 实 部 , 估计 的 状态 也 趋 近 于 原 系统 状态 (即使 初 值 不 同 2(to) Z z(to)), 这 就 
是 闭环 观测 器 的 优点 . 

观测 器 (6.3.8) 的 特征 多 项 式 为 


f(s) := det[sT — (A — Le)]. 


至 此 , 我 们 还 不 能 看 出 , 对 于 给 定 的 A 和 c, 以 及 给 定 的 观测 器 极点 , 是 否 可 以 通过 选择 
观测 器 增益 向 量 工 使 f(s) = 0 的 根 为 观测 器 极点 . 下 面 通 过 观测 器 规范 型 加 以 说 明 : 观测 
器 可 以 任意 配置 极点 的 充 要 条 件 是 系统 完全 可 观测 . 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 系统 满足 能 观测 性 
条 件 时 , 其 状态 观测 器 可 以 任意 配置 极点 . 

注 6.3.1 开放 问题 

对 于 给 定 的 A 和 e (以 及 [ë(to) — z(to)]), 如 何 求解 一 个 最 佳 的 增益 向 量 L, 使 得 下 列 
状态 估计 误差 准则 函数 最 小 ， 


J= | Iao-zOPas 
或 

J= P tllê(t) 一 z(t)||?dt. 

0 

2. 观测 器 的 传递 函数 (the Transfer Functions of the Observer) 

状态 观测 器 (6.3.8) 有 两 个 输入 , 一 个 是 系统 输入 u(t), 一 个 是 系统 输出 y(t), 故 状 态 观 
测 器 的 传递 关系 (传递 函数 ) 是 一 个 二 维 行 向 量 . 在 零 初 始 条 件 下 , 对 式 (6.3.8) 进行 Laplace 
变换 可 得 

sX(s) = (A — Le)X(s) + bU (s) + LY (s), Y(s) = eX(s). 
或 

X(s) = [sI — (A — Le)] 1bU(s) + [sI — (A — Le)] !LY(s), 

Y(s) = eX(s). 
解 得 

Y(s) = c[sI — (A — Le)] 1bU(s) + c[sI — (A — Le)] 1LY(s) 
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=: G1(s)U(s) + G2(s)Y (s). 
故 从 系统 输入 ult) 到 观测 器 输出 9(t) 的 传递 函数 为 
Gı(s) := c[sI — (A — Le)] !b 
cadj[sI — (A — Lo)lb. 


PST Oa SLO ` (6.3.10) 
从 系统 输出 y(t) 到 观测 器 输出 o) 的 传递 函数 为 
G>(s) := c[sI — (A — Le)] 1L 
eadj[sI — (A — LoL (6.3.11) 


|sI— (A — Le)| 
从 ult) 到 OE) 的 传递 函数 为 G1(s), 从 y(t) 到 9(t) 的 传递 函数 为 G> (s), 这 两 个 传递 函数 有 
相同 的 极点 , 分 享 相同 的 动态 , 闭环 观测 器 的 传递 矩阵 为 
G(s) := [G1 (s), G2(s)] 
_ [eadjlsT— (A — Le)]b cadj[sI — (A — Le)] L 
=| pI- (A-Ll) ° sI-(A- Lo) 
=. = [eadj[sI — (A — Lo)]b, cadjlsT — (A — Le)]z] € R12, 
f(s):= det[sI — (A — Lo)]. 
3. 观测 器 的 设计 步骤 
(1) 判断 系统 的 能 观测 性 . 对 于 给 定 的 系统 (6.3.1), A. b. e BA, 计算 能 观测 性 矩阵 


cA"™-! 


WR Qo WEK, BI rank|Q,] = n, 说 明 系 统 能 观测 , 那么 观测 器 可 以 任意 配置 极点 . 
(2) 计算 观测 器 的 特征 多 项 式 . 因为 A. b. c 已 知 , 故 观测 器 特征 多 项 式 


f(s) := det[sI — (A — Loe)] 


Æ s 的 n 次 首 一 多 项 式 , 而 且 是 工 := [4,12,13,… ,Dr € R” 的 函数 . 
(3) 确定 期 望 的 观测 器 特征 多 项 式 . 对 于 给 定 的 观测 器 极点 si, i = 1,2,… ,n, 构造 期 望 
的 观测 器 特征 多 项 式 : 
f'(s) = (s — si)(s — s2): (5 一 sn) 
一 5 一 (s1 十 sz 十 …: 十 sn)sn 1 十 … 十 (一 1)"sls2 Sn 


=: s" 十 ao4sn + ahs? + o ah. 


(4) 比较 系数 计算 观测 器 增益 向 量 L. 令 观 测 器 特征 多 项 式 f(s) 等 于 期 望 的 观测 器 特征 
多 项 式 f'(s), BH 


det[sI — (A — Le)| = s” +a} s”! + as"? +--+ ah. 
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比较 两 边 s 同 次 寡 的 系数 , 得 到 关于 L 的 线性 方程 组 , 求解 出 L, 就 得 到 观测 器 的 增益 向 量 
Be [Gi 

(5) 根据 计算 出 的 L, 由 式 (6.3.8) 和 式 (6.3.6) 获得 观测 器 方程 , 根据 式 (6.3.10) 和 式 
(6.3.11) 获得 观测 器 的 传递 函数 . 

例 6.3.1 写 出 下 列 系统 的 状态 空间 模型 ,设计 状态 观测 器 ,期望 极 点 为 s = -3 和 


s= —4, 


1 
52 一 5 一 2 


G(s) = 


解 ”这 个 对 象 的 观测 器 规范 型 为 


(et 人 人， 


u=, Oz 
计算 
a 
其 特征 多 项 式 为 
Isə- (A — Lo)| = asi F 8? + (-1 + l)s + (—2 + b). 
期 望 的 系统 特征 多 项 式 为 


(s + 3)(s + 4) = s2 + 7s + 12. 


令 它 们 相等 得 到 


8? + (—1 + l1)s + (—2 + l2) = 8? +78 + 12. 


比较 系数 , 得 到 —1 + h = 7, —2 + l = 12, 求 得 11 = 8, l2 = 14. 因此 观测 器 的 增益 向 量 为 
s= (u)- (U) 因此 ,观测 器 方 各 为 
(t) = (A — Le)é(t) + bult) + Lu(t) 


=( n 0)a0+ (0 )ud+( A pO 
10) = cèl) = I, 0]ë(D. 
6.3.3 ”观测 器 规范 型 的 观测 器 设计 
设 传递 函数 
bisn-l + bzs"? +... + bn 


G(s) = 
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对 应 的 观测 器 规范 型 实现 为 
一 Q1 1 D 
一 Q2 Ü. + 
£= : 
一 an -1 0 0 
一 Qn 0 0 
y = [1, 0, 0, --- , 0]>, 
或 
fan = Ax=(t) + bu(t), 
y(t) = cz(t), 
其 中 
一 Q1 1 0 
一 Q2 0 1 
A= š SE- 
—an-1 0 0 
—Qn 0 0 


c=|[1,0,0,... ,0] e R1xn_ 
由 式 (6.3.8) 知 观测 器 方程 为 


L(t)=(A— Le)ê(t) + bu(t) + Lu(t), 


设 观测 器 增益 向 量 为 


L = [l,l2,l3,. ln] € R”. 


ec oO oo 


ooo oo 


本 
1 


Ü: OU sss 


故 
一 Ql1 1 0 
一 Q2 D 1 
A-Le=| : :: 
一 an_1 0 0 
—an 0 0 
—a1 1 0 
一 02 0 1 
—an-1 0 0 
一 Qm 0 0 
—(ai + h) 
—(a2 + |) 0 
=| -—(as+ Is) 
一 (an 十 Im) 0 0 -> 


0 bi 
0 b2 
: z+ b3 
1 : 
0 bn 
€ Rs, b= 
9(t) = cé(t). 
0 0 h 
0 0 l 
Üy o | = l 
0 1 š 
0 0 la 
0 0 l 
0 0 l2 
0 人 | 二 b 
0 1 i 
0 0 
0 
0 
š € pRnxn_ 
1 
0 


u, 
bi 
b2 
b | eR, 
bn 
[1,0,0,..: ,0] 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 


° 


因为 4 HEIER, A — Le 也 为 友和 矩阵 , 所 以 我 们 可 以 直接 写 出 观测 器 的 特征 多 项 式 


f(s) = det[sT — (A — Le)] = s” + (aa + h)s* + (az + l2)s"7? +--+ (an + ln). 


(6.3.12) 
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设 期 望 的 观测 器 极点 为 s1, sz, …, sn (可 能 包含 重 极点 ), 对 应 的 期 望 观测 器 特征 多 项 式 为 
f'(s) = (s — s1)(s — s2): : (S — Sn) 
= s” — (si + S2 +-+- s )s l+... + (—1)2sis2--: SA 


=: 3” + a48"! + ahs? j... a. 


令 观 测 器 特征 多 项 式 f(s) 等 于 上 式 期 望 的 观测 器 特征 多 项 式 f(s), 即 


, 


s" + (ai + h)s""l + (a2 + l2)8"7? +... + (an + ln) = 8” + a4 s"! + as"? L... + ah. 


比较 两 边 s 同 次 寡 的 系数 , 可 以 求 得 li = a, — ai, i= 1,2,... ,n, BR 


h aj — a 
l2 a, — Q2 

L=| |= . =d a, (6.3.13) 
fi al, 一 an 

其 中 

ai ar 
a, Q2 

a=|. |eR", a=| . | eR" 
ah Qn 


因为 世 有 唯一 解 , 故 观测 器 规范 型 可 以 任意 配置 极点 , 且 观 测 器 规范 型 的 状态 观测 器 增益 向 
量 特别 容易 计算 . 非 观 测 器 规范 型 的 观测 器 设计 (极点 配置 ) 算法 的 计算 要 复杂 一 点 , 所 以 在 
许可 的 情况 下 , 可 采用 传递 函数 的 观测 器 规范 型 实现 进行 状态 观测 器 设计 . 

状态 观测 器 是 一 个 两 输入 系统 . 状态 观测 器 (6.3.12) 有 两 个 输入 , 一 个 是 系统 输入 ult), 
一 个 是 系统 输出 y(t)， 故 状态 观测 器 的 传递 关系 是 一 个 二 维 行 向 量 . 对 式 (6.3.12) 进行 
Laplace 变换 可 得 


sX(s) = (A — Le)X(s) + bU (s) + LY (s), Y(s)= eX(s). 


或 
X(s) = [sI — (A — Le)]| 1bU(s) + [sI — (A — Le)] !LY(s), 
(s) =ceX(s). 
解 得 
Y(s) = {clsT— (A — Le)] 1b)U(s) + c[sI — (A — Le)] 1LY(s) 
=: G1(s)U(s) + G2(8)Y (s), 
故 从 输入 ult) 到 观测 器 输出 了 (t) 的 传递 函数 为 
G. (s) := e[sI — (A — Le)] !b 
bis?! + bzs"? +... + b, 
sn + (ai + h)sn-l + (az + )sn-2 +... + (an + 1,) ` 
从 输出 y(t) 到 9(t) 的 传递 函数 为 
G2(s):=clsI— (A — Le)] L 


(6.3.14) 
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las”! + los"? +... + la 
sn + (a1 + h)sn-l + (az + )sn-2 + --- + (an + 1.) - (6.3.18) 

从 这 个 观测 器 规范 型 模型 的 状态 观测 器 设计 (观测 器 极点 配置 ) 例子 , 我 们 可 以 得 到 结 
论 . 

(1) 一 个 系统 状态 观测 器 可 以 任意 配置 极点 的 充 要 条 件 是 系统 状态 (完全 ) 能 观测 , 因为 
任何 能 观测 系统 都 可 以 通过 非 奇 异 线 性 变换 化 为 观测 器 规范 型 . 

(2) 从 式 (6.3.14) TAN, 观测 器 不 改变 系统 零点 (d = 0 时 ), 因为 从 输入 u(t) 到 观测 器 输 
H 9(t) 的 传递 函数 分 子 多 项 式 (零点 ) 等 于 系统 开 环 传递 函数 的 分 子 多 项 式 (零点 ). WRR 
统 可 观测 , 那么 观测 器 极点 可 以 通过 选择 观测 器 增益 向 量 L 任意 配置 . 

(3) 从 式 (6.3.15) TTAN, 从 输出 y(t) 到 观测 器 输出 A) 的 传递 函数 分 子 多 项 式 系数 是 观 
测 器 增益 向 量 L 的 元 , 且 从 输入 ult) 到 观测 器 输出 $9(t) 的 传递 函数 与 从 输出 y(t) 到 观测 器 
输出 $(t) 传递 函数 有 相同 的 分 母 多 项 式 , 即 二 者 分 享 相同 的 动态 特性 . 

(4) 状态 观测 器 不 改变 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 , 因为 观测 器 不 改变 系统 的 传递 函数 , 即 
输入 ult) 到 系统 输出 y(t) 的 传递 函数 G(s) 是 不 变 的 , 参见 图 6.3.2. 

(5) 如 果 被 控 系 统 是 能 观测 的 , 则 总 可 以 找到 一 个 观测 器 增益 向 量 L e R” [对 输出 为 向 
量 y(t) € Rm 的 多 输出 系统 , 为 增益 矩阵 L c R], 使 得 闭环 观测 器 的 极点 配置 到 任意 给 
定 的 期 望 位 置 . 

(6) 对 单 输出 系统 , 情况 要 简单 得 多 , 并 且 观 测 器 增益 向 量 是 唯一 的 ， 当 输出 为 向 量 时 ， 
即 对 于 多 输出 系统 , 满足 同一 极点 位 置 要 求 的 观测 器 极点 配置 方法 很 多 , 观测 器 增益 矩阵 也 
不 唯一 . 对 于 多 输出 系统 , 满足 同一 给 定 的 观测 器 极点 , 观测 器 可 以 选择 的 自由 参数 也 多 于 n 
个 , 也 就 是 说 , 除了 适当 地 配置 n 个 闭环 观测 器 极点 外 , 还 可 以 通过 选择 其 他 自由 参数 来 改 
善 闭环 观测 器 的 性 能 (如 跟踪 的 快慢 ), 可 是 还 没有 具体 理论 指导 如 何 选择 这 些 自由 参数 来 改 
善 观 测 器 的 性 能 , 这 也 是 一 个 开放 问题 (Open Problem). 

例 6.3.2 ” 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 

ce) =—— 
写 出 系统 的 状态 空间 模型 , 设计 状态 观测 器 , 将 观测 器 极点 配置 厂 

解 ” 这 个 对 象 的 观测 器 规范 型 为 

t= Ax +bu, y= czv, 

一 Q1 + x 0 

0) sapa 

对 于 这 个 系统 , 有 
al —1 

EmA: 
期 望 的 系统 特征 多 项 式 为 

s2+ais+as = (s +3)(s +4) = s+7s+12, 
所 以 


HT 


s= —3 Ñ s = 一 4. 
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根据 式 (6.3.13), 观测 器 的 增益 向 量 为 


r= (i)e) C) G) 
因此 ， 观测 器 方程 为 
(t) = (A — Le)ë(t) + bu(t) + Lu(t) 


=(  ú)#0+( 1 ) 0+( ñ JO 
H(t) = 02(t) = [1, 0]ë(9. 
例 6.3.3 。 设 被 控 对 象 为 三 阶 系统 , 其 传递 函数 为 


G(s) = b18? + b28 + bs > s2 十 s 十 1 


8s3 十 al1s2 十 a2s 十 a3 S83 十 S2 十 s 十 1” 
写 出 系统 的 状态 空间 模型 , 设计 状态 观测 器 , 使 观测 器 的 特征 多 项 式 为 
s? +als2 + abs +a} = s? + 282 + 3s + 4. 


解 ”该 系统 对 应 的 观测 器 规范 型 为 


—a 1 0 bi 

lt) = [ —a2 0 1 Jo + ( b2 Jro 

—a3 0 0 bs 
y(t) =, 0, 0]z(t). 

对 于 这 个 系统 , 有 


-0-0-0-0 -9-0 


根据 式 (6.3.13) 计算 观测 器 增益 向 量 : 


h 1 
L=|bb ]|=wq'—a= 21]. 
l3 3 


因此 , 观测 器 方程 为 
(t) = (A — Le)ê(t) + bu(t) + Ly(t) 


—2 1 O 1 1 
-(3 0 i Jews (1) 9+ (2 Jro 
-4 0 0 1 3 
$9(t) = c£(t) = [1, 0, 0]£(t). 
6.3.4 ”能 观测 性 规范 型 观测 器 设计 方法 
上 面 讨论 了 观测 器 规范 型 的 状态 观测 器 设计 方法 , 以 及 观测 器 增益 向 量 的 计算 方法 . 能 
观测 性 规范 型 也 是 一 种 重要 可 观测 规范 型 , 这 里 讨论 能 观测 性 规范 型 的 状态 观测 器 设计 方 
法 .基本 思想 : 通过 二 阶 和 三 阶 系统 能 观测 性 规范 型 的 状态 观测 器 设计 例子 ， 延 伸 到 高 阶 
系统 . 
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1. 二 阶 系统 


例 6.3.4 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 
G(s) = bis+b2 
(= 82 + as + a2' 


设计 状态 观测 器 , 使 观测 器 特征 多 项 式 为 2 + as + ah. 
解 “ 参 考 3.5.4 节 的 能 观测 性 规范 型 , 写 出 系统 的 能 观测 性 规范 型 实现 ， 
+= ( a ` )e0+( 2 Jro, 


一 02 —an 


y(t) =, 0Je(0), 


a-(2)-(2 1) (à 

令 观测 器 增益 向 量 为 工 一 & ): 由 于 

A-Le=( Co = )-( Ñ 
( 


= ( 和， 1 ) a 
—a2 —al 
状态 观测 器 的 特征 多 项 式 为 
det[sI — (A — Le)] = 


s+h 一 1 
a2 十 /2 5 十 al 
=(s+lh)(s + ai) + a2 + l 


=s2 + (ai + h)8s + a2 + aih + b. 


令 这 个 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 观测 器 特征 多 项 式 , BI 
s? + (aa +l1)s +a + arl + l = 8° + als + a>. 


比较 两 边 s 同 次 震 的 系数 得 到 方程 


a +h=a,, 
az + ailı + l2 = a>. 


或 

lı =a- a, 

aılı + l2 = a, — a2. 
于 是 可 求 得 

(es 
L= = " y 
l2 al 1 a2 一 a2 

因此 , 观测 器 方程 为 


å(t) = (A — Le)é(t) + Bu(t) + Lu(t) 
e TE aga lk 35 [ba 
+ ( z i T ( S. Fa ' Jv, (6.3.16) 


Y(t) = cê(t) = [1, 0]£(t). (6.3.17) 
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2. 三 阶 系统 
例 6.3.5 ” 设 被 控 对 象 为 三 阶 系 统 , 其 传递 函数 为 
b18? + b2s+ bs 
53 十 Q182 十 Q28 十 a3” 
设计 状态 观测 器 , 使 观测 器 的 特征 多 项 式 为 s3 + a4s2 + abs + a}. 
解 ” 参 考 例 3.5.5, 可 知 G(s) 对 应 的 能 观测 性 规范 型 为 


P = Az(t) + Bu(t), 
下 
a í O b |, c=, 0, 0]. 
a2 al 1 bs 


G(s) = 


y(t) = cx(t). 
这 里 


II 
SSES. 
dloo 
Š 
| 
aonr 
Š 
| 
eno 


1 0 
A-Lc= 0 0 1 = 
0 
1 


-=l 1 
= 一 /2 0 
= ls a q 
状态 观测 器 的 特征 多 项 式 为 
s+h 一 1 0 
det[sT — (A — Le)] = 12 s 一 1 
a3+l3 a2 s+a 
s 一 1 l2 一 1 
=(s+h) az s+al a3 +l3 s+al 


= (s + l1)(s? + ais + a2) + l2(s + a1) + as + ls 
= sŠ + (ai +l1)s? + (a2 + ailı + l2)s + as + aə2li 十 allz + ls. 


令 这 个 特征 多 项 式 等 于 期 望 的 特征 多 项 式 , 即 
s? + (al + l)82 + (a2 + ali + l2)s + as + azlı + ailə + l3 一 53 十 a4s2 十 a2s 十 ag. 
比较 两 边 s 同 次 宕 的 系数 得 到 方程 
al 十 11 =a, 
az +ailı + l2 = a, 


as + aə2li 十 all2 + l3 = as. 


把 ai 移 到 等 号 右边 可 得 


n 
l =aj— ai, 
Qili + l2 = az — a2, 


azlı 十 all2 + l3 = a3 — as. 
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写成 矩阵 形式 为 
1 0 0 h aj 一 al 
al 1 0 12 a, 一 a2 . 
a al 1 ls as — as 
所 以 观测 器 增益 向 量 为 
Ë 人 
L=|b]|]=| a 1 0 ab — a2 
ls az al 1 as — a3 
观测 器 方程 为 


@(t) = (A — Lc)z(t) + Bu(t) + Ly(t) 


-h 1 0 1 0 0Y /nm 
= [ 一 /2 0 1 J x(t) + [ a 1 0 J [ b2 J u(t) 
—a3 — l3 一 a2 —al a2 al 1 bs 
LDN” aj 一 al 
十 [ a 1 0 J [ a, — a2 J y(t), (6.3.18) 
a2 al 1 a3—as 


9(t) = [1, 0, OJ£(t). (6.3.19) 
3. n 阶 系统 
设 系统 的 传递 函数 为 


bisn-1 + b28”? +... + bn 


G@UëJ=,-———— RE RR 
(s) s” + as”! + as? 十 … 十 an 


设计 状态 观测 器 , 使 观测 器 的 特征 多 项 式 为 s” + ajs?! + ahs? + -o al. 
参考 3.5.4 节 的 能 观测 性 规范 型 , 该 系统 的 能 观测 性 规范 型 实现 为 


0 1 0 0 
0 0 1 0 
i(t) = : ; : : | (0 
0 0 0 1 
一 an —qa-1 一 an-2 ° 一 al 
1 EA ibi 
ai 1 b2 
+ az a 1 b3 u(t), 
Ga-1 :ao al 1 hs 
N=], 0, 0 


观察 式 (6.3.16)、 式 (6.3.17) 的 二 阶 系统 能 观测 性 规范 型 和 式 (6.3.18)、 式 (6.3.19) 的 三 阶 系 
统 能 观测 性 规范 型 的 观测 器 方程 , 可 推断 出 一 般 n 阶 系统 能 观测 性 规范 型 的 观测 器 方程 为 
Z(t)=(A— Le)z(t) + Bu(t) + Ly(t) 
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=l 1 0 0 
—l2 0 1 : 
= ; 0 |2() 
—ln-1 0 0 1 
一 om 一 jn-l1 —Ga-i … 一 02 一 01 
1 ar h 
a1 1. b> 
$ a2 a 1 bs u(t) 
an-ı :az al 1 j 
-1 
1 aj 一 al 
al l a, 一 az 
+| a a 1 0 一 03 | y(t), (6.3.20) 
an-1 ° a al 1 al, 一 an 
9(t) =[1, 0, 0, -+ , 0]£(t), (6.3.21) 
其 中 
h 1 gi ao 一 al 
l2 a 1 ah — a2 
Es | 4 |== a2 al 1 a3 — as 
I an-ı .az al 1 a, 一 Ga 


6.3.5 ”一般 可 观测 状态 空间 模型 观测 器 设计 方法 

因为 观测 器 规范 型 的 状态 观测 器 的 设计 方法 (极点 配置 方法 ) 特别 简单 , 所 以 这 里 先 把 
状态 空间 模型 变换 为 观测 器 规范 型 , 设计 出 观测 器 规范 型 的 状态 观测 器 , 求 出 观测 器 增益 向 
E Lo 然后 通过 反 变 换 求 得 原 系统 状态 观测 器 的 增益 向 量 L. 

考虑 单 输入 单 输出 系统 : 

TY = Az(t) + bu(t), “(to) = mo, 

y(t) = cæ(t), 

其 中 z(t) € R" 为 系统 状态 向 量 , u(t) < R 和 y(t) € R 分 别 为 系统 输入 和 输出 , A < R”, 
be R",ceRix". 


设计 状态 观测 器 , 计算 观测 器 的 增益 向 量 , 使 得 观测 器 的 特征 多 项 式 为 


f(s) = detlsI — (A — Le)] = s” + a413”! + ahs”? + 


(6.3.22) 


1 1 
i a,- ig tün 


具体 作法 : 把 系统 (6.3.22) 变换 为 观测 器 规范 型 , 求 出 观测 器 规范 型 的 状态 观测 器 的 
增益 向 量 工 然后 通过 反 变 换 求 得 原 系统 状态 观测 器 的 增益 向 量 L. 

对 式 (6.3.22) 进行 线性 变换 (Linear Transformation) z(t) = Toxo(t), To 为 非 奇异 矩阵 
(Non-Singular Matrix). 参考 3.5.3 节 的 化 状态 空间 模型 为 观测 器 规范 型 方法 , 如 果 变 换 矩 阵 
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选择 为 
c = 0 
cA 0 
T= [A A eR p= .| ER”, 
cA”! 3 


那么 就 得 到 下 列 观 测 器 规范 型 (Observer Canonical Form), 


ee sasi 
其 中 
一 Q1 1 0 0 0 
一 Q2 0 1 0 0 
A,=T-1AT, = ; eog o : |emRe b= Tribe R", 
-an-i1 0 0 0 1 
一 an 0 0 0 0 


co=ceT,=[,0,0,... ,0] e R!*”, 
ai 是 系统 (6.3.22) 的 特征 多 项 式 的 系数 ， 


p(s) = det[sT — A] =: s” 十 als" -1 十 azs" 2 十 … 十 an-18s 十 an. 


系统 (6.3.23) 是 观测 器 规范 型 , 参考 6.3.3 节 观测 器 规范 型 的 观测 器 增益 向 量 计算 公 式 (6.3.13), 


lh ad 一 al 
l2 ah — a2 

hako lal” > (6.3.24) 
k al, 一 an 


系统 (6.3.23) 的 观测 器 为 
) = (A, — Loco)ĉo(t) + boult) + Loy(t), 
) = Coolt). 


由 于 z(t) = Toæo(t), 所 以 令 (t) := Toĉolt), L := ToLo, 利用 上 两 式 , 我 们 可 得 原 系统 
(6.3.22) 的 状态 观测 器 方程 为 
ê(t) = T,(A, — Loco) Ty E(t) + Toboult) + T, Lçu(t) 
= (To AoT; * — ToLocoTs ')£(t) + bu(t) + ToLoy(t) 
=(A— T,L;c)ë(t) + bu(t) + ToLoy(t) 
=(A — Lc)ê(t) + bu(t) + Ly(t), (6.3.25) 
Dt) = cT; 1 (t) 
= c£(t). (6.3.26) 


(t 
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于 是 状态 观测 器 的 增益 向 量 为 
aj 一 al 
a, — a2 
L=T,L, = [A 1,A" ?2,:..,1 A ER”, 
al, 一 an 
c v o) 
cA 0 
p= > ER”. 
cA"! 1 


对 于 读者 , 掌握 基本 的 观测 器 设计 方法 和 步骤 是 必要 的 . 而 这 些 基 于 规范 型 的 观测 器 设 
计 方 法 的 公式 难以 记忆 , 是 为 工程 应 用 编制 程序 准备 的 . 前 述 的 基于 规范 型 的 状态 反馈 设计 
也 是 如 此 . 
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如 果 系 统 状态 可 以 测量 , 就 可 采用 状态 反馈 配置 系统 极点 . 一 个 自然 的 问题 是 , 如 果 系 
统 状态 不 可 测 , 而 采用 观测 器 的 状态 进行 反馈 , 那么 是 否 可 以 得 到 期 望 的 系统 性 能 . 答案 是 
肯定 的 , 观测 器 和 状态 反馈 可 以 独立 进行 设计 和 极点 配置 , 这 就 是 分 离 性 原理 . 
6.4.1 ”基于 观测 器 状态 反馈 的 复合 系统 


因为 分 离 性 原理 对 多 变量 系统 (多 输入 多 输出 系统 ) 也 成 立 , 所 以 这 里 考虑 线性 时 不 变 
MIMO 系统 : 


{和 = Az(t) + Bult), z(to) = zo, 


y(t) = Cz(t) + Du(t), (6.4.1) 


其 中 z(t) e R" 为 系统 状态 向 量 , u(t) 8 R 和 y(t) e R” 分 别 为 系统 输入 和 输出 向 量 ， 
A e Rnxn, B € Rnxr, C e Rmxn, D e 及 mx7. 
系统 (6.4.1) 的 观测 器 方程 为 
L(t) = Aĉ(t) + Bu(t) + Lly(t) — 9(8)] 
= Aĉ(t) + Bu(t) + LIC=(t) — Cê(t)] 
=(A — LC)#(t) + Bu(t) + LCz(t), (to) = ĉo, (6.4.2) 
Yt) = Cê(t) + Dult). (6.4.3) 
如 果 系统 状态 变量 可 以 获得 , 就 可 采用 状态 反馈 ult) = r(t) — Ket) 配置 极点 , 得 到 闭环 
系统 : 


z(t) = (A — BK)z(t) + Br(t), y(t) = Cz(t)+ Du(t). (6.4.4) 


故 从 输入 r(t) 到 输出 y(t) 的 传递 矩阵 为 


G(s) = C[sI — (A — BK)] !B + D. 
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相反 , 这 里 考虑 系统 状态 不 可 测 情形 , 采用 观测 器 的 状态 进行 反馈 , 即 w(t) = 7(t) 一 
Kê(t), 则 得 到 状态 反馈 子 系统 : 
t(t) = Az(t) + BIr(t) — K(t)] 
= Az(t) — BK%(t) + Br(t) (6.4.5) 
=(A — BK)z(t) — BK[(t) — =(t)] + Br(t), (6.4.6) 
y(t) = Cz(t) + Dult). 


(6.4.7) 
将 u(t) = r(t) 一 Kz(t) RAR (6.4.2) 得 到 
(t) = (A — LC)#(t) + BIr(t) — Ké(t)] + LCe(t) 
=(A — BK - LC)ê(t) + Br(t) + LC=(t). (6.4.8) 
式 (6.4.5), IÑ (6.4.8); IÑ (6.4.7) 和 式 (6.4.3) 构成 了 复合 动态 系统 : 
=) a HR z(t) B 
(šu) F ( LC A-BK-LC ) ( £(t) ) + ( B Jo, (6.4.9) 
y(t) C 0 x(t) D 
(e) -( oc ) ( (t) )+( D Juo. (6.4.10) 
递 矩阵 为 


C 0 I-A BK T/B D 
Gals) = ( 0 c ) ( re sI — (A — BK- LO) ) ( B )+( Bp) 
这 个 传递 矩阵 涉及 分 块 矩 阵 的 逆 问 题 , 计算 比较 复杂 .下面 通 过 非 奇 异 线性 变换 , 设置 不 同 
的 状态 变量 , 来 求 闭环 传递 函数 G(s), 因为 线性 变换 不 改变 系统 的 传递 矩阵 . 这 个 简单 的 线 
性 变换 为 
zt _ /( L, 0 x(t) 
(Go) (E r ) Cote) 


应 用 到 式 (6.4.9), IÈ (6.4.10) 得 到 


人 


CRAMO 
= 


Y 
A 


-( O Aro ) ( (0) To) ) 四 ( A Jro, (6.4.11) 
vO) /Co In 0 I zz 的 ye 
c o | u i: i) °) WA , i (6.4.12) 
因此 , 复合 系统 (6.4.11) EEI pi 
p(s) = det ( sI- Ca BK) s. a w ) 
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= det[sI — (A — BK)]det|sI — (A — LC). (6.4.13) 
上 式 右边 乘积 的 第 1 项 是 状态 反馈 子 系统 的 特征 多 项 式 , 与 直接 进行 真实 状态 反馈 闭环 系统 
(6.4.4) 的 特征 多 项 式 相等 , 第 2 项 为 全 维 观测 器 特征 多 项 式 . 这 说 明 复合 系统 的 特征 值 是 由 
状态 反馈 子 系统 和 全 维 观测 器 的 特征 值 组 合 而 成 , 且 两 部 分 特征 值 相 互 独立 , 所 以 状态 反馈 
阵 K e Rrxn 和 观测 器 输出 反馈 阵 L e 有 "xm 可 独立 进行 设计 . 这 就 是 下 面 的 分 离 性 原理 . 


6.4.2 ”基于 观测 器 状态 反馈 的 分 离 性 原理 


若 被 控 系 统 既 能 控 又 能 观测 , BI (A, B) 能 控 , (C, A) 能 观测 , 用 闭环 状态 观测 器 的 状态 
代替 系统 真实 状态 进行 状态 反馈 时 , 构成 的 观测 器 一 控制 器 复合 系统 的 极点 配置 和 观测 器 设 
计 (观测 器 极点 配置 ) 可 分 别 独立 进行 , 即 状态 反馈 阵 K e R” 和 输出 反馈 阵 L < Rm 
可 根据 极点 位 置 要 求 由 det[sT 一 (4 一 BK)] 和 det[sT — (A — LO)] 分 别 进行 计算 . 

分 离 性 原理 说 明基 于 观测 器 的 状态 反馈 的 复合 系统 可 以 独立 配置 状态 反馈 子 系统 极点 
和 观测 器 极点 . 

复合 系统 (6.4.11)~(6.4.12) 的 传递 矩阵 为 


ov) = ( Š 人 E i A A 


应 用 分 块 三 角 阵 求 逆 公式 (读者 应 证 明 这 个 公式 ) 


An Ar = Al -An AA 
0 AZ 


(© p [sI —- (A —- BE) 1 -[sI-— (A - BK)-1BK|[sI-(A- LC)! 
so-(c e )( Fa 2 


0 [sI — (A — LO)-! 
< (6) + (3) 


oa) “Js) 


ClsI- (A— BK)-!B+D 
={ eh (A — BK)- L h: 


Y(s)\ _ /C[sI — (A— BK)-!B+D 
E j aa (A= ne no) R(s). 


上 式 第 1 行 是 从 输入 r(t) 到 输出 y(t) 的 传递 矩阵 


G(s) = C[sI — (A — BK)-'B+D, 


它 等 于 直接 采用 真实 状态 反馈 闭环 系统 (6.4.4) HAERERE: 第 2 行 是 从 输入 r (t) 到 观测 器 
输出 9(t) 的 传递 和 矩阵 , 也 等 于 直接 采用 真实 状态 反馈 闭环 系统 (6.4.4) 的 传递 矩阵 . 
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注 6.4.1 Ñ (6.4.11)、 式 (6.4.12) 的 推导 比较 复杂 , 下 面 给 出 一 个 简单 方法 . 将 式 (6.4.8) 
RER (6.4.5) 可 得 
S(t) — i(t) = (A — BK — LO)é(t) + Br(t) + LC=(t) — [Az(t) — BK%(t) + Br(t)] 


=(A - LC)[#£(t) — z(t)]. (6.4.14) 
Go) (€ e)(20 )+( 5) 
-( 4 ë ) ( w aen ) F ( A Juo. (6.4.15) 


因此 联 立 式 (6.4.6)、 式 (6.4.14), IÈ (6.4.15) 也 可 得 到 复合 系统 . 
此 外 , 由 式 (6.4.14) 可 知 , 状态 估计 误差 [&(t) — z(t)] 与 系统 输入 无 关 , 是 不 可 控 的 , 其 
解 不 受 系统 输入 大 小 的 影响 . 


6.4.3 ”基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 器 设计 步骤 


因为 多 变量 系统 极点 配置 方法 的 状态 反馈 增益 矩阵 K e 了"x” 和 观测 器 增益 矩阵 L < 
Rom 不 唯一 , 有 很 多 不 同方 法 选择 增益 矩阵 进行 极点 配置 , 无 法 一 一 讨论 , 这 里 只 给 出 线性 
时 不 变 单 输入 单 输出 系统 的 设计 方法 和 步骤 . 
考虑 线性 时 不 变 单 输入 单 输出 系统 (SISO 系统 ): 
e = Az(t) + bu(t), æ(to) = mo, 
y(t) = cæ(t), 
其 中 z(t) e R" 为 系统 状态 向 量 , ult) e R 和 y(t) € R 分 别 为 系统 输入 和 输出 , A E R”, 
be R",ceRix". 
假设 系统 (6.4.16) 可 控 可 观测 , 基于 闭环 观测 器 的 状态 反馈 系统 如 图 6.4.1 所 示 , 其 观测 
器 方程 为 
(t) = A&(t) + bu(t) + Lly(t) — 9(t)] 
= Aĉ(t) + bu(t) + Lly(t) — c£(t)] 
=(A — Lce)ë(t) + bu(t) + Ly(t), (to) = ĉo, (6.4.17) 
9(t) = cê(t), (6.4.18) 
其 中 Z(t) e R" 为 状态 估计 向 量 , $(t) e R 是 估计 的 系统 输出 (观测 器 的 输出 ), L < R" 为 观 
测 器 增益 向 量 , $o e R" 为 观测 器 (状态 估计 器 ) 的 初 值 . 
对 于 系统 状态 不 可 测 情形 , 采用 观测 器 的 状态 进行 反馈 , BI ult) = r(t) 一 kê(t), 则 得 到 
状态 反馈 子 系统 : 
Z(t)= Ax(t) + b|[r(t) — k£(t)] 


(6.4.16) 


= Azx(t) — bk£(t) + br(t) (6.4.19) 
=(A — bk)æ(t) — bk|£(t) — z(t)] + br(t), (6.4.20) 
y(t) = cz(t). (6.4.21) 


将 u(t) = r(t) — k#(t) RAR (6.4.17) 得 到 
L(t)=(A— Le)é(t) + b|r(t) — kê(t)] + Lex(t) 
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=(A — bk — Le)z(t) + br(t) + Lem(t). (6.4.22) 
式 (6.4.19)、 式 (6.4.21)、 式 (6.4.22) FIR (6.4.18) 构成 了 复合 动态 系统 , 因为 线性 变换 不 改 
变 系统 的 传递 函数 , 引入 一 个 新 的 误差 状态 向 量 Z(t) := #(t) — m(t), 将 式 (6.4.22) RER 
(6.4.19) 可 得 
ž(t) = £(t) — ż(t) 
=(A — bk — Le)ê(t) + br(t) + Lez(t) — [Ax(t) — bkê(t) + br(t)] 


=(A - Le)[ë(t) — x(t)]. (6.4.23) 
Bd 
人 
= ( ag ) ( a ) i W220 


因此 联 立 式 (6.4.20), IÈ (6.4.23)— IÑ (6.4.24) 也 可 得 到 类 似 于 式 (6.4.9)~ 式 (6.4.10) 的 复合 
系统 . 


u(t) 


图 6.4.1 基于 状态 观测 器 的 状态 反馈 系统 框图 [误差 elt) = y(t) — 0) 


此 外 , 由 式 (6.4.14) 可 知 , 状态 估计 误差 âl) — z(t)] 与 系统 输入 无 关 , 是 不 可 控 的 , 其 
解 不 受 系统 输入 大 小 的 影响 . 

基于 观测 器 的 状态 反馈 极点 配置 设计 步骤 

(1) 判断 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 . 对 于 给 定 的 系统 (6.4.16), A, b, c 已 知 , 计算 能 控 性 
矩阵 Q. := [b, Ab, A?b, ---, An-1b] e R"*", WR Q. 的 秩 为 m, 即 rank[Q。] = n, 说 明 系 统 
能 控 . 
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计算 能 观测 性 矩阵 
c 
cA 

Q. = | °A | eR, 
carm 


如 果 Qo 的 秩 为 n, 即 rank[Q,] = n, 说 明 系统 能 观测 , 那么 观测 器 可 以 任意 配置 极点 . 
系统 既 能 控 , 又 能 观测 , 说 明基 于 观测 器 状态 反馈 的 闭环 系统 可 以 任意 配置 极点 . 
(2) 确定 闭环 系统 的 特征 多 项 式 . 因为 A b, c 已 知 的 , 故 闭环 系统 特征 多 项 式 


p(s) := det[sT — (A — bk)| 


是 s H n 次 首 一 多 项 式 , 而 且 是 k := [ki,k2,… ,kn] € R1x"n 的 函数 . 
(3) 确定 观测 器 的 特征 多 项 式 . AA A, b, c 已 知 的 , 故 观测 器 特征 多 项 式 


f(s) := det[sT — (A — Le)] 


Æ s 的 n 次 首 一 多 项 式 , 而 且 是 L := [ia,12,13，…… ln] € R" 的 函数 . 
(4) 构造 闭环 系统 的 特征 多 项 式 . 对 于 给 定 的 闭环 系统 极点 si i = 1,2,.… ,n, 构造 期 望 
的 闭环 系统 特征 多 项 式 : 
p'(s) = (3 一 s1)(s 一 s2) `: (s — Sn) 
= 8” — (s1 + 82 +-+ + Sn)s”T} +- + (—1)” s182- Sn 


1s” +a s! + as? Ha 


(5) 构造 期 望 的 观测 器 特征 多 项 式 . 对 于 给 定 的 观测 器 极点 Ai i = 1,2,.… ,n, 构造 期 户 
的 观测 器 特征 多 项 式 : 
f°(s) = (s— Ai)(s — 22): (s — àn) 
= 一 8 一 (Al 十 Xa 十 :… 十 Xn)sn + + (—1)Ai Ñ: An 


=: s” + ats"? + ags? +... +a. 


(6) 比较 系数 计算 状态 反馈 增益 向 量 k. 令 闭环 系统 特征 多 项 式 p(s) 等 于 期 望 的 闭环 系 
统 特征 多 项 式 p'(s), 即 


det[sI — (A — bk)] = s” + ajs”! + as"? +... +a. 


比较 两 边 s ARERR, 得 到 关于 ki 的 线性 方程 组 , 求解 出 ki, 就 得 到 状态 反馈 增益 向 量 


k = [ki, k2; +: , ka]. 


(7) 比较 系数 计算 观测 器 增益 向 量 L. 令 观测 器 特征 多 项 式 f(s) 等 于 期 望 的 观测 器 特征 
多 项 式 f(s), 即 


det[sI — (A — Le)]=s"+als" l + azs"? +... +a. 
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比较 两 边 s AKERRAK, 得 到 关于 1, 的 线性 方程 组 , 求解 出 1,, 就 得 到 观测 器 的 增益 向 量 
L= [halz = ln] 
(8) 计算 闭环 系统 状态 空间 方程 . 闭环 系统 状态 空间 方程 为 
2 人 (=(4 一 bp)z(t + br(t), 
y(t) = ew(t): 
(9) 获得 状态 反馈 闭环 系统 方程 和 观测 器 方程 . 根据 计算 出 的 k 和 L, 由 式 (6.4.20) 和 
(6.4.21) 获得 状态 反馈 闭环 系统 方程 : 


(t) = (A — bk)æ(t) — bk[£(t) — z(t)] + br(t), (6.4.25) 

y(t) = cæ(t); (6.4.26) 
由 式 (6.4.17) 和 式 (6.4.18) 获得 观测 器 方程 : 

(t) = (A — Le)#(t) + bu(t) + Ly(t), (to) = ĉo, (6.4.27) 

9(t) = c£(t). (6.4.28) 
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在 许多 现代 控制 理论 课本 中 , 都 讨论 了 可 观测 状态 空间 系统 的 观测 器 设计 问题 , 都 是 假 
设 观 测 器 增益 是 时 不 变 向 量 或 时 不 变 和 矩阵 , 通过 人 为 给 定 的 观测 器 极点 来 设计 增益 向 量 L. 
这 里 基于 卡尔 曼 滤波 思想 , 研究 时 变 增益 状态 观测 器 的 设计 问题 , 即 状态 观测 器 的 反馈 增益 
是 一 个 时 变 向 量 (ERE) L(t). 例子 证 实 了 提出 的 时 变 增 益 观 测 器 具有 更 小 的 状态 估计 误差 . 
本 节 内 容 主要 选 自 《 科 学 技术 与 工程 》2008 年 第 15 期 上 的 论文 “基于 卡尔 曼 滤波 思想 的 时 
变 增 益 最 优 观 测 器 设计 ”B71. 
6.5.1 系统 描述 与 状态 观测 器 


考虑 下 列 可 控 可 观测 状态 空间 模型 描述 的 SISO 离散 时 间 系 统 : 
x(t + 1)= Azx(t) + bu(t), £2(0) = zo, (6.5.1) 
y(t) = em(t) + du(t), (6.5.2) 
其 中 z(t) e R" 为 系统 状态 向 量 , ult) e RR 和 y(t) e R 分别 为 系统 输入 和 输出 , A e R”, 
be Rn ceRlxn deR. 
设 L 8 R" 为 输出 误差 反馈 增益 向 量 , 即 观测 器 增益 向 量 . 众所周知 , 闭环 观测 器 方程 


如 下 ， 
£(t + 1) = Aê(t) + bu(t) + Lly(t) — ó(t)), (6.5.3) 
H(t) = cê(t) + du(t). (6.5.4) 
利用 式 (6.5.4) 和 式 (6.5.2), 从 式 (6.5.3) 可 得 
£(t + 1) = A$(t) + bu(t) + Llcz(t) — cê(t)] (6.5.5) 
=(A — Le)ë(t) + bu(t) + Lcm(t). (6.5.6) 


式 (6.5.5) 两 边 减 去 式 (6.5.1) 两 边 可 得 
$(t + 1) — x(t + 1) = (A — Le)é(t) + bu(t) + Lex(t) — [Az(t) + bu(t)] 
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=(A — Le)[£(t) — x(t)]. (6.5.7) 
其 解 为 


£(t) — z(t) = (A — Lo)t[£(0) — z(0)]. (6.5.8) 


因此 , 对 于 给 定 的 A 和 c 以 及 观测 器 极点 , 或 (由 观测 器 极点 构造 ) 观测 器 特征 多 项 式 p(z)， 
令 


p(z) = |zI — (A — Le)|, 


可 以 计算 出 观测 器 增益 向 量 L. 进一步 , 如 果 状 态 初 值 =(0) 和 2(0) 已 知 , 那么 , 可 以 用 下 列 
状态 估计 误差 2(t) 一 z(t) 平方 和 准则 函数 的 大 小 衡量 状态 估计 精度 ， 


J = e) — 2O) — el). 


t=0 
6.5.2 ”时 变 增益 最 优 观 测 器 设计 
在 上 面 状态 观测 器 方程 中 , 增益 向 量 L 是 常数 向 量 (时 不 变 的 ), 下 面 通过 设置 一 个 时 变 
增益 向 量 L(t), 讨论 时 变 增 益 观 测 器 的 设计 . 借助 于 时 不 变 增 益 (常数 增益 ) 观测 器 设计 思 
想 , 参照 式 (6.5.3)、 式 (6.5.4), 设 时 变 增 益 观 测 器 取 下 列 形式 ， 


B(t+1) = Aé(t) + bu(t) + Lytt) — cê(t) — du(t)]. (6.5.9) 
目标 是 确定 一 个 最 优 的 增益 向 量 L(t) e R 使 估计 误差 
#(t) := æ(t) — ê(t) 


最 小 . 式 (6.5.9) 两 边 减 去 式 (6.5.1) 两 边 , 可 知 状态 估计 误差 满足 
(t + 1)= [A — L(t)c]2(t). (6.5.10) 
定义 状态 估计 误差 矩阵 


P(t) := Z(t)" (t). 


用 t+1 代替 t, 并 利用 式 (6.5.10) 可 得 

P(t+1)=[A — L(t)c]P(t)[A — L(t)e]™. (6.5.11) 
因为 P(t) EIEEE, 把 P(t + 1) 配 成 下 列 形式 : 

P(t+1)= AP(t)A™ — L(t)cP(t) AT — AP(t)c" L” (t) + L(t)[cP(t)eT™]L™(t) 

= AP(t)A™ — AP(t)cT[cP(t)e™] lecP(t)AT 
+{L(t) — AP(t)c*[eP(t)c*] 1)[eP(t)e*](L(t) — AP(t)cT[cP(t)e™] 1)". 
为 了 极 小 化 估计 误差 阵 P(t+1), 从 上 式 可 以 得 到 待定 最 优 增 益 向 量 L(t). 上 式 矩 阵 P(t+1) 
包含 3 项 : 第 1 项 与 L(t) ER, 第 2 项 是 非 负 定 的 , 因为 矩阵 cP) 是 正定 的 . 如 果 选 择 
增益 L(t) 使 上 式 右边 最 后 一 项 为 零 , WA 
L(t) = AP(t)ce*[eP(t)ce*] 1, (6.5.12) 
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P(t+1)= AP(t) A" — AP(t)cT[cP(t)e™] leP(t) A". (6.5.13) 
式 (6.5.9), IÑ (6.5.12), zÑ (6.5.13) 构成 了 时 变 增益 观测 器 的 状态 估计 算法 , 把 它 称 为 确定 性 
系统 的 一 步 超前 卡尔 曼 状态 估计 算法 , 为 了 防止 上 两 式 中 作 分 母 的 cP(t)c? 为 零 , 可 加 上 一 
个 小 常数 e (如 e = 1076), 修改 的 算法 如 下 ， 


£(t + 1) = 4 人 (十 bu(b + L(t)[u(t) — cê(t) — du(t)], (6.5.14) 
L(t) = AP(t)c" |e + eP(t)c?] 1, 0<e<1, (6.5.15) 
P(t +1) = AP(t)A™T — L(t)cP(t)A". (6.5.16) 


这 是 推导 状态 估计 算法 的 一 种 最 简便 方法 . 从 上 述 推导 看 : 这 种 状态 估计 误差 具有 最 小 方差 
性 质 . 但 理论 上 要 证 明 这 个 递 推算 法 给 出 的 估计 误差 收敛 于 零 , 即 P(t) 一 0, 还 很 困难 . 这 
也 是 有 待 研究 的 课题 . 

例 6.5.1 设 对 象 的 传递 函数 为 


1 


G(s) = T0087 F 10s FT’ 


对 应 的 状态 空间 模型 为 
je = ( Re A )zm 十 ( "> Juo, 
y(t) = [0, 0.16]æ(t). 
取 采 样 周 期 为 h = 1s, 离散 化 状态 空间 模型 为 
zı(kh+h)\ _ / 0.90016 0.03800 \ / zi(kh) 0.23751 
| e in n) -( 0.23751 0.99517 ) ( (kh) ) jj ( 0.03021 Juan, 
y(kh) = [0, 0.16]z(kh). 


设 观 测 器 极点 为 0.5 + j0.5 和 0.5 — j0.5, 对 应 的 观测 器 增益 向 量 为 


£2 (1055492 
= À 5.59581/ ` 


设 状态 向 量 初 值 为 =(0) = [ , 2]”, 状态 估计 器 初 值 为 £(0) = [-1, —2]”, 系统 的 输入 为 


i= 1, 0 <t< 15h,30h < t < 45h,- -- 
~ | —1, 15h <t < 30h,45h < t < 60h,- -- 


系统 真实 状态 (True)、 观 测 器 状态 (Observer) 和 时 变 增 益 状 态 观 测 器 状态 (D-Kalman) 如 图 
6.5.1 和 图 6.5.2 所 示 , 状态 估计 误差 5 = [&(kh) — =(kh)]|*[£(kh) — =(kh)] 随 变化 曲线 如 图 
6.5.3 所 示 , 状态 估计 误差 ó 如 表 6.5.1 所 示 . 
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True 1 


20 25 30 35 40 45 50 
k/step 


图 6.5.1 ”状态 估计 2 (t) BE t = kh 变化 曲线 


Observer 
入 


D-Kalman 


0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 


6.5.2 ”状态 估计 £2(t) BË t= kh 变化 曲线 


Observer 


k/step 
图 6.5.3 ”状态 估计 误差 ó Bü t= kh 变化 曲线 
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传统 观测 器 
26.8442485630 
38.5604293260 
15.0691525222 
1.2500000000 
1.6777655352 


0.0000034740 
0.0000001343 
| 0.0000000129 
0.0000000020 


从 图 6.5.1~ 图 6.5.3 和 表 6.5.1 可 以 看 出 , 时 变 增益 状态 观测 器 给 出 的 状态 估计 误差 
要 小 于 传统 观测 器 状态 估计 误差 . 时 变 增益 状态 观测 器 比 传统 状态 观测 器 具有 更 好 的 跟踪 
性 能 . 
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当 观 测 器 状态 向 量 的 维 数 小 于 被 控 对 象 状态 向 量 的 维 数 时 ， 称 为 降 维 状态 观测 器 
(Reduced-Order State Observer). XF m 维 输出 系统 ， 由 于 系统 输出 是 由 n 个 状态 变量 
的 线性 组 合 构成 的 (一 般 n > m), 如 果 通 过 适当 的 线性 变换 , 使 得 变换 后 的 系统 输出 参数 矩 
阵 有 下 列 形式 ， 

C=[0, Im] ER™X*， Im X n 阶 单位 阵 , 
那么 就 有 m 状态 变量 可 直接 由 输出 得 到 (不 必 估 计 ), 则 只 需 估计 另外 n-m 个 状态 变量 , 只 
需 设计 n-m 维 状态 观测 器 , 它 的 维 数 小 于 n, 故 称 为 降 维 观测 器 (Reduced-Order Observer). 
6.6.1 ”线性 变换 

考虑 多 输入 多 输出 系统 : 


ca = Aw(t) + Bu(t), w(to) = wo, 
y(t) = Cw(t) + Du(t), 


其 中 w(t) € R" 为 系统 状态 向 量 , ult) € R M yt) € R” 分别 为 系统 输入 和 输出 向 量 ， 
A e Rnxn, B e Rnxr, C e R™*", D e Rmxr. 
假设 矩阵 C 的 行 线性 无 关 ( 即 rank[C] = m), 对 式 (6.6.1) 进行 线性 变换 : 


wt) = Tw(t), 
非 奇异 变换 矩阵 为 
-1 
r- (9) eron, 


(6.6.1) 


C 


AP Q e ROn 是 一 个 保证 T 满 秩 的 任 选 矩阵 . 变换 后 的 系统 为 


I i(t) =T-1ATe=(t) + T-1Bu(t), 


y(t) = CTz(t) + Dult), (6:672) 


因为 


TF = (e) t= 人 = yo. 
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所 以 
CT = [0, Im]. 


对 系统 (6.6.2) 的 状态 向 量 、 系 统 和 矩阵 进行 分 块 ， 


+= (2 的 )， rr-( 息 息 ) zos=( P). 


gilt) ER”, s(t) ER”, An € R(n-m)x(n-m) Aj E ROM, 


Zar € RAKA Ao e Rmxm, B. € Ramir B; eRmxr_ 


7 


得 

T(t)\_ /An Ar x(t) Bı 

Ce | =( 421 Az ) ( x(t) )+( Bz Juo, 
y(t) = [0, Im] (A) + Du(t) 
= x(t) + Du(t). 

因此 , 子 状 态 向 量 zz(b 不 必 估 计 , 它 可 以 从 上 式 计算 出 

mə(t) = y(t) — Du(t). 
从 式 (6.6.3) 可 得 

1(t) = Auizi(t) + 4lzzaz(t) + Biu(t), 

2(t) = A2izi (t) + A22%2(t) + Bou(t). 
将 式 (6.6.5) 代入 式 (6.6.6) 可 得 

g(t) = Ang (t) + Ai2[y(t) — Du(t)] + Biu(t) 

= Auzi(t) + Aizy(t) + [Bi — Ai2D]u(t). 

定义 一 个 新 变量 (向 量 ) 


Y1(t) := £2(t) — A22£2(t) — B>u(t). 
将 式 (6.6.5) 代入 上 式 可 得 
Yi(t) = [y(t) — Du(t)] — A22ly(t) — Du(t)] — Bzu(t) 
=g(t) — A22Yy(t) — Dault) + A22Du(t) — B>u(t). 


(6.6.3 


(6.6.4 


(6.6.5 


(6.6.6 
(6.6.7 


(6.6.8 


(6.6.9 


(6.6.10 


因为 系统 输入 ult) 和 输出 y(t) 可 以 测 得 , 所 以 上 式 yi(t) 也 能 够 计算 出 来 . 将 式 (6.6.7) 右 


边 最 后 两 项 移 到 方程 左边 得 到 
£2(t) — A22%2(t) — Bou(t) = A2iz1(t). 
参见 y(t) 的 定义 式 , 有 


y(t) = Azizi (t). 


计 降 维 观测 器 的 动态 系统 由 式 (6.6.8) 和 式 (6.6.11) 构成 . 


(6.6.11) 


因为 y(t) 可 计算 得 到 , 故 可 作为 以 zl( 为 子 状态 向 量 的 动态 系统 (6.6.8) 的 输出 . 因此 , 设 
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6.6.2 ”变换 后 的 降 维 观测 器 
考虑 降 维 状 态 方程 描述 的 系统 (6.6.8) 和 (6.6.11), 重 写 为 
pn = Ang (t) + Aizy(t) + (Bi — A12D)u(t), 
yı(t) = A2171(t). 
其 中 m(t) e Rn-m 是 待 估计 的 降 维 状态 向 量 , y(t) e Rm 是 降 维系 统 的 输出 向 量 [由 式 
(6.6.10) 计算 得 到 ], 其 他 变量 的 定义 同上 节 . 
设 Di € RWW-"xm 为 增益 矩阵 . 闭环 观测 器 方程 为 
1(t) = Ai) + Ai2y(t) + (Bı — A12D)u(t) + Lilyi(t) — ñi (t)] 
= Aĉ (t) + Ai2y(t) + (Bı — Ai12D)u(t) — Li A21$1(t) + Liyi(t) 
= (An 一 工 421)21(b + Arzy(t) + (Bı — Ai12D)u(t) + Liyı (t), (6.6.13) 
$ (t) = A2ián) (t). (6.6.14) 
将 式 (6.6.10) 代入 上 式 可 得 
£1(t) = (An — L1A21)ĉ1 (t) + Ai2y(t) + (Bı — Aı2D)u(t) 
二 Zi 人 — Azzy (t) — Du(t) + A22Du(t) — Bou(t)] 
E E ER AEA eR 3: (By— Aa Ta ñayi— A A 
+Liġ(t) — Li Dù(t). 
由 于 导数 项 对 噪声 敏感 , 故 定义 新 变量 , 消除 导数 项 . 同样 在 传递 函数 (矩阵 ) 的 状态 空间 模 
型 实现 中 和 状态 观测 器 设计 中 , 也 不 希望 出 现 输入 或 输出 的 导数 项 . 为 了 消除 上 式 中 导数 项 
y(t) FI ù(t), 定义 
v(t) := ĉi (t) — Liy(t) + LiDult), (6.6.15) 


(6.6.12) 


或 
ât) = v: (t) + Liy(t) — Li Du(t). (6.6.16) 
对 式 (6.6.15) 两 边 求 导 , 并 利用 式 (6.6.15) MERT 
v(t) = £1(t) — Lig (t) + Li Du((t) 
= (An - Li A2i)é) (t) + (A12 — Li Aə2)u(t) + (Bi — Ai2D + Li As2D — LiBo)u(t) 
= (An - LiAoi)[oi(t) + Liy(t) — Li Du(t)] + (412 — Li A22)y(¢) 
+(B. — Ai12D + Li A2D — LiBo)u(t) 
= (An ~ LiA2)vi(t) + (A12 — L1 A22 + Arı Lı — Li A21 Li )u(t) 
+(Bı — Aı2D + Li A22D — Lı B2 — Anı Lı D + Li A21 Li D)u(t). (6.6.17) 
在 这 个 新 状态 方程 中 消除 了 输出 和 输入 的 导数 项 . 将 式 (6.6.16) 代入 由 式 (6.6.12) 的 第 2 式 
子 可 得 输出 方程 
y(t) = Aəi [oi (t) + Liy(t) — Li Du(t)] 
= Anv (t) + AəsiLiu(t) — Aəi Li Du(t). (6.6.18) 
式 (6.6.17) 和 式 (6.6.18) 构成 了 降 维 观测 器 的 动态 方程 . 
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6.7 ”和 鲁 棒 观测 器 -控制 器 的 设计 


我 们 已 经 讨论 了 基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 器 设计 方法 , 其 前 提 是 系统 参数 是 确定 的 ， 
即 参数 是 常数 , 没有 参数 摄 动 . 但 在 实际 中 , 系统 必然 会 有 一 定 的 参数 摄 动 , 即 系统 在 运行 过 
程 中 参数 会 发 生 小 的 变化 , 而 系统 参数 摄 动 会 使 系统 原 有 的 分 离 性 原理 遭 到 破坏 , 使 得 观测 
器 和 控制 器 无 法 独立 配置 极点 . 为 此 本 书 作 者 提出 了 “和 鲁 棒 观测 器 -控制 器 的 设计 方法 ”(《 控 
制 理论 与 应 用 》1992 年 第 4 期 ) 28]. 本 节 介绍 存在 参数 摄 动 时 和 鲁 棒 观测 器 -控制 器 闭环 系统 
的 设计 方法 , 并 给 出 了 参数 摄 动情 况 下 的 鲁 棒 稳定 条 件 , 并 通过 Gronwall 引 理 进行 了 鲁 棒 性 
验证 . 
6.7.1 “参数 摄 动 多 变量 系统 

考虑 下 列 参数 摄 动 多 变量 系统 : 


t= Ax + AA(x) + Bu + AB(u), z(to)= zo, 
y =Czx + AC(zx), 


(6.7.1) 


其 中 z := z(t) € R" 为 状态 向 量 , u := u(t) € R 为 输入 向 量 , y := y(t) € R™ 为 输出 向 量 ; 
A, B, C 均 为 适当 维 数 的 常 矩阵 ; A4(z), AB(u), AC(z) 是 线性 或 非 线 性 时 变 参数 摄 动 . 

当 参 数 摄 动 为 线性 时 , 可 假设 A4(z) = AAz, AB(u) = ABu, AC(z) = ACz; 当 参 数 
摄 动 为 非 线性 时 , 假设 参数 摄 动 是 在 线性 区 域内 变化 的 , 如 图 6.7.1 所 示 的 上 部 分 . 在 这 种 情 
况 下 , 可 假设 这 些 非 线 性 参数 摄 动 的 上 界 值 为 


lAA(2)| < ñ|z|, ABG < Alul, AC) < Alel, (6.7.2) 
其 中 假设 上 界 系数 Ai. B> 和 ps 已 知 . n 维 向 量 = 的 范 数 定义 为 
lel = Dl, 人 
n ERE A = a] 的 范 数 定义 为 
1al = pax Y leu (6.7.4) 
AA(2) 


ñ. 


>r 


671 ， 设 定 参数 摄 动 上 界 示 意图 
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实践 中 , 假设 标 称 模型 的 参数 A. B. C 是 已 知 的 , 而 参数 摄 动 A(z)、AB(w)、 AC(z) 
是 未 知 的 , 但 其 上 界 是 已 知 的 , 即 式 (6.7.2) 中 的 上 界 系数 b bo 和 Bs 是 已 知 的 . 在 这 种 情 
况 下 , 我 们 的 目标 是 在 状态 不 可 测 时 , 设计 基于 观测 器 的 鲁 棒 控制 器 使 得 状态 反馈 闭环 系统 
浙 近 稳定 . 


6.7.2 ”和 鲁 棒 观测 器 -控制 器 
由 于 参数 摄 动 A4(z)、AB(w)、AC(z) 是 未 知 的 , 只 能 通过 系统 (6.7.1) 的 标 称 模型 , BH 
近似 系统 


t= Ax + Bu, z(to)= zo, 
$= Ce 


(6.7.5) 


的 参数 A. B. C 来 设计 观测 器 和 控制 器 , 并 且 使 得 闭环 系统 有 一 定 的 稳定 裕 量 ,以 至 于 在 
A (6.7.2) 所 规定 的 参数 摄 动 范围 内 闭环 系统 是 鲁 棒 稳 定 的 . 

当 设 计 和 鲁 棒 观测 器 -控制 器 时 ,如果 选 择 的 控制 器 反馈 参数 矩阵 K 和 观测 器 的 参数 矩 
EE L 可 以 使 构成 的 鲁 棒 观 测 器 -控制 器 闭环 状态 反馈 系统 渐 近 稳定 . 那么 , 在 设计 观测 器 时 
可 以 忽略 参数 摄 动 , 即 采 用 标 称 模型 作为 设计 观测 器 的 状态 空间 模型 . 图 6.7.2 是 鲁 棒 观 测 
器 -控制 器 设计 的 原理 图 , 该 图 分 为 上 下 两 部 分 , 上 部 分 表示 原 系统 , 下 部 分 就 是 利用 标 称 模 
型 构成 的 闭环 观测 器 和 状态 反馈 控制 器 . 假设 (A, B) 能 控 , (C, A) 能 观测 , 根据 图 6.7.2 可 
以 写 出 系统 (6.7.1) 的 观测 器 -控制 器 的 状态 方程 : 

£ = Aĉ + Bu + L(y — 9) 

= A£ + Bu + L|[Cx + AC(z) — C$] 


=LCz+(A- LC)ê + LAC(£)+ Bu, ĉê(to) = ĉo, (6.7.6) 
观测 器 的 输出 方程 : 
9 = C, (6.7.7) 


基于 观测 器 的 状态 反馈 控制 律 (Control Law): 
u=r- Kĉ, (6.7.8) 


AP £ e R" 为 观测 器 状态 , r e R" 为 参考 输入 或 期 望 输出 , Le R"*m 和 K eR” 分 别 是 
观测 器 的 增益 矩阵 和 状态 反馈 矩阵 . 式 (6.7.6)、 式 (6.7.8) 构成 了 参数 摄 动 线性 系统 的 基于 
状态 反馈 的 鲁 棒 观 测 器 -控制 器 闭环 系统 . 


带 观测 器 的 闭环 系统 方程 为 
£= (A — LC) + Bu + Ly, (6.7.9) 
u=r— Kt. (6.7.10) 


引 理 6.7.1 Gronwall 引 理 的 微分 形式 
设 u(t) 和 8(t) 是 定义 区 间 T. := [a,b) ee 及 上 的 实 值 连续 时 间 函 数 , HE T, 的 开 子 区 
间 T? 上 可 微 , 且 满 足 不 等 式 : 


w(t) < Bt)ult), te T9. 
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那么 下 列 不 等 式 成 立 : 
u(t) < u(a)exp (| Ajar) ; % € Tk. 
这 里 没有 对 函数 ult) 和 6(t) 的 符号 作假 设 . 


6.7.2 ”和 鲁 棒 观测 器 一 控制 器 系统 框图 [误差 e(t) := y(t) — 9(t)] 


证 明 ”定义 函数 

v(t) = exp (| Atar) s egy 
注意 到 v(t) 满足 

v(t) = P(E)v(t), teT, 


E v(a) = 1, v(t) > 0. 根据 商 微分 公式 


d u(t) _ w (tult) — v (Hult) _ wv(t) — 0(t)o(t)u(t) 

qt x(0 AO ZA <0, tem 
因此 函数 w(t)/v(t) 的 导数 是 非 正 的 , 且 有 上 界 

u(t) < ula) _ 

30S ao ee ten; 


这 就 是 Gronwall 不 等 式 . 引 理 证 毕 . 
上 面 是 微分 形式 的 Gronwall 引 理 或 Gronwall 不 等 式 , 下 面 是 积分 形式 的 Gronwall 引 
或 Gronwall 不 等 式 . 


hea 
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引 理 6.7.2 Gronwall 引 理 的 积分 形式 

R u(t), a(t) 和 8(t) 是 定义 区 间 T. := [a, 00), BÈ Ts := [a,b], EË T. := [a, b) 上 的 实 值 时 
间 函 数 , u(t) 和 68(t) 是 连续 的 . 
) 如 果 6(t) 是 非 负 的 , ult) 满足 积分 不 等 式 : 


ult) < a(t) + | Bulr)dr, teT,. 6.7.11 
那么 下 列 不 等 式 成 立 ， 
t t 
ult) < alt) +| a(7)B(T) exp (| aoas) dr, teT,. 6.7.12 


(2) 进一步 , 如 果 函 数 a(t) 非 降 , 那么 有 


e 


t) < a(t) exp i Blr)ar) p eT 6.7.13 


证 明 (1) 定义 函数 


u(t) = exp (- Í Blr)ar) | B(T)u(T)d7, teT,. 6.7.14 
根据 函数 乘积 微分 公式 , 有 
vO= (ut) -| ara)ar) pW op (~| oar) 
<a(t)B(t) exp (- |: Aar) ; te€T,. 


由 于 6(t) 和 指数 函数 都 是 非 负 的 , 上 式 给 出 了 v(t) 的 上 界 . 由 于 vla) = 0, 上 式 两 边 对 t 从 
t =a 到 + 积分 得 到 


v(t) < | al(t)B(t) exp (- |. Blr)ar) dt 


k 
= IKO 有) e (-| “Air d£, teT,. 
根据 v(t) 的 定义 式 (6.7.14) 有 


L 有 ( (mar) v(t) 


| 
<o (f Blr)ar) [=a exp (- |. atya) dé 


ge al(é)B(é) exp (foou-[ aty q£ 


-| “eem (| Arar) a 


t 


286 第 6 章 线性 系统 的 综合 与 设计 


= | a(r)B(r) exp ( | aas) dr, teT,. (6.7.15) 


将 上 式 代 入 积分 不 等 式 (6.7.11) 即 得 结论 (1). 
(2) 由 函数 a(t) 非 降 假设 , 那么 有 alr) < a(b, 7 < t, 根据 积分 学 基本 定理 , 由 结论 (1) 
可 得 


ult) < a(t) + i a(r)B(r) exp (| aoas) à 


<alt) + alt) i Blr) exp (f aas) dr 


T=t 


=a() — ate (| Bas) 


T= 


= a(t) exp ( | aoas) 
=qa(t)exp (f Aar) > TER 


这 就 是 结论 (2). 引 理 证 毕 . 
由 Gronwall 引 理 6.7.2 可 知 : 对 于 常数 a 和 8, 如 果 下 式 成 立 ， 


t 
u(t) < e + s| u(r)dr, teT,, 


那么 下 列 不 等 式 成 立 : 
u(t) < af, teT,. 


6.7.3 ”和 鲁 棒 稳 定性 定理 
在 研究 系统 的 稳定 性 时 , 通常 不 考虑 参考 输入 r(t), 即 认 为 r(t) = 0, 此 时 u = —Kš. 
在 这 种 情况 下 , 式 (6.7.1) 可 以 表示 为 
t= Az + AA(x) + B[— K£] + AB(u) 
= Ax — BKĉ + AA(x) + AB(u), m(to) = mo. (6.7.16) 
式 (6.7.16) 和 式 (6.7.6) 构成 了 复合 动态 系统 : 


(#)-( ro acres ma )[ š )+( PACCO) O 让 
u = [C, 0] (zl + AC(e). 


(6.7.17) 


为 分 析 该 闭环 系统 的 特性 , 对 式 (6.7.17) 作 等 效 变换 , 即 不 用 状态 估计 值 £, 而 用 状态 估计 值 
误差 (z — $) 作 状 态 变量 , 故 引入 如 下 相似 变换 


LS 
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式 中 工 为 单位 阵 , # := z 一 他 为 状态 估计 值 误差 . 令 变换 矩阵 为 


I O 
2 


则 有 
akay Ly 


HR (6717) E T (F) = (2) 的 线性 变换, 则 变换 后 的 状态 空间 模型 为 


OE 2) (aa 289092 o). 


(6.7.18) 
y=[C, 0] (z) + AC(a). 
= A-BK BK 
= = + s aC 
z= (z): A=( 0 KaT 
a AA(z) + AB(u) 
Am) = (aaga TA Blu) — ia PEN ， Ce 
C:=[C, 0], A@O(z) := AC(z). 
式 (6.7.18) 可 简写 成 
t=Az+AA(z), 元 (to) = Zo = [mZ,#20]", (6.7.20) 
y = Čz + AC(2). (6.7.21) 
令 @(t) 为 闭环 系统 (6.7.20)—(6.7.21) 的 状态 转移 矩阵 
@(t) := exp(At). (6.7.22) 


为 了 使 闭环 系统 (6.7.20)~(6.7.21) 稳定 , 至 少 需要 选择 适当 观测 器 -控制 器 的 参数 L. 和 
K, 使 得 矩阵 A 的 所 有 特征 值 X(4) 均 位 于 左 半 平 面 内 (i = 1,2,… ,2n). KBA (A, B) 能 
控 , (C, A) 能 观测 , 所 以 要 使 特征 值 均 在 左 半 平 面 是 很 容易 做 到 的 . 

当 A 的 离 虚 轴 最 近 的 特征 值 是 非 重 特征 根 时 , W -a = max Re[X, (A)] (Rels] 指 s 的 实 
部 , 当 s =o + jo, o 和 w 均 为 实数 时 , Refs] = o), 则 存在 常数 ô > 0 使 下 述 不 等 式 成 立 : 


| 更 (可 | < 61exp(—at), t>0. (6.7.23) 


当 A 的 离 虚 轴 最 近 的 特征 值 ALA] 为 q 重 时 , 则 存在 常数 a, 61 > 0, 62 > 0 和 to > 0 使 不 
等 式 


IBE) < 52t exp(—oat) < ó exp(—at), t> to (6.7.24) 


成 立 , 其 中 —a = maxRe[Xi(4)], 0 < o < a. 

定理 6.7.1 W (6.7.1) 的 参数 摄 动 满足 关系 式 (6.7.2), 如 果 通 过 选择 观测 器 -控制 
器 的 增益 矩阵 L 和 KK, 那么 使 闭环 系统 (6.7.20)~(6.7.21) 渐进 稳定 的 充分 条 件 是 不 等 式 

e > 61(2B1 + 26>||K || + 6s|| L|) (6.7.25) 
成 立 . 
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HERA 式 (6.7.20) 的 解 为 


Z(t) = E(t — to)Zo + | @(t— r)A A(m(r))dr. (6.7.26) 
对 式 (6.7.26) 两 边 取 范 数 , 得 到 , 
lz(D < IB — to)llllzo|| + | ISt — DNMAA(z(T)) lar. (6.7.27) 


由 式 (6.7.19) 可 得 
Pa L AA(z) + AB(u) 
lAAG@())| = laag + AB(u) — LAC(z) | 

<|AA(z) + AB(u)|| + ||AA(z) + AB(u) — LAC(e)|| 
<2||A A(z)|| + 2||AB(u)|| + IZII AC(æ)|| 
< 261 |læ(7)l| + 282llu(7)|| + BsllZllz(7) 
< (261 + 262l K|| + ñs|ILI|)|lz(r)l!- (6.7.28) 

使 用 式 (6.7.23) 或 式 (6.7.24) 和 式 (6.7.28), 由 式 (6.7.27) 可 得 

z(t < de= Zol] + ! óe “4 7)(26; + 265||K || + ñə||LI|)llz(z)llar, 


E 


t 
z(t)lle®t < Bllzoll+ | ó, (26, + 282l KI + ñs || L||)e° C z(7)]jdr. 
to 
运用 Gronwall 引 理 6.7.2 之 结论 (2) 得 到 


T(t) < 61llzoll exp[ó (28, + 26>|| || + ñs||LI|)t], 


元 (| < ë) ||zo||e%toe[-e+ (28 +26||K||+8s|ILID]t 


yD = |z + AC(2)| 

< IIIZ + IC) 

< (III + 6s)l|2(t)l 

和 (cl + B3)ô1 || o ||e%*eel-e+i (281+282l K+ lL Dt. 
由 于 (IIC || + 6s)ó,||l#o||le%t 有 界 , B. 


a > ó, (26) + 282| K || + ñs|| LI), 


YA t — co 时 , lyt) 一 0, 即 系统 稳定 . 定理 证 毕 . 

不 等 式 (6.7.25) 只 是 闭环 系统 稳定 的 充分 条 件 . 也 就 是 说 : 即使 式 (6.7.25) 不 成 立 , 我 们 
也 不 能 说 闭环 系统 不 稳定 . 

鲁 棒 观 测 器 -控制 器 的 设计 步骤 

(1) 假设 系统 标 称 模型 的 参数 A. B 和 C 已 知 , 找 出 系统 参数 摄 动 A A(z). AB(u) 和 
AC(a) 的 上 界 系数 bin Bo. b3- 
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(2) 给 定 和 矩阵 A 的 特征 值 Xi (i = 1,2,- ,2n), 即 期 望 的 状态 反馈 闭环 系统 的 极点 和 观 
测 器 极点 , 确定 o. 

(3) 对 于 无 重 根 情 形 , 取 最 靠近 虚 轴 的 特征 值 的 实 部 为 -a. 

4) 根据 极点 配置 方法 , 求 出 观测 器 -控制 器 的 状态 反馈 增益 矩阵 K 和 观测 器 增益 矩阵 
L, 也 就 是 使 |lsT — (A — BK)| Ñ |sI — (A — LC)| 的 零点 位 于 指定 的 期 望 极点 位 置 , 从 而 确 
定 工 和 K. 

5) 检查 鲁 棒 稳定 性 条 件 a > 51(2B1 + 262||K|| + lL), 车 成 立 转 到 第 (7) 步 ; 否则 继 
续 执行 第 (6) 步 . 

6) 将 已 给 出 的 负数 特征 值 沿 z 轴 左 移 , 即 A := X + AN (i = 1,2,… ,2n), 其 中 AN 
为 一 适当 负数 , 再 转 到 第 (3) 步 . 

7) HÑ (6.7.9)、 式 (6.7.10) 确定 鲁 棒 观测 器 -控制 器 闭环 系统 方程 . 

在 有 参数 摄 动 的 情况 下 , 介绍 了 多 变量 系统 鲁 棒 观 测 器 -控制 器 的 设计 方法 .这 种 方法 
适用 于 具有 线性 与 非 线性 参数 摄 动 模型 ,运用 Gronwall 引 理 导出 了 和 鲁 棒 稳定 性 条 件 , 并 通过 
选取 适当 的 观测 器 -控制 器 参数 L 和 K 来 满足 鲁 棒 稳定 要 求 , 这 给 参数 摄 动 系 统 的 鲁 棒 观 
测 器 -控制 器 的 设计 提供 了 新 的 途径 . 


68 ”多 变量 系统 解 耦 


对 于 多 输入 多 输出 系统 , 由 于 不 同 输入 输出 间 存 在 耦合 , 一 个 输入 要 影响 多 个 输出 , 一 
个 输出 要 受到 多 个 输入 的 影响 , 使 得 多 变量 系统 的 分 析 和 设计 变 得 非常 复杂 . 一 种 方法 是 设 
计 和 解 看 补偿 器 进行 解 厅 , 将 一 个 多 变量 系统 变 为 多 个 单 输入 单 输出 系统 , 使 得 一 个 输入 只 影 
响 一 个 输出 ( 解 耦 系统 要 求 输入 输出 数 相 同 ), 这 样 控 制 器 设计 就 变 简单 了 , 可 以 按照 单 输入 
单 输出 系统 进行 设计 . 本 节 讨 论 串 联 解 厅 方法 ( 即 前 馈 补偿 器 解 耦 ) 和 反馈 解 硝 方法 . 


6.8.1 “前 馈 补偿 器 解 耦 


前 馈 补偿 器 解 耦 是 通过 串联 前 馈 补偿 器 , 使 得 串联 后 系统 的 传递 函数 阵 为 对 角 阵 . 串联 
解 耦 系统 如 图 6.8.1 所 示 , 其 中 G(s) e R 为 待 解 系统 的 传递 矩阵 ,Ge(s) e R” 为 前 馈 
补偿 器 的 传递 矩阵 , U(s) e Rr 为 控制 输入 向 量 、R(s) := [R (s), Ro(s), …, Ri(s)]" € Rr 为 
参考 输入 向 量 、Y(s) := [Yi (s), Y2(s), …, Y,.(s)]” € Rr 为 输出 向 量 . 


Y(s) 
RO) G.(s) vu | G(s) | 13 


图 6.8.1 ”前 馈 补偿 器 解 耦 框图 


于 串联 系统 的 传递 矩阵 等 于 两 个 传递 矩阵 的 乘积 , 所 以 前 馈 补 偿 解 耦 后 传递 矩阵 为 


G,(s) = G(s)Ge(s). (6.8.1) 


解 看 后 系统 传递 矩阵 Gs(s) 应 为 对 角 阵 , 假设 为 
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G1(s) 
G2(s) 


Gs(s) = E 有 Rrxr， (6.8.2) 


G, (s) 
其 中 Gi(s) e R 是 真有 理 分 式 (真有 理 分 式 指 分 子 次 数 不 高 于 分 母 次 数 , 严格 真有 理 分 式 指 
分 子 次 数 小 于 分 母 次 数 ). 真有 理 分 式 传递 函数 是 可 实现 的 . 
在 Gels) 为 对 角 阵 情况 下 , 解 看 后 系统 的 输入 输出 关系 为 


Yı (s) G1(s) Ri(s) 

Y2(s) £ G2(s) R2(s) 

ys) G(s) J \ Rls) 
其 等 价 为 


Yıla) = Cilo) Ri) í =1,2;,=s yr 


由 此 可 以 看 出 : 每 个 输入 Ri(s) 只 影响 一 个 输出 Y,(s), 解 耦 后 系统 变 成 为 个 单 输入 单 输出 
系统 , 因此 解 耦 后 系统 可 以 按照 单 输入 单 输出 系统 进行 分 析 和 综合 

不 同 于 常数 征 阵 的 秩 的 定义 , 函数 秆 阵 的 秩 定 义 为 行列 式 不 恒 为 零 的 最 大 子 什 阵 的 维 
数 函数 方 阵 满 秩 指 其 行列 式 不 恒 为 堆 . 例如, |G(s)| = — D yy 的 矩阵 G(s) 是 满 秩 
的 (是 可 逆 的 ). 

因为 两 个 矩阵 乘积 的 秩 等 于 两 个 矩阵 秩 中 最 小 一 个 . 根据 式 (6.8.1) 可 知 , RRRA 
要 求 对 象 传递 矩阵 G(s) 是 可 逆 的 . 在 这 种 条 件 下 , 可 求 得 前 馈 补偿 器 的 传递 矩阵 


G.(s) = G-1(s)Go(s) € Rr*r. (6.8.3) 


要 使 前 馈 补偿 器 是 可 实现 的 , 要 求 传递 矩阵 Ge(s) 是 真有 理 分 式 或 严格 真有 理 分 式 (Strictly 
Proper Rational Fraction). 


例 6.8.1 设 一 个 2 输入 2 输出 系统 如 图 6.8.2 所 示 , 系统 的 传递 函数 矩阵 为 


= ° 
G(s) = 1 1 Ç 
s s+2 


设计 前 馈 补偿 器 Gols) 使 解 耦 系统 的 传递 函数 矩阵 为 


A ý 
oo-| r i j 
0 2s+1 


解 ”将 待 解 耦 系统 传递 矩阵 G (s) 和 期 望 得 到 的 传递 矩阵 Gs(s) 代入 式 (6.8.3), TRE 
串联 补偿 器 的 传递 矩阵 : 
Ge(s)=G '(s)G,(s) 
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1 =L 1 
pen s+1 Ü s+1 o 
E 1 1 0 1 

s s+2 2s+1 

1 
8-1 0 ai 0 1 0 
= (s+1)(s+2) 1 = s+2 s+2 . 
->= s+2 0 一 
s à 2s+1 


用 前 馈 补 偿 器 实现 解 看 的 结构 如 图 6.8.3 所 示 . 


图 6.8.3 用 前 馈 补偿 器 实现 解 耦 的 系统 结构 图 


6.8.2 ”单位 反馈 前 向 通道 补偿 器 解 耦 


在 使 用 反馈 解 耦 时 , 补偿 器 可 以 位 于 前 向 通道 , 串联 于 对 象 前 端 , 反馈 增益 为 单位 阵 , BB 
单位 负 反 馈 , 这 种 解 耦 称 为 单位 反馈 前 向 通道 补偿 器 解 耦 . 当 补 偿 器 位 于 反馈 通道 上 , 就 称 
为 反馈 通道 补偿 器 解 耦 . 如 果 前 向 通道 和 反馈 通道 都 有 补偿 器 , 就 称 为 前 向 通道 反馈 通道 
补偿 器 解 耦 . 

单位 反馈 前 向 通道 补偿 器 解 耦 是 在 开 环 传递 函数 和 矩阵 前 串联 补偿 器 , 使 最 终 的 单位 负 反 
馈 系 统 的 闭环 传递 函数 矩阵 为 对 角 阵 . 在 图 6.8.4 所 示 系 统 中 , G(s) 为 给 定 的 开 环 传递 矩阵 ， 
Gels) 为 串联 补偿 器 . 解 耦 目标 就 是 确定 补偿 器 Ge(s), 使 得 从 参考 输入 R(s) e Rr 到 系统 
输出 Y (s) € R" 的 闭环 传递 矩阵 Gils) 为 对 角 有 理 分 式 传递 函数 矩阵 . 

与 图 6.8.1 相 比 , 图 6.8.4 将 系统 的 输出 信号 Y (s) 反馈 到 输入 端 , 并 与 参考 输入 信号 
R(s) 进行 比较 , 使 用 R(s) — Y (s) 驱动 补偿 器 Ge(s) 的 输出 再 作为 控制 信号 U (s), 因此 , 我 
们 有 关系 

Y (s) = G(s)G.(s)E(s) (6.8.4) 
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= G(s)G<(s)[R(s) — Y (s)] 
= G(s)G-(s)R(s) — G(s)Ge(s)Y (s), 
或 


M, + G(s)G-(s)|Y (s) = G(s)G.(s)R(s). 
由 此 可 得 从 参考 输入 R(s) e Rr 到 输出 Y (s) e Rr 的 闭环 传递 矩阵 
G,(s) = [I; + G(s)G.e(s)] 1G(s)G.(s). 


通常 的 做 法 是 假定 Gols) 是 给 定 的 有 理 分 式 对 角 传 递 函 数 和 矩阵 ， 再 通过 上 式 求 得 补偿 器 
Ce(s). 


684 前 向 通道 一 串联 补偿 器 解 耦 框图 

将 上 式 两 端 左 乘 [I, + G(s)Ge(s)] 得 

[I + G(s)G<.(s)|G,(s) = G(s)Ge(s). 
移 项 经 整理 得 到 

G,(s) = G(s)G.(s)[1, — Go(s)]. 
故 补偿 器 的 传递 函数 矩阵 为 

G.(s) = G '(s)G,(s)[1, 一 Go(s)] '. (6.8.5) 
由 于 [I 一 G,(s)]| 1 与 G,(s) 是 乘法 可 交换 的 , 故 有 

Ge(s) = G(s)[L, — Go(s)] Gs(s). (6.8.6) 


对 于 给 定 的 传递 矩阵 G(s) 和 解 耦 后 系统 对 角 传递 矩阵 Go(s), 代入 式 (6.8.5) 或 式 (6.8.6) 
可 以 求 得 补偿 器 传递 矩阵 Ge(s). 
例 6.8.2 XFA 6.8.1 的 2 输入 2 输出 系统 , 参见 图 6.8.2, 开 环 系统 传递 函数 矩阵 为 


= 0 
G(s) = 1 1 , 
s s+2 


试 设计 单位 反馈 前 向 通道 补偿 器 , 使 得 解 看 后 系统 的 传递 函数 阵 为 


wt Š 
Go(s) = 3 4 . 
n 2s+1 
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解 ”将 开 环 传递 函数 阵 G(s) 和 期 望 的 传递 函数 阵 Ge(s) 代入 式 (6.8.5) P, 可 计算 出 


前 向 通道 上 的 串联 补偿 器 : 
G.(s) =G-'(s)G,(s)[Io — G,(s)] ~? 


1 = 1 s =1 
0 
(F k J |. 9 k š ) 
9: 1 1 1 s 
= 0 
8 s+2 9 2s+1 2s+1 
s+1 0 = Q eri g 
三 gl s 
_(s+1)(s+2) J42 Ú 1 ü 2s+1 
a 2s+1 2s 
s+1 0 1 ó 一 0 
2 s E 
=| _-G@+DG+2) 42 o Li) | 26496 +2 s+2 J' 
s 2y 2s 
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加 上 单位 负 反馈 前 向 通道 串联 补偿 器 后 的 闭环 系统 框图 如 图 6.8.5 所 示 . 


5 


(s+1)(s+2) 
2 


图 6.8.5 ”单位 负 反 馈 前 向 通道 串联 补偿 器 后 的 闭环 系统 框图 


例 6.8.3 ”假设 系统 的 开 环 传递 函数 矩阵 为 


3 1 
1 4 
GG) = | r ) , 
s+4 s+2 
其 结构 框图 如 图 6.8.6 所 示 , 试 设计 单位 反馈 前 向 通道 控制 器 , 使 解 耦 后 系统 闭环 传递 函数 
阵 为 


2 
= 0 
“0-(™ N ) 
° s+4 


解 ”将 开 环 传递 矩阵 G(s) 和 期 望 的 闭环 传递 矩阵 G,(s) 代入 式 (6.8.5) H, 可 计算 出 
前 向 通道 上 的 串联 控制 器 : 
G.(s) =G 1(s)G,(s)[I; — G,(s)] `! 
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=1 


3 1 2 6 s+1 
s+1 s+4 s+3 s+3 
5 十 4 s+2 s+4 s+4 
4(s + 1)(s + 4)2 _(s+1)(s+2)(s + 4) 2 
[s + 5)(11s +38) (s+5)(11s + 38) Br ° 
| _(s+1)(s+2)(s +4) 3(s + 2)(s + 4)2 0 — 
(s+5)(11s + 38) (s+5)(11s + 38) s+4 
s+3 0 
| Q s+4 J 
0 s+2 
4(s + 1)(s + 4)2 (s+ 1)(s + 2)(s + 4) 2 
_ (sT5G1+39) — (s+5)(1s+38) Rr V 
| _(s+(s+2)(s+4) 3(s + 2)(s + 4)2 0 — 
(s +5)(11s + 38) (s+5)(11s + 38) s+2 
8(s + 4)2 __2(s+1)(s +4) 
_ | G+5G1s+38)  (s+5)(11s +38) 
_ 2(s + 2)(s + 4) 6(s + 4)2 
 (s+5)(1s+38) (s +5)(11s + 38) 


加 上 串联 补偿 器 后 的 系统 如 图 6.8.7 所 示 


(s+5)(11s+38 


2(s+2)(s+4) 
| (s+5)(11s+38) 


2(s+1)(s+4) 
(s+5)(11s+38) 


6( 


Ya( 3 


(s+5)(11s+38) 


图 6.8.7 前 向 通道 一 


联 补偿 器 实现 解 耦 的 系统 结构 
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6.8.3 ”反馈 通道 补偿 器 解 看 


补偿 器 可 以 在 前 向 通道 上 实现 反馈 闭环 系统 解 耦 控制 , 还 可 以 在 反馈 通道 上 实现 闭环 系 
ARA. 下 面 讨论 反馈 通道 补偿 器 解 耦 设计 问题 . 图 6.8.8 中 G(s) e R 为 受 控 对 象 
的 开 环 传递 函数 矩阵 , H (s) e Rrxr 为 补偿 器 传递 函数 矩阵 . 


RO) ü Ga 
H(s) 


图 6.88 ”反馈 补偿 器 解 耦 框图 


Y(s) 


参见 3.7 节 , 由 图 6.8.8 可 得 从 输入 R(s) 到 输出 Y (s) 的 传递 矩阵 : 


Gs(s) = [I + G(s)H(s)| 'G(s) 
两 边 左 乘 工 + G(s)H (s) 得 到 

[I + G(s)H(s)|G,(s) = G(s) 
求解 得 到 

H(s) = Gs (s) — G (8). (6.8.7) 
由 上 式 可 以 看 出 , 解 艳 补偿 器 H (s) 存在 且 可 实现 , 要 求 G(s) 和 G(s) 可 逆 , H. Gy !(s) — 
G-1(s) 的 分 子 次 数 不 应 大 于 分 母 次 数 ， 因 此 , 为 了 实现 反馈 通道 补偿 器 解 耦 ,两 个 行列 式 
|Gs(s)| 和 |G(s)| 均 为 真有 理 分 式 : |G,(s)| 的 分 子 分 母 次 数 相同 , |G(s)| 的 分 子 分 母 次 数 相 
š 设 给 定 解 耦 后 系统 闭环 传递 和 矩阵 Ge(s) 为 对 角 线 阵 , 将 对 象 开 环 传递 矩阵 G(s) 和 G,(s) 


代入 式 (6.8.7) 可 求 得 补偿 器 五 (s), 从 而 实现 解 耦 控制 . 
例 6.8.4 ”假设 系统 的 开 环 传递 矩阵 为 


3s s 
1 4 
co STE t ) 
s+4 s+2 


试 在 反馈 通道 上 设计 一 个 补偿 器 H (s), 使 得 解 耦 后 系统 的 闭环 传递 函数 矩阵 为 


一 0 
Go(s) = r 2 a: 
3 十 2 


解 ”将 开 环 传递 矩阵 G(s) 和 闭环 传递 函数 G, (s) 代入 式 (6.8.7) 中 , 可 知 补偿 器 的 传 
递 矩 阵 为 
H(s) = G31(s) — G(s) 
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8 0 -1 3s s 
=l #4 _| s+l s+4 
l o s. 2 

s+2 s+4 s+2 


I+ A(s +1)(s + 4)? _(s+1)(s + 2)(s + 4) 
I | a 0 ) _ | s(s + 5)(11s + 38) s(s + 5)(11s + 38) | 
H2 


(s +1)(s +2)(s + 4) 3(s + 2)(s + 4)? 
s(s+5)(11s + 38) s(s +5)(11s + 38) 
| (s + 1)(7s2 + 61s + 126) (s+ 1)(s +2)(s + 4) | 


s(s +5)(11s + 38) s(s + 5)(11s + 38) 

(s +1)(s+2)(s +4) (s + 2) (85? + 69s + 142) 

s(s + 5)(11s + 38) s(s + 5)(11s + 38) 
6.8.4 ”前 向 通道 反馈 通道 补偿 器 解 耦 


前 面 的 研究 说 明 : 在 一 定 条 件 下 , 单位 反馈 前 向 通道 串联 补偿 器 可 以 解 耦 , 反馈 通道 补 
偿 器 也 可 以 解 耦 . 从 待定 补偿 器 自由 度数 目 看 , 如 果 前 向 通道 和 反馈 通道 有 两 个 补偿 器 Ge(s) 
和 五 (s), 肯定 可 以 使 前 向 通道 反馈 通道 补偿 器 解 耦 控 制 , 如 图 6.8.9 所 示 , G(s) e R 为 开 
环 系统 传递 函数 阵 ，Ge(s) e R 为 前 项 通道 串联 补偿 器 传递 函数 , H (s) e R" 为 反馈 通 
道 补偿 器 传递 矩阵 . 


R(s) 


图 6.8.9 一 般 情况 解 看 框图 


根据 图 中 输入 输出 关系 , 可 求 得 闭环 传递 函数 为 
Go(s) = [I + G(s)G.(s)H(s)] G(s)G.(s). 
上 式 两 端 均 左 乘 [I + G(s)G,(s)H(s)] 得 
[I + G(s)G.(s)H(s)]G,(s) = G(s)G.(s). (6.8.8) 


对 于 给 定 的 开 环 传递 矩阵 G(s) WERE BJ BISF GR 385X: 84538 EBE G,(s), 上 式 有 两 个 
待定 矩阵 Ge(s) 和 H(s), 自由 度 大 了 , 可 以 先 选 定 一 个 , 再 求 另 一 个 . 
一 种 方法 是 先 给 定 H(s), 后 求 Ge(s). 由 式 (6.8.8) 可 得 


Gols) = G(s)Ge(s)[I — H(s)Go(s)] 


故 求 得 串联 补偿 器 Ge(s) 为 

G.(s) = G 1(s)G,(s)II — H(s)G,(s)] ' (6.8.9) 
KEERA IME RHEE G(s), 解 耦 后 的 闭环 系统 对 角 传递 矩阵 Go(s), 以 及 先 确定 的 H (s) 
代入 上 式 可 计算 得 到 前 向 通道 串联 补偿 器 Ge(s). 注 : 可 以 反复 给 不 同 的 、 可 实现 的 H(s), 
使 得 Ge(s) 简单 可 实现 . 


6.9 


CT 


思考 题 


. 设 系统 的 前 向 通道 传递 函数 为 


G(s) = 5 
采用 比例 -积分 输出 负 反馈 : 


H(s) = k + Š, 
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思考 题 297 


试 确定 参数 k 和 a, 使 得 期 望 的 闭环 系统 极点 为 —1 + j. 问 闭环 系统 可 否 任 意 配 置 极 


点 ? 


í 
s2 + 4s+3' 
设计 状态 反馈 , 使 闭环 系统 的 极点 为 -2 十 j 和 -2 — j. 


G(s) = 


. 假设 系统 传递 函数 为 


1 
s2—4s+3’ 


设计 状态 反馈 , 使 闭环 系统 的 极点 为 -2+j 和 —2 — j. 


G(s) = 


. 传递 函数 


8+1 


C(s) = rT 


有 一 个 二 阶 的 控制 器 规范 型 实现 , 设计 状态 反馈 , 使 闭环 系统 的 极点 为 -2+j 和 一 2 一 j. 
车 该 传递 函数 用 一 个 二 阶 的 观测 器 规范 型 实现 , 设计 状态 反馈 , 可 否 将 闭环 系统 极点 


配置 在 -2+j 和 -2 一 j? 


. 假设 系统 的 状态 方程 为 


bat 1 )20+ (7 )u0, 


y(t) =[5, 6]z(t), 
设计 状态 反馈 使 系统 极点 为 —1 + j. 


1 
s2 + 4s +3' 
设计 状态 观测 器 , 使 观测 器 的 极点 为 -2 和 -2. 假设 初始 条 件 为 


z0=(1) =(2) 

输入 分 别 为 单位 脉冲 和 单位 阶 路 函数 ,计算 状态 估计 误差 
7= | BEO-zOrEO-zOlde 

又 假设 观测 器 极点 为 -20 和 —20, 重新 计算 . 


G(s)= 
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f 


10. 


TR 


假设 系统 传递 函数 为 
£ 

Ce) aaa 

设计 状态 观测 器 , 使 观测 器 的 极点 为 -2 和 -2 假设 初始 条 件 为 


= 人 (1 #0= (1), 
输入 分 别 为 单位 脉冲 和 单位 阶 路 函数 , 计算 状态 估计 误差 
7=| BO- sO [20) -eat 

0 


又 假设 观测 器 极点 为 -20 和 —20, 重新 计算 . 


. 假设 系统 的 状态 方程 为 


a ipa 


y(t) = [2, 1]z(t), 
设计 状态 观测 器 , 使 系统 极点 为 —1 + j. 


. 假设 系统 的 状态 方程 为 


pei 1 )zO+( 1 )u0, 


v) = Il, 2e, 

设计 状态 观测 器 , 使 系统 极点 为 — 1 二 

假设 系统 的 状态 方程 为 
eu 3 )z0+ (1 )u0, 
y(t) = [0, 1z(b， 

设计 降 维 状态 观测 器 , 使 观测 器 极点 为 —1. 

假设 系统 的 状态 方程 为 


Jeeli 2 )20+ (7 J0, 


y(t) = [2, lz(t), 


假设 参考 输入 "(0) 为 单位 阶 路 函数 , 初始 条 件 为 a(0) = (1 ) 


<. 


t 


(1) 设计 状态 反馈 w(t) = r(t) 一 kz(t), 使 系统 的 闭环 极点 为 -1 和 —1, 计算 闭环 系统 


的 输出 ; 


(2) 设计 状态 观测 器 , 使 观测 器 的 极点 为 -2 和 —2; 又 根据 观测 器 状态 2(t) 设计 状 
态 反 馈 ult) = r(t) — KR 人 (使 系统 的 闭环 极点 仍 为 -1 和 -1, 假设 观测 器 初 值 为 


2(0) = (T) 计算 闭环 系统 的 输出 , 绘制 两 种 情况 下 的 输出 比较 


(3) 又 假设 观测 器 极点 为 -20 和 —20, 重新 计算 , 绘制 两 种 情况 下 的 输 则 


行 分 析 , 说 明 观 测 器 极点 位 置 对 系统 性 能 的 影响 . 


比较 , 并进 


12. 


13. 


14. 


15. 
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设 系统 的 状态 空间 模型 为 


sw=-( F v +h) 20= (5 ), 

yl) =, -ala()， 

CD 输入 wb) = 1() 为 单位 阶 路 函数 , 求 状态 向 量 解 和 输出 . (2) 设计 状态 反馈 u(t) = 
r(t) — ke(t), 使 系统 极点 为 -1 和 —2. 

假设 矩阵 An € Fm, Ap € Fnaxma，Ais € Fnaxna, 证 明 等 式 : 


sI — A Ai2 
0 sI — Az 


| = |sI — Aı2||sI — A22]. 


假设 矩阵 An € Fnixni 和 Azz € Fn2Xn2 可 逆 , A12 € F", 证 明 等 式 : 


An Ar eyes Arr -A7 AA 
0 Ax 0 A ` 


设 G e R™, H e Rrxm, [I, + HG] 是 可 逆 矩 阵 . 证明 [Im + GH] 是 可 逆 和 矩阵 , H. 


G|I, + HG] = [Im + GH]!G. 


[第 7 章 
CHAPTER 7 


李 雅 普 诺 夫 稳定 性 分 析 


判断 线性 时 不 变 系统 的 稳定 性 相对 比较 容易 , 而 判断 非 线性 系统 和 非 线 性 时 变 系统 的 稳 
定性 可 能 非常 困难 , 甚至 是 不 可 能 的 . 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 是 分 析 非 线性 系统 稳定 性 的 强 
有 力 工具 , 是 分 析 一 些 非 线 性 系统 稳定 性 的 一 种 有 效 方法 . 但 是 在 确定 许多 非 线 性 系统 的 稳 
定性 时 , 需要 用 到 特殊 的 技巧 和 经 验 ， 本 章 仅 简单 讨论 几 种 非 线性 系统 的 稳定 性 分 析 方 法 . 
内 容 包 括 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 、 线 性 时 不 变 系统 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 分 析 . 


7.1 ”系统 平衡 状态 与 稳定 性 定义 


控制 系统 的 稳定 性 分 析 是 极其 重要 的 . 线性 时 不 变 系统 的 稳定 性 有 很 多 判 据 方法 , 如 奈 
奎 斯 特 稳定 性 判 据 和 劳 斯 稳定 性 判 据 等 . 但 它们 不 适用 于 非 线性 系统 、 线 性 时 变 系统 、 非 线 
性 时 变 系统 . 

李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 (也 称 李 雅 普 诺 夫 直接 法 ) 是 确定 非 线 性 系统 和 (ER) 时 变 系统 的 
一 般 方法 . 这 种 方法 也 适用 于 线性 时 不 变 系统 的 稳定 性 分 析 , 适用 于 解 二 次 型 最 佳 控制 问题 . 

下 面 介绍 一 些 预备 知识 : 不 同类 型 系统 稳定 性 的 定义 、 纯 量 函 数 的 概念 、 李 雅 普 诺 夫 第 
二 方法 的 主 稳定 性 定理 、 李 雅 普 诺 夫 函 数 、 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 应 用 于 线性 定常 系统 的 稳定 
性 分 析 . 


7.1.1 ”系统 的 平衡 状态 


1892 年 , 李 雅 普 诺 夫 提 出 了 两 种 方法 ( 称 为 第 一 方法 和 第 二 方法 ) 用 于 确定 由 常 微分 方 
程 描述 动力 学 系统 的 稳定 性 . 第 一 种 方法 是 用 微分 方程 的 解 进行 系统 分 析 . 第 二 种 方法 不 需 
求 出 微分 方程 的 解 , 也 就 是 说 , 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 可 以 在 不 解 出 状态 方程 解 的 条 件 下 , 确 
定 系统 的 稳定 性 . 这 种 方法 研究 非 线性 系统 和 (或 ) 非 线 性 时 变 系统 的 稳定 性 显示 出 很 大 的 
优越 性 . 

尽管 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 分 析 非 线性 系统 的 稳定 性 有 其 局 限 性 , 特别 是 选择 李 雅 普 诺 夫 
函数 的 困难 , 但 它 仍 然 是 研究 确定 一 些 非 线性 系统 稳定 性 的 有 效 方法 . 

考虑 非 线 性 时 变 系统 : 

è= f(z,D), (7.1.1) 
IP z := [z1,72,… En] E R" 为 n 维 状态 向 量 , 它 是 时 间 t 的 函数 , 即 z(t) := [z1(t)， 
ZX2(t)，… ,Zn(t)]" € R”; f(z,t) 是 变量 11,12, ,zn Ñ t H n 维 函 数 向 量 . 

假设 在 给 定 的 初始 条 件 下 , 方程 (7.1.1) 有 唯一 解 . 用 olt; zo,to) 表示 这 个 唯一 解 , 即 
x(t) = ó(t;zo,to). 4 t = to BF, 记 zo := z(to). 于 是 有 p(to; £o, to) = zo. 

注 : 本 章 主要 内 容 根据 《现代 控制 工程 》( 绪 方 胜 彦 著 , 科学 出 版 社 , 1984) 相关 章节 发 展 而 成 . 
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在 系统 (7.1.1) 中 , 如 果 存 在 z = ze, 使 得 对 所 有 t, fj(ze = 0 成 立 , 就 称 ze 为 系统 的 
平衡 状态 (Equilibrium State). 

对 于 线性 时 不 变 系统 : f(z,b = Ax, 则 当 A 为 非 奇异 矩阵 时 , 系统 只 存在 一 个 平衡 状 
态 ze = 0; 当 4 为 奇异 矩阵 时 , 系统 存在 无 穷 多 个 平衡 状态 . 对 于 非 线 性 系统 , 可 有 一 个 或 
多 个 平衡 状态 . 平衡 状态 是 根据 方程 f(z。,t) = 0 ME. 

任意 一 个 孤立 的 平衡 状态 ( 即 彼此 孤立 的 平衡 状态 ) 都 可 通过 坐标 变换 , 移 到 坐标 原点 
处 , 即 f(0,t) = 0, 因为 只 需 令 z= z — ze, 就 移 到 坐标 原点 . 因此 一 般 就 讨论 在 原点 处 的 平 
衡 状 态 的 稳定 性 . 
7.1.2 稳定 性 的 定义 


1. 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 性 
用 lx- zell <r 表示 平衡 状态 ze 为 球 心 、 半 径 为 7 的 球 型 区 域 , |z - ze|| 称 为 KILE 
得 范 数 (Euclidean Norm), 定义 为 


æ — zell := [(zi — zie)2 + (za — zəe)2 十 … 十 (Zn — zae)2]1/2. 


设 S(ó) 包含 使 lzo — ze < ó 的 所 有 点 的 一 个 球 域 , 而 S(e) BEIE lolt; zo, to) — z< || < € 
的 所 有 点 的 一 个 球 域 (对 所 有 t) 如 果 对 应 于 每 一 个 Sle), 存在 一 个 5(6), 使 得 当 t 趋 于 无 
穷 时 , 从 5(6) 里 出 发 的 轨迹 不 脱离 Sle), 则 称 系统 (7.1.1) 的 平衡 状态 xz。 是 李 雅 普 诺 夫 意 
义 下 的 稳定 . 实数 5 与 有 关 , 通常 也 与 如 AX. WR 6 与 to 无 关 , 则 这 种 平衡 状态 称 为 
一 致 稳定 的 平衡 状态 . 这 种 稳定 性 类 似 于 数学 极限 中 的 e - 5 说 法 . 

即 选择 一 个 域 S(e), 对 应 于 每 一 个 Sle), 必 存 在 一 个 域 S(6), 使 得 当 t 趋 于 无 穷 时 , 从 
S) 里 出 发 的 轨迹 总 不 脱离 域 5(e), 系统 就 是 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 . 

2. 渐 近 稳定 性 

如 果 平 衡 状 态 ze 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 稳定 的 , HAR 5(5) 里 出 发 的 任 一 条 轨迹 , 当 
时 间 t 趋 于 无 穷 时 , 都 不 脱离 Sle), 且 收敛 于 z。, 则 系统 (7.1.1) 平衡 状态 ze 称 为 渐 近 稳定 
(Asymptotical Stability). 

渐 近 稳定 性 收敛 于 平衡 点 , 它 比 前 述 的 纯 稳 定性 更 重要 . 由 于 渐 近 稳定 性 是 一 个 局 部 概 
念 , 所 以 简单 地 确定 渐 近 稳定 性 并 不 意味 着 系统 能 正常 工作 . 通常 有 必要 确定 渐 近 稳定 性 的 
最 大 范围 . 该 最 大 范围 称 为 吸引 域 . 它 是 发 生 渐 近 稳定 轨迹 的 那 部 分 状态 空间 . 换 句 话说 , 发 
生 于 吸引 域内 的 每 一 个 轨迹 都 是 渐 近 稳定 的 . 

3. 大 范围 渐 近 稳定 性 

如 果 从 所 有 的 状态 (状态 空间 中 的 所 有 点 ) 出 发 的 轨迹 都 是 渐 近 稳定 的 , 则 平衡 状态 称 
为 大 范围 渐 近 稳定 . 也 就 是 说 , 如 果 式 (7.1.1) 描述 的 系统 是 稳定 的 , 并 且 它 的 每 一 个 解 在 t 
趋 于 无 穷 时 都 收敛 于 z。, 则 系统 的 平衡 状态 ze 称 为 大 范围 渐 近 稳定 的 .显然 , 大 范围 渐 近 
稳定 性 的 必要 条 件 是 在 整个 状态 空间 中 只 有 一 个 平衡 状态 . 

在 控制 工程 问题 中 , 总 希望 系统 具有 大 范围 渐 近 稳定 的 特性 . 如 果 平 衡 状态 不 是 大 范围 
渐 近 稳定 的 , 那么 问题 就 转化 为 确定 渐 近 稳定 的 最 大 范围 , 这 通常 非常 困难 . 然而 , 对 所 有 的 
实际 问题 , 如 果 能 确定 一 个 渐 近 稳定 范围 足够 大 , 以 致 扰动 不 会 超过 它 就 可 以 了 . 
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4. 不 稳定 性 

如 果 对 于 某 个 实数 e > 0 和 任何 一 个 实数 ó > 0, 不 管 这 两 个 实数 多 么 小 , 在 5(6) 内 总 
存在 一 个 状态 zo, 使 得 始 于 这 一 状态 的 轨迹 最 终 会 脱离 开 Se), 那么 平衡 状态 =, 称 为 不 稳 
定 的 . 

5. 稳定 性 、 渐 近 稳 定性 和 不 稳定 性 的 图 示 

用 图 形 表示 , 可 使 上 述 稳定 性 概念 更 为 清晰 . 下 面 研究 二 维 平面 的 情况 . 图 7.1.1 (a). (b) 


和 (c) 分 别 表示 平衡 状态 及 对 应 于 稳定 性 、 渐 近 稳 定性 和 不 稳定 性 的 典型 轨迹 . 在 图 7.1.1 
中 , 域 S(6) 制约 着 初始 状态 zo, 而 域 Sle) 是 起 始 于 zo 的 轨迹 的 边界 . 


Ta h Ta 


(a) 稳定 性 平衡 状态 (b) 渐 近 稳定 性 状态 (c) 不 稳定 性 平衡 状态 
图 7.1.1 稳定 性 、 渐 近 稳定 性 和 不 稳定 性 的 图 示 


注意 , 由 于 上 述 定义 不 能 详细 地 说 明 可 容许 初始 条 件 的 精确 域 , 因而 除非 S(e) 对 应 于 整 
个 状态 平面 , 否则 这 些 定义 只 能 应 用 于 平衡 状态 的 邻 域 . 

注意 , 在 图 7.1.1 (c) P, 轨迹 离开 了 S(e), 这 说 明 平衡 状态 是 不 稳定 的 . 然而 却 不 能 说 明 
轨迹 将 趋 于 无 穷 远 处 , 这 是 因为 轨迹 还 可 能 趋 于 在 S(e) 外 的 某 个 极限 环 (如 果 线 性 定常 系统 
是 不 稳定 的 , 则 在 不 稳定 平衡 状态 附近 出 发 的 轨迹 将 趋 于 无 穷 远 . 但 在 非 线性 系统 中 , 这 并 
不 一 定 正确 ). 

上 述 各 定义 的 内 容 , 对 于 理解 本 章 介 绍 的 线性 和 非 线 性 系统 的 稳定 性 分 析 , 是 最 低 限度 
要 求 . 注意 , 这 些 定义 不 是 确定 平衡 状态 稳定 性 概念 的 唯一 方法 . 实际 上 , 其 他 文献 中 有 另外 
的 定义 . 例如 , 在 经 典 控制 理论 中 , 只 有 渐 近 稳定 的 系统 才 称 为 稳定 的 系统 ; 那么 在 李 雅 普 诺 
夫 意 义 下 是 稳定 的 , 但 不 是 渐 近 稳定 的 系统 则 叫做 不 稳定 系统 . 


7.1.3” 纯 量 函 数 的 性 态 
1. 纯 量 函 数 的 正定 性 
如 果 对 所 有 在 域 2 中 的 非 零 状态 =, 有 V(x) > 0, 在 = = 0 处 有 V(0) = 0, 则 在 域 2 
( 域 2 包含 状态 空间 的 原点 ) 内 的 纯 量 函数 V (a) 称 为 正定 函数 . 
如 果 时 变 函 数 V(z, 由 一 个 定常 的 正定 函数 作为 下 限 , 即 存在 一 个 正定 函数 V(z), 使 


得 对 所 有 + 上 > to, 有 V(z,t) > V(z), V(0,t) = 0, 则 称 时 变 函 数 V(z,t) 在 域 Q (Q 包含 状态 
空间 原点 ) 内 是 正定 的 . 


7.1 “系统 平衡 状态 与 稳定 性 定义 ”303 


2. 纯 量 函数 的 负 定 性 
WR —V (a) 是 正定 函数 , 则 纯 量 函数 V (z) 称 为 负 定 函数 . 
3. 纯 量 函 数 的 正 半 定 性 
如 果 纯 量 函数 V (z) 除了 原点 以 及 某 些 状 态 等 于 零 外 , ER 2 内 所 有 状态 都 是 正定 的 ， 
W V(x) 称 为 正 半 定 纯 量 函数 . 
4. 纯 量 函 数 的 负 半 定性 
WR -VY(z) 是 正 半 定 函数 , 则 纯 量 函数 V (z) 称 为 负 半 定 函 数 . 
5. 纯 量 函数 的 不 定性 
如 果 在 域 2 内 , 不 管 域 2 ZAN, V(x) 既 可 为 正 值 , 也 可 为 负 值 , 纯 量 函数 V (z) 称 为 
不 定 的 纯 量 函数 . 
例 7.1.1 纯 量 函数 的 例子 , 设 z 为 二 维 向 量 , 有 下 列 结论 . 
(1) V(z) = 2z2 + 313 是 正定 的 . 
2) V(x) = z? + z1iz2 + z2 是 正定 的 . 


(z) 
3) V(x) = (zi + 2z2)2 是 正 半 定 的 . 
4) V(z) = —z2 — 2(3zl — 4z2)2 是 负 定 的 . 
5) V(x) = z2 + 10z1z2 是 不 定 的 . 
2 
6) V(z) = 223 + Ç E 二 是 正定 的 


7.1.4 ”二 次 型 函数 
用 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 稳定 性 分 析 , 一 类 纯 量 函数 是 很 重要 的 , 即 二 次 型 函数 . 例如 ， 


pıı P12 `: Pin Tı 
V(x) = æ" Pz = [z1,Z2,: ` , Zn] p12 pa E Pin T2 
Pin Pan … Pnn Tn 
其 中 z := [zi1,72,… En] € R" 为 实 向 量 , P := [py] e Rnxn 为 实 对 称 矩 阵 (P = Pr, 
Pij = pji). 


二 次 型 V(z) 的 正定 性 可 用 西 尔 维 斯 特 准则 判断 . 该 准则 指出 , 二 次 型 Y(z) 为 正定 的 
充 要 条 件 是 矩阵 P 的 所 有 主子 行列 式 均 为 正 值 , 即 


pi P12 ` Pin 
Pı2 P22 … Pon 
pu > 0, pi pi2 e de ; 和 0. 
pi2 P22 1 > : 
Pin P2n `` Pnn 


如 果 上 面 所 有 主子 行列 式 大 于 等 于 零 , V(z) 就 是 正 半 定 的 . 如 果 -V (£) 是 正定 的 , 则 V (z) 
是 负 定 的 . 同样 , WR —V (a) 是 正 半 定 的 , U V(x) 是 负 半 定 的 . 
例 7.1.2 ”研究 下 列 二 次 型 的 正定 性 ， 


V(z) = £? + 2z2 + 4z2 + 27172 — 27173 — 2z2z3. 
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B KH V(x) 可 写 为 


t | Z 
V(=z) = =" P= = [x1, 12, 73] 1 2 -1 z2 |. 
一 一 1 4 T3 


利用 西 尔 维 斯 特 准则 , 考察 其 主子 行列 式 : 


Bi E- iei 
1>0, j: |= 1 2 -1|=3>0. 


-1 -1 4 


因为 矩阵 P 的 所 有 主子 行列 式 均 为 正 , 所 以 V (a) 是 正定 的 . 
7.2 ” 李 雅 普 诺 夫 第 一 方法 

李 雅 普 诺 夫 第 一 方法 又 称 间 接 法 ， 它 的 基本 思路 是 通过 系统 状态 方程 的 解 来 判别 系统 
的 稳定 性 . 对 于 线性 定常 系统 , 只 需 解 出 特征 方程 的 根 即 可 判断 稳定 性 , 这 是 很 麻烦 的 , 简单 
的 方法 是 利用 劳 斯 判 据 判断 系统 特征 方程 的 根 是 否 在 左 半 复 平面 即 可 . 


对 于 可 近似 线性 化 的 非 线性 系统 (在 平衡 点 邻 域 存在 偏 导 数 ), 则 可 通过 线性 化 处 理 , 取 
其 一 次 近似 得 到 线性 化 方程 , 然后 再 根据 其 特征 根来 判断 系统 的 局 部 稳定 性 . 


7.2.1 ”线性 系统 的 稳定 判 据 


考虑 线性 时 不 变 系 统 : 
#=Am+bu, z(to)= zo, ZT) 
1 = cz + du, (7.2.2) 


其 中 z e R" 为 状态 向 量 、w e R 为 系统 输入 、y c R 为 系统 输出 、A eR, b e Rn. ce 
RIxn、de R 为 系统 参数 . 

系统 (7.2.1) 有 唯一 的 平衡 状态 z, = 0, 这 个 平衡 状态 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 矩阵 4 的 
所 有 特征 值 均 具有 人 负 实 部 . 

线性 系统 的 稳定 性 只 与 系统 矩阵 A 有 关 , 与 系统 输入 u 无 关 , 也 与 控制 系数 向 量 b 和 
输出 系数 向 量 c 无 关 , 与 轨迹 的 初始 时 间 如 和 初始 状态 z(to) 无 关 . 因此 线性 系统 的 稳定 
是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 也 就 是 说 , 当 输 入 为 零 时 , 从 任何 初始 状态 出 发 的 轨迹 , 随 着 时 间 的 推 
移 , 都 会 趋 于 状态 空间 的 原点 ; 当 输 入 有 界 时 , 系统 的 输出 也 是 有 界 的 . 

以 上 讨论 的 都 是 指 系统 的 状态 稳定 性 , 或 称 内 部 稳定 性 . 从 系统 (7.2.1)~(7.2.2) 方程 看 ， 
状态 稳定 , 输出 y 就 稳定 . 但 从 能 控 性 与 能 观测 性 角度 看 , 如 果 不 稳 定 的 状态 不 能 观测 , 就 不 
会 在 输出 中 体现 , 因此 不 能 观测 的 状态 不 稳定 , 系统 的 输出 也 可 能 是 稳定 的 . 这 就 引出 了 系 
统 输出 的 稳定 性 . 如 果 系 统 对 于 有 界 输入 u 所 引起 的 输出 y 是 有 界 的 , 则 称 系统 为 输出 稳 
定 或 称 有 界 输入 有 界 输出 稳定 (Bounded Input Bounded Output Stability, BIBO 稳定 ). 

从 以 上 分 析 可 得 结论 : 线性 时 不 变 系统 输出 稳定 的 充分 条 件 是 其 传递 函数 


G(s) = c(sI — A) b+ d 
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的 所 有 极点 都 位 于 s 的 左 半 平 面 , 即 系统 特征 方程 |sT — A| = 0 的 根 在 左 半 平 面 . 下 面 的 例 
子 证 实 了 这 一 结论 . 
例 7.2.1 设 系 统 的 状态 空间 模型 为 


y=[1, 0]z. 
研究 该 系统 的 状态 稳定 性 与 输出 稳定 性 . 
解 ” 对 于 该 系统 , 有 
-1 0 
A= ( w. J: 
其 特征 方程 为 
Pr-4l=| Kuy 


可 求 得 两 个 特征 值 Aí = —1, Aə = 2. 故 该 系统 的 状态 不 是 渐 近 稳定 的 . 系统 的 传递 函数 
G(s)=c(sI — A)-'b+d 


sti 0NA a= 1 
-ba (() - a 5 = 
可 见 传递 函数 的 极点 s = -1 位 于 s 的 左 半 平面 , 故 系统 输出 稳定 . 这 是 因为 具有 正 实 部 的 
特征 值 2 — 2 被 系统 的 零点 s 2 对 消 了 , 所 以 在 系统 的 输入 输出 特性 中 没 被 表现 出 来 . 由 
此 可 见 , 只 有 当 系 统 的 传递 函数 G(s) 不 出 现 零 、 极 点 对 消 现 象 时 , 即 矩阵 4 的 特征 值 与 系 
统 传递 函数 G(s) 的 极点 相同 , 此 时 系统 的 状态 稳定 性 才 与 其 输出 稳定 性 相 一 致 . 


7.2.2 ” 非 线 性 系统 的 稳定 性 

设 系统 的 状态 方程 为 

ë = f(z,t), (7.2.3) 
其 中 z e R" 为 状态 向 量 ; f(z,t) := [fi (z, t), fa(2,t), = , falx, t)]" € R" 为 状态 z(t) 和 时 间 
t 的 向 量 函数 , 且 对 z 具有 连续 的 偏 导数 . 

设 z = ze 为 系统 (7.2.3) 的 平衡 状态 . 为 讨论 系统 在 平衡 状态 z = ze 处 的 稳定 性 , 将 
非 线性 函数 f(x, t) 在 z = m, 邻 域内 展 成 泰勒 级 数 : 


f(z,t) = f(ze,t) + 5 gr (z — ze) + R(z), (7.2.4) 


一 Ze 


其 中 当 z 充分 接近 z, 时 , 余 项 R(z) 为 lz — ze| 的 高 阶 无 穷 小 , 可 记 作 尽 (z) := o(z — £e), 
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PEE 为 雅 可 比 短 阵 (Jacobian Matrix): 


Ofi(z,t) Ofi(z,t) aand Əf (z, t) 
xı Ox» Or, 
afa(x, t) Of ~ Əfə(x,t) 
Jæ) eL | ôx Oza Os | eRe, 
Əf.(ez,t) Of.) ~ Ofn(z,t) 
xı Oz» Oz, 


为 便于 讨论 , 这 里 设 f(o,t) = 0, 即 平衡 状态 ze = 0, 否则 可 以 通过 坐标 变换 将 平衡 点 
移 到 状态 空间 原点 . 在 这 种 假设 下 , 式 (7.2.4) 变 为 

f(z,t) = 305, + R(x). (7.2.5) 
联 立 式 (7.2.3) 和 式 (7.2.5) 可 得 

g= Q $) x + R(x) 

= Az + R(x). (7.2.6) 

如 果 忽 略 上 式 中 的 高 阶 项 Ræ), 就 得 到 一 个 在 平衡 点 ze = 0 的 近似 线性 化 系统 + = Az, 
其 中 近似 系统 的 系统 矩阵 为 


Əf(0,t) _ Of(z,t) 


A= = “s k s 

对 于 近似 系统 (7.2.6), 李 雅 普 诺 夫 给 出 下 述 结论 . 

(1) 如 果 近 似 系统 (7.2.6) 中 系数 矩阵 A 的 所 有 特征 值 都 具有 负 实 部 , 则 原 非 线性 系统 
(7.2.3) 在 平衡 状态 z。= 0 是 渐 近 稳定 的 , 而 且 系统 的 稳定 性 与 R(z) 无 关 . 注意 , 特征 值 
X= -7A 不 算 具有 负 实 部 , 因为 当 t— oo 时 , X — 0. 

(2) 如 果 4 的 特征 值 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 则 原 非 线性 系统 的 平衡 状态 z, = 0 是 不 
稳定 的 . 

(3) 如 果 4 的 特征 值 至 少 有 一 个 的 实 部 为 零 , 则 系统 处 于 临界 情况 , 那么 原 非 线性 系统 
的 平衡 状态 z。 的 稳定 性 将 取决 于 高 阶 导数 项 Ræ), 而 不 能 由 A 的 特征 值 符号 来 确定 . 

例 7.2.2 ” 设 系 统 状 态 方程 为 


tı = fı (21, z2) = zi 一 27172， 


t2 = fa(£1, £2) = —z2 + 3z1Z22, 


试 分 析 系统 在 平衡 状态 处 的 稳定 性 ， 
E Pranz Ta, (常数 向 量 ) 代入 系统 方程 得 到 


T2e 


Lie = Tle 一 27lez2e = 0. 
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Za2e = —T2e + 3T1eT2e = 0. 
故 系统 有 两 个 平衡 状 态 za = (0) M =o = (12): 
在 z = zel 处 , 我 们 有 
oj(ziz2z) Ofi(z1,72) 


ðr Or2 
Əfə(zu,z2) Əfoə(zi,zə2) 
Or1 Or2 


w= 


sey 一 2z1 ) = 
kç 3z2 —1+3zi 2 NO -1 )’ 
其 特征 值 为 Ai = -1 Xa = 1, 有 一 个 正 特 征 值 , 可 见 原 非 线 性 系统 在 sea 处 是 不 稳定 的 . 
在 x = ze 处 , 我 们 有 
2 
1 — 27 一 27 0 —2 
A= ( 37z2 Asa ) =- 3 
2 
其 特征 值 为 和 = + /—1, 实 部 为 零 , 因而 不 能 由 线性 化 方程 得 出 原 系统 在 ze 处 稳定 性 的 结 
论 . 这 种 情况 要 应 用 下 面 将 要 讨论 的 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 进行 判定 . 
例 7.2.3” 设 系 统 状态 方程 为 


tı = fi(zi, z2) = 一 Z1 一 27172， 
t2 = f2(z1i, £2) = —2z2 + 3Z172， 
试 分 析 系 统 在 平衡 状态 处 的 稳定 性 . 


解 ”该 系统 有 两 个 平衡 状态 za = (0 ) 和 =o = ( 27). Æ = = =a 处 ,我 们 有 


一 1/2 
ðfı(zı, £2) Ofi(z1,72) 
Äe | Or1 Or2 | 


Əðfə(z1, £2) Əf2(11, 12) 
Or1 Or2 


T=Zel 


3x2 =2 +321 /。 i - 0 —2/' 
其 两 个 特征 值 为 Xi = -1 和 A = -2 均 为 负 , 故 原 非 线性 系统 在 z。1 处 是 稳定 的 . 在 z = z 
处 , 我 们 有 


_ í -1-—2z2 一 2z1 ) _/-1 0 
一 Te 


4 
一 1 一 272 一 2z1 0 3 
A= = 3 ç 
372 -2+371 J; a 2 0 
° 2 


其 特征 值 为 = V2, 有 一 个 特征 值 为 正 , 故 原 系统 在 ze。 处 不 稳定 . 
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经 典 力 学 理论 告诉 我 们 , 对 于 一 个 振动 系统 , 当 系 统 总 能 量 (正定 函数 ) 连续 减 小 (这 意 
味 着 总 能 量 对 时 间 的 导数 必然 是 负 定 的 ), 直到 平衡 状态 时 为 止 , 则 振动 系统 是 稳定 的 . 


38 第 7 章 ” 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 分 析 


如 果 系统 有 一 个 渐 近 稳定 的 平衡 状态 , 则 当 其 运动 到 平衡 状态 的 吸引 域内 时 , 系统 存储 
的 能 量 随 着 时 间 的 增长 而 衰减 , 直到 在 平稳 状态 处 达到 极 小 值 为 止 . 这 就 是 李 雅 普 诺 夫 第 二 
方法 , 也 就 是 李 雅 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 . 


7.3.1 ” 李 雅 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 


对 于 一 些 纯 数学 系统 , 根本 没有 “能 量 函 数 ”. 为 了 克服 这 个 困难 , 李 雅 普 诺 夫 引 出 了 一 
个 虚构 的 能 量 函 数 , RA 李 雅 普 诺 夫 函 数 (Lyapunov Function). 当然 , 这 个 函数 无 疑 比 能 量 
更 为 一 般 , 并 且 其 应 用 也 更 为 广泛 . 实际 上 , 任 一 纯 量 函数 只 要 满足 李 雅 普 诺 夫 稳 定 定 理 ( 见 
定理 7.3.1 和 定理 7.3.2 的 假设 条 件 ), 都 可 作为 李 雅 普 诺 夫 函 数 (对 于 简单 系统 , 可 以 推测 出 
适当 的 李 雅 普 诺 夫 函数 ; 对 于 复杂 系统 , 要 想 找到 李 雅 普 诺 夫 函 数 可 能 十 分 困难 ). 

李 雅 普 诺 夫 函 数 与 状态 zi 7x2,… ,zn 和 时 间 上 AXK, 我 们 用 V(z1,2z2,… ,zn,t) 或 者 
V(z,t) 来 表示 李 雅 普 诺 夫 函数 . 如 果 在 李 雅 普 诺 夫 函 数 中 不 含 t, WH V(z1,z2,… ,zn) 或 
V(x) 表示 . 在 李 雅 普 诺 夫 函 数 第 二 方法 中 , V(x, t) 和 其 对 时 间 的 导数 (全 导数 ) 

. dV(z,t OV(z,t)dr OV(z,t 

Wd miss xa. s 
的 符号 特征 , 提供 了 判断 平衡 状态 处 的 稳定 性 、 渐 近 稳定 性 或 不 稳定 性 的 准则 , 而 不 必 直 接 
求 出 方程 的 解 (这 种 方法 既 适 用 于 线性 系统 , 也 适用 于 非 线 性 系统 ). 

设 z 为 n 维 实 向 量 , 且 其 纯 量 函数 V(z) 是 正定 的 , 则 满足 V(z) = C 的 状态 x 处 于 
n 维 状 态 空间 的 封闭 超 曲 面 上 , 且 包 含 状态 空间 的 原点 , 式 中 C 是 正常 数 . 随 着 ||z|| 一 co, 
上 述 封 闭 曲面 可 扩展 为 整个 状态 空间 . 如 果 C < Co, 则 超 曲 面 V (z) = C, 完全 处 于 超 曲 面 
V(x) = C2 的 内 部 . 

对 于 给 定 的 系统 , 若 可 求 得 正定 的 纯 量 函数 V (z), 使 其 沿 轨迹 对 时 间 的 导数 总 为 负 值 ， 
则 随 着 时 间 的 增加 , V (z) 的 取 值 C 将 越 来 越 小 . 随 着 时 间 的 进一步 增长 , 最 终 V (z) 变 为 零 ， 
而 z 也 趋 于 零 . 这 意味 着 , 状态 空间 的 原点 是 渐 近 稳定 的 . 李 雅 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 就 是 前 
述 事实 的 普遍 化 , 它 给 出 了 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 . 该 定理 总 结 如 下 . 

定理 7.3.1 ” 李 雅 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 

假设 系统 的 状态 方程 为 z = f(z,t), 且 对 所 有 t, 了 (0,t) = 0. 如 果 存 在 一 个 具有 连续 一 
阶 偏 导数 的 纯 量 函数 V(z,t), 且 满 足以 下 条 件 : 

Q@V(z,t) 是 正定 的 ， 

@V(z,t) 是 负 定 的 . 

则 在 原点 处 的 平衡 状态 是 一 致 渐 近 稳定 的 . 

此 外 , 如 果 随 着 |æ 一 co, 有 V(z,t) 一 oo, 则 在 原点 处 的 平衡 状态 是 大 范围 一 致 渐 近 
稳定 的 . 该 定理 可 直接 由 渐 近 稳定 性 定义 证 明 . 

例 7.3.1 ”研究 下 列 状态 方程 的 平衡 状态 及 其 稳定 性 ， 


tı = T2 — t1 (12 + z2), 


t2 = —zi — z2(z2 + z2). 

解 ” 令 t= zue, za = T20 代入 状态 方程 , 可 知 原点 (zle = 0, £2, = 0) 是 唯一 的 平衡 
状态 . 定义 一 个 正定 纯 量 函数 V (z) = z? + z2, 其 对 时 间 的 导数 为 

V(z)=2zl2l 十 27272 
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2zi[za — z1(z1 + z2)] + 2z2[—zi — z2(z1 + z2)] 
=—2(2? +23). 

它 是 负 定 的 , 这 说 明 V (z) 沿 任 一 轨迹 连续 地 减 小 , 因此 V (z) 是 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 由 于 
V(x) Bü = 偏离 平衡 状态 趋 于 无 穷 而 变 为 无 穷 , 则 按照 定理 7.3.1, 该 系统 在 原点 处 的 平衡 状 
态 是 大 范围 浙 近 稳定 的 . 

注 7.3.1 E V(x) 取 一 系列 的 常 值 0, Ci, C2,… (0 < O, < Ca < :::), W V(z) = 0 
对 应 于 状态 空间 的 原点 , 而 V(z) = C1, V(z) = G>, …, 描述 了 包围 状态 空间 原点 的 互 不 
相交 的 一 簇 球 , 如 图 7.3.1 所 示 . 还 应 注意 , 由 于 V(z) 在 径 向 是 无 界 的 , 即 随 着 ||z|| 一 co, 
V(z,t) 一 co, 所 以 这 一 簇 球 可 扩展 到 整个 状态 空间 . 

注 7.3.2 ”由 于 球 V(z) = Ck 完全 处 在 V(z) = Cry 的 内 部 , 所 以 典型 轨迹 从 外 向 里 
通过 V 球 的 边界 . 因此 李 雅 普 诺 夫 函数 的 几何 意义 可 阐述 如 下 . V (z) 表示 状态 z 到 状态 空 
间 原 点 距离 的 一 种 度量 . 如 果 原 点 与 瞬间 状态 z(t) 之 间 的 距离 随 t 的 增加 而 连续 减 小 , 因 
V(z(t)) < 0, 就 有 z(t)|| 一 0. 

注 7.3.3 ”虽然 定理 7.3.1 是 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 基本 定理 , 但 是 它 还 有 些 限 制 条 件 ， 
即 Y(z, 必须 是 负 定 函数 . 如 果 在 V(z,t) 上 附加 一 个 限制 条 件 , 即 除 了 原点 以 外 , 沿 任 一 
轨迹 V (z, t) 均 不 恒 等 于 零 , WER V(z,t) 负 定 的 条 件 可 用 V(x, t) 取 负 半 定 的 条 件 代替 . 


图 7.3.1 等 V 圆 和 典型 轨迹 


定理 7.3.2 ”假设 系统 的 状态 方程 为 z = f(z,t), 且 对 所 有 t> to, f(0,t) = 0. 若 存在 
具有 连续 一 阶 偏 导 数 的 纯 量 函数 V (x,t) 满足 以 下 条 件 : 

© V(xz,t) 是 正定 的 ; 

© V(z, 是 负 半 定 的 ; 

@ 对 任 一 如 和 任 一 zo Z 0, Æ t > to 时 , V[6é(t;mo,to),t] 不 恒 等 于 零 , 其 中 z(t) := 
plt; mo, to) 表示 在 如 时 从 zo 出 发 的 轨迹 或 解 . 则 在 系统 原点 处 的 平衡 状态 是 大 范围 渐 近 稳 
定 的 . 

注 7.3.4 注意 , 若 V(z,b 不 是 负 定 的 , 而 只 是 负 半 定 的 , 则 典型 点 的 轨迹 可 能 与 某 个 
特定 曲面 V (z, t) = C 相 切 , 然而 由 于 V|é(t; zo, to), t] 对 任 一 to 和 任 一 zo Z 0, Æ t > to Bf 
PESTE, 所 以 典型 点 就 不 可 能 保持 在 切 点 处 (在 这 点 上 , V (m. t) = 0), 因而 必然 要 运动 到 
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然而 , 如 果 存 在 一 个 正定 的 纯 量 函数 V (a, t), 使 得 V(z,t) 始终 为 零 , 则 系统 可 以 保持 在 
一 个 极限 环 上 . 在 这 种 情况 下 , 原点 处 的 平衡 状态 称 为 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 稳定 的 . 

如 果 系 统 平衡 状态 ze = 0 是 不 稳定 的 , 则 存在 纯 量 函数 W (z, t), 可 用 其 确定 平衡 状态 
的 不 稳定 性 . 下 面 介绍 不 稳定 性 定理 . 

定理 7.3.3 ” 李 雅 普 诺 夫 不 稳定 性 定理 

假设 系统 的 描述 方程 为 z= f(z,t), 且 对 所 有 t> to, f(0,t) = 0. 若 存在 一 个 具有 连续 
一 阶 偏 导数 的 纯 量 函数 W(z,t) 满足 以 下 条 件 : 

中 W(ea, t) 在 原点 附近 的 某 一 邻 域内 是 正定 的 ; 

@ W(z,t) 在 同样 的 邻 域内 是 正定 的 . 
则 原点 处 的 平衡 状态 是 不 稳定 的 . 

下 面 比较 线性 系统 稳定 性 与 非 线性 系统 稳定 性 . 在 线性 定常 系统 中 , 若 平衡 状态 是 局 
部 渐 近 稳定 的 , 则 它 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 然而 在 非 线性 系统 中 , 局 部 渐 近 稳定 的 平衡 状态 
一 般 不 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 因此 , 线性 定常 系统 平衡 状态 的 渐 近 稳定 性 的 含义 和 非 线性 系 
统 的 含义 完全 不 同 . 

如 果 要 检验 非 线 性 系统 平衡 状态 的 渐 近 稳定 性 , 则 非 线性 系统 的 线性 化 模型 稳定 性 分 析 
远 远 不 够 , 必须 研究 没有 线性 化 的 非 线 性 系统 . 有 几 种 基于 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 方法 可 达 
到 这 一 目的 , 包括 用 于 判断 非 线性 系统 渐 近 稳定 性 充分 条 件 的 克拉 索 夫 斯 基 方法 、 用 于 构 
成 非 线 性 系统 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 舒 尔 茨 一 基 布 生变 量 一 梯度 法 、 用 于 某 些 非 线性 控制 系统 
稳定 性 分 析 的 卢 厄 意 法 , 以 及 用 于 构成 吸引 域 的 波 波 夫 方法 等 . 下 面 仅 讨 论 克拉 索 夫 斯 基 
方法 . 


7.3.2 “克拉 索 夫 斯 基 方 法 


克拉 索 夫 斯 基 方 法 给 出 了 非 线性 系统 平衡 状态 渐 近 稳定 的 充分 条 件 . 

在 非 线性 系统 中 , 可 能 存在 多 个 平衡 状态 . 可 通过 适当 的 坐标 变换 , 将 所 要 研究 的 平衡 
状态 变换 到 状态 空间 的 原点 . 所 以 , 可 把 要 研究 的 平衡 状态 取 为 原点 . 现 介绍 克拉 索 夫 斯 基 
定理 . 

定理 7.3.4 ”克拉 索 夫 斯 基 定 理 

设 系统 为 = f(x), 其 中 z := [z1i,z2,: , En] ER” 为 n 维 状态 向 量 , f(x) := [f. (z), 
fala), fala) 为 n 维 实 函 数 向 量 , 是 x1,7z2,… ,zn 的 非 线 性 函数 , 假设 f(0) = 0, f(z) 
对 zi 可 微 , i = 1,2, ,n. 将 该 系统 的 雅 可 比 和 矩阵 定义 为 


ah ðh ðh 
orzl Əx> Ozn 
Of。 fz 09f2 

F(ż):= sO, = xı Əx> Orn ER 
ha Oh Əh 


Ori1 Or2 We Orn 
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定义 函数 矩阵 
-Q(x) := F(x) + F(x), 


式 中 F(x) 是 雅 可 比 矩 阵 F(z) WREE, Q(z) 为 实 对 称 矩 阵 . WREE Q(z) 是 正定 
的 , 则 平衡 状态 z = 0 是 渐 近 稳定 的 . 该 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 


V(e) = f° (x) f(x). 


此 外 , 若 随 着 æl 一 co, f*(z)f(a:) 一 co, 则 平衡 状态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 

证 明 ”由 于 Qa) 是 正定 的 , 所 以 除 x= 0 外 , Q(z) 的 行列 式 处 处 不 为 零 . 因而 , 在 
整个 状态 空间 中 , 除 = = 0 这 一 点 外 , 没有 其 他 平衡 状态 , 即 在 z Z 0 时 , f(z) Z 0. 因为 
f(0) = 0, fE z Z 0 BF, f(z) Z 0, B. V(x) = f*(z)f(a), 所 以 V(z) 是 正定 的 . 注意 到 


— = F(z)# = F(z)f(z). 


V(x) 对 t 的 导数 为 
V(z)= f*(z)f(a) + f" (z) f (x) 
= [F (x) f(x)" f(x) + f" (z)F(z)f(ez) 
= f" (x)[F" (x) + F(x)]f (s) 
=- f" (x)Q(x)f (x), 
因为 Q(z) 是 正定 的 , 所 以 V (a) 是 负 定 的 . 因此 V (z) 是 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 原点 是 渐 近 
稳定 的 . 进一步 , WR æl 一 co, V(z) = f7(z)f(z) 趋 于 无 穷 , 则 根据 定理 7.3.1 可 知 , 平衡 
状态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 

注 7.3.5 “克拉 索 夫 斯 基 定 理 与 通常 的 线性 化 方法 不 同 , 它 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 这 个 
定理 给 出 了 非 线性 系统 大 范围 渐 近 稳定 性 的 充分 条 件 , 注意 是 充分 条 件 , 所 以 非 线性 系统 的 
平衡 状态 即使 不 满足 上 述 定理 所 要 求 的 条 件 , 也 可 能 是 稳定 的 . 因此 , 在 应 用 克拉 索 夫 斯 基 
定理 时 , 必须 十 分 小 心 , 以 防止 对 非 线性 系统 平衡 状态 的 稳定 性 作出 错误 的 结论 . 克拉 索 夫 
斯 基 定 理 对 线性 系统 则 是 充 要 条 件 . 

例 7.3.2 ”考虑 含有 两 个 非 线性 的 二 阶 系统 : 

tı = fı (z1) + f2(22), 

£2 = z1 + az2. 
假设 f (0) = 户 (0) = 0, fi(z1) 和 fo(z2) 是 实 函数 , 且 可 微 . 又 假设 随 着 |z|| 一 co, [fi (zi) + 
fa (z2)]2 + [(£1 + aza)]2 一 co, 试 确 定 使 平衡 状态 x = 0 渐 近 稳定 的 充分 条 件 . 

解 ”在 该 系统 中 , 我 们 有 


F(z) = af) = ( led filea) l 


于 是 有 
Q(z7)=-F" (x) — F(x) 
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= Sa ) lk he) )， 
+ Jo(z2 a 
由 克拉 索 夫 斯 基 定 理 可 知 , WR Q (=) 是 正定 的 , 则 所 考虑 系统 的 平衡 状态 r= 0 是 大 范围 渐 
近 稳 定 的 . 因此 , 若 对 所 有 z: Z 0, file) < 0; 对 所 有 zl Z 0,z> Z 0, 4aFi(zi) 一 [1 十 态 (zz)]2 > 
0. 则 平衡 状态 = = 0 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 

这 两 个 条 件 是 渐 近 稳定 的 充分 条 件 . 显然 , 由 于 稳定 性 条 件 完全 与 非 线性 函数 f(z1) 和 
户 (zz) 的 实际 形式 无 关 , 所 以 上 述 限 制 条 件 是 不 适当 的 . 

现 将 定理 7.3.4 推广 如 下 . 

定理 7.3.5 “扩展 克拉 索 夫 斯 基 定 理 

设 系统 为 z = f(x), 其 中 x e R”, 假设 f(0) = 0, f(z) e R" 的 雅 可 比 矩 阵 为 


a, 


F(x) := e 了 "xm 
Q PER i 定义 函数 矩阵 
—Q(z) := F(z)P + PF(z). 


如 果实 对 称 和 矩阵 Q(z) 是 正定 的 , 则 平衡 状态 z = 0 是 渐 近 稳定 的 . 该 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函 
数 为 


V(e) = f" (z)P f(z). 
此 外 , 若 随 着 |z|| > oo, f*(z)P fz) > co, 则 平衡 状态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 
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有 许多 方法 可 用 于 研究 线性 时 不 变 系 统 的 渐 近 稳定 性 . 例如 , 对 连续 时 间 系 统 + = As 
在 原点 处 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 A E R 的 所 有 特征 值 均 有 负 实 部 , 或 者 特征 多 项 式 


|sT — A| = s” + a18"! 十 .十 on-18 十 an 


为 零 时 的 根 具有 负 实 部 . 

李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 也 可 以 判定 线性 时 不 变 系统 的 稳定 性 .线性 定常 系统 平衡 状态 的 
稳定 性 很 容易 通过 李 雅 普 诺 夫 第 二 种 方法 来 研究 . 下 面 用 李 雅 普 诺 夫 方法 分 析 线 性 时 不 变 系 
统 的 稳定 性 . 


7.4.1 ”线性 时 不 变 连 续 时 间 系 统 
考虑 下 列 线性 时 不 变 连 续 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant Continuous-Time System): 


t= Az, (7.4.1) 


AP z € R" 为 状态 向 量 , A € 了 "xm 为 给 定 的 常数 矩阵 . 这 个 系统 没有 输入 , 是 一 个 自治 系 


统 (Autonomous System). 
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假设 A 是 非 奇 异 矩 阵 , 则 由 Az, = 0 可 以 确定 系统 有 唯一 的 平衡 状态 ze = 0, 它 位 于 
状态 空间 原点 处 . 
为 系统 (7.4.1) 选取 一 个 可 能 的 李 雅 普 诺 夫 函数 , 如 选择 一 个 正定 二 次 型 


V(z)= z" Pa, 


AP P = Pr 为 对 称 实 正定 阵 . V (z) 沿 任 一 轨迹 对 时 间 t 的 导数 为 
V(x) = ë! Pa + z" Pë 
= (Ax)" Px + zT P Ag = =" AT Pe + x£” P Am 
=="(ATP + P A)z = —-x"Qrz, 
RP Q = —(Ar*P + PA) e Rnxn. 
由 于 V(z) 是 正定 的 , 对 于 渐 近 稳定 性 , 要 求 V(x) 为 负 定 的 , 故 Q 必须 是 正定 的 . 因此 ， 
对 于 线性 系统 (7.4.1), 其 渐 近 稳定 的 充分 条 件 是 Q 正定 的 . 为 了 判断 nxn 维和 矩阵 Q 的 正 
定性 , 可 采用 西 尔 维 斯 特 准则 , 即 和 矩阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 矩阵 的 所 有 主子 行列 式 均 为 正 值 . 
在 判别 V(x) 负 定 时 , 一 种 方法 是 给 定 一 个 正定 矩阵 P, 然后 计算 Q = —(ATP + PA), 
WR Q 是 正定 的 , 那么 系统 就 稳定 . 这 种 方法 看 起 来 容易 , 但 难以 实现 , 因为 可 能 给 定 的 正 
EERE P, 但 计算 出 的 Q 是 不 正定 的 . 例如 , W P = I (单位 阵 ), WR Q = -(47 + A) 是 
正定 的 , 系统 就 稳定 , 否则 Q 不 正定 , 就 不 能 判断 . 
实用 的 方法 , 不 是 先 指定 一 个 正定 矩阵 P, 然后 检查 Q 是 否 也 是 正定 的 , 而 是 先 指定 一 
个 正定 的 矩阵 Q (如 Q = T), 然后 再 检查 由 矩阵 方程 ATP + PA = -Q 确定 的 P 是 否 也 
是 正定 的 . 以 上 论述 可 归纳 为 下 列 定理 . 
定理 7.4.1 ”线性 系统 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 
设 系 统 方程 为 


£ = Az, 


AP z € R" 为 状态 向 量 , A cR” 为 给 定 的 非 奇异 常数 矩阵 , 则 平衡 状态 = = 0 为 大 范围 
渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 : 给 定 一 个 实 对 称 正定 矩阵 Q, 存在 一 个 实 对 称 正定 矩阵 P, 使 得 


4rP+P4=-Q 


成 立 . 二 次 型 V(z) = z" Pa 就 是 该 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 注意 , 在 所 考虑 的 线性 系统 中 ， 
如 果 平 衡 状 态 (原点 ) 是 渐 近 稳定 的 , 则 它 也 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 

在 应 用 定理 7.4.1 时 , 应 注意 以 下 问题 . 

(1) WR V(z) = —zT Q= 沿 任 一 条 轨迹 不 恒 等 于 零 , 则 Q 可 取 正 半 定 矩阵 . 

(2) 如 果 取 任意 的 正定 矩阵 Q, 或 者 如 果 V (z) 沿 任 一 轨迹 不 恒 等 于 零 , 可 取 一 个 任意 的 
正 半 定 矩阵 Q, 并 解 矩 阵 方程 


4rP+P4=-Q 


以 确定 P, 则 对 平衡 状态 = = 0 的 渐 近 稳定 性 , P 的 正定 是 个 充 要 条 件 . 
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注意 , WREE Q 满足 下 列 秩 的 条 件 : 
QY2 
QU24 


Tank = f, 


QW/2 An-! 


W V (z) 沿 任意 轨迹 不 恒 等 于 零 (参见 例 7.4.2). 

(3) 只 要 选择 的 矩阵 Q 为 正定 的 (或 根据 情况 选 为 正 半 定 的 ), 则 最 终结 果 与 具体 的 矩阵 
Q 的 选择 无 关 . 

(4) 为 了 确定 对 称 矩 阵 P 的 各 元 素 , 可 使 矩阵 ATP + PA AHERE -Q 的 各 元 素 对 应 相 
等 , 就 得 到 n(n + 1)/2 个 线性 方程 . 如果 用 和 1, 和 2,… , Xn 表示 矩阵 A 的 特征 值 , 每 个 特征 
值 的 重 数 与 特征 方程 根 的 重 数 是 一 致 的 , 并 且 如 果 每 两 个 根 的 和 X + 和 x Z 0, MJ P 的 元 素 
将 唯一 地 被 确定 . 注意 , BHEE A 表示 一 个 稳定 系统 , 那么 和 j + 和 x 的 和 总 不 等 于 零 . 

(5) 在 确定 是 否 存 在 一 个 实 对 称 正定 矩阵 P BF, 取 Q = I 是 很 方便 的 , 其 中 了 是 单位 
JERE. 于 是 , P 的 各 元 素 可 按 下 式 确定 : 


ATP+PA=-I, 


从 而 可 验证 P 是 否 正定 . 
例 7.4.1 设 二 阶 系统 方程 为 


人 
显然 , 平衡 状态 是 在 原点 . 试 确定 该 状态 的 稳定 性 . 
解 ” 设 假定 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 


V(x) = z=* Pax. 


将 P= ( Pr pi ) 代入 方程 ATP + PA = - 工 得 到 
D12 p2 


° T wa alge dj=( 3 
1 0 D12 p2 pi2 p2 -1 0 和 
将 矩阵 方程 展开 , 可 得 联 立 方程 组 : 
—4pı — 2p12 = —1, 
Pı 一 2p12 — p2 = 0, 
2p12 = —1. 
从 方程 组 中 解 出 Pı, P12, P2, 可 得 


3: 1 
( pı pi2 ) af 2-32 
Pı2 p2 1 I 
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为 了 验证 P 的 正定 性 , 我 们 来 校 核 各 主子 行列 式 : 


因此 P 是 正定 的 , 故 原点 处 的 平衡 状态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 , 而 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 


L 
V(x) = zx"Pz = 了 xi 一 2zlza + 322). 


其 对 时 间 的 导数 为 V(z) = 一 (z3 + z3). 
例 7.4.2 ”确定 如 图 7.4.1 所 示 系 统 的 增益 K 的 稳定 范围 . 


图 7.4.1 一 个 单位 反馈 控制 系统 


系统 的 状态 方程 为 


$ 0 1 0 2 0 
wa | = 0 一 2 1 T2 + 0 t; 
t3 -K 0 -1 T3 K 


在 确定 K 的 稳定 范围 时 , 假设 输入 v 为 零 . 于 是 上 式 可 写 为 


t1 = z2, (7.4.2) 
t2 = 一 272 + T3, (7.4.3) 
t3 = —K tı 一 T3. (7.4.4) 
由 式 (7.4.2); IÑ (7.4.4) 可 发 现 , 原点 是 平衡 状态 . 假设 取 正 半 定 的 实 对 称 矩 阵 Q 为 
0 0 0 
Q=| 000]. (7.4.5) 
o Ú 1 


由 于 除 原 点 外 V(x) = —z"Qz 不 恒 等 于 零 , 因此 可 选 上 式 的 Q. 为 了 证 实 这 一 点 , 注意 
V(z) = —zT"Q= = 一 z3， 


取 V(z) 恒 等 于 零 , 意味 着 zs WESTE. WR zs 恒 等 于 零 , z1 也 必 恒 等 于 零 , 因此 由 式 
(7.4.4) 可 得 0 = 一 Kz1 — 0. FÆ V(x) 只 在 原点 处 才 恒 等 于 零 . 因此 , 为 了 分 析 稳 定性 , 可 采 
用 由 式 (7.4.5) 定义 的 矩阵 Q. 或 者 , 可 检验 下 列 矩 阵 的 秩 : 
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Q1⁄2 
QA ce 
Q'1⁄2A2 


显然 , 对 于 K Z 0, 其 秩 为 3. 因此 可 选择 这 样 的 Q 用 于 李 雅 普 诺 夫 方程 . 
现在 求解 李 雅 普 诺 夫 方程 : 


Nocooooooo0o 
| 
POOPoOoPoOoC 


RooRmRooooo 


ATP + PA = -Q, 


它 可 重 写 为 


0 g == Dil Di2 p13 P11 Di2 p13 Ü $0 00 0 
1-2 0 Di2 p22 p23 | + | pi2 p22 p23 0 -2 1jJ=[00 0|. 
0 b 1 P13 P23 P33 P13 P23 P33 =K =l 0 0 -1 


以 上 方程 对 P 的 各 元 素 求解 , 可 得 
K?+12K 6K 
2-2K 1228K 
6K 3K K 
90K 1928 122 
K 6 
D-2K 2 
为 使 P 成 为 正定 矩阵 ,其 充 要 条 件 为 12-2KE > 0 #l K > 0, 或 者 0 < K < 6， 因 此 ， 
0 < K < 6 时 , 系统 在 通常 意义 下 是 稳定 的 , 也 就 是 说 , 原点 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 


7.4.2 ”线性 时 不 变 离 散 时 间 系 统 
考虑 下 列 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 (Linear Time-Invariant Discrete-Time System): 


0 


0 


zk 二 1) = Az(k), (7.4.6) 


式 中 z(k) € R" 为 状态 向 量 ; A cR” 为 给 定 的 常数 矩阵 . 

假设 A 是 非 奇异 矩阵 , 则 由 Az, = 0 可 以 确定 系统 有 唯一 的 平衡 状态 ze = 0, 它 位 于 
状态 空间 原点 处 . 

为 系统 (7.4.6) 选取 一 个 可 能 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 如 选择 一 个 正定 二 次 型 


V[æ(k)] = z" (k) Pe((k), 


RH P = Pr 为 对 称 实 正定 阵 . V[z(k)] 的 增 量 为 
AV[z(k)]:= V[e(k + 1)] -YE = z*(k + 1)Pa(k + 1) — V[æ(k)] 
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= [Az(k)] PAz(k) — £" (k)Px(k) = =T(k)AT P Az(k) — TT (k)Px(k) 


= z=T(k)[AT P.A — Plz(k) = —zT(k)Q=(k) 
R Q = -(ATPA - P) e R”, 


(7.4.7) 


由 于 V[z(k)] 是 正定 的 , 对 于 渐 近 稳定 性 , 要 求 AV[z(k)] 为 负 定 的 , 故 Q 必须 是 正定 


的 . 因此 , 对 于 线性 离散 时 间 系 统 (7.4.6), 其 渐 近 稳定 的 充分 条 件 是 Q 正定 . 为 了 判断 nxn 
维和 矩阵 Q 的 正定 性 , 可 采用 西 尔 维 斯 特 准则 , 即 矩 阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 矩阵 的 所 有 主子 行 


列 式 均 为 正 值 . 


在 判别 AV[z(k)] 负 定 时 , 一 种 方法 是 先 指 定 一 个 正定 的 矩阵 Q, 然后 再 检查 由 矩阵 方 


程 ATPA — P = -Q 确定 的 书 是 否 也 是 正定 的 . 以 上 论述 可 归纳 为 下 列 定理 . 


定理 7.4.2 ”线性 离散 时 间 系 统 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定理 


设 系 统 方程 为 m(k + 1) = Az(k), RF z(k) e R" 为 状态 向 量 , A cR” 为 给 定 的 非 奇 
异常 数 和 矩阵 , 则 平衡 状态 z = 0 为 大 范围 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 : 给 定 一 个 实 对 称 正定 矩阵 


Q (最 简单 取 Q = I), 存在 一 个 实 对 称 正定 矩阵 P, 使 得 
4rP4- 书 =-Q 


成 立 . 二 次 型 V |[m(k)] = z" (k)P=(k) 就 是 该 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函数 . 
在 应 用 定理 7.4.2 时 , 应 注意 以 下 问题 . 


(1) 如 果 VIz(k)] = —zT(k)Q=(k) 沿 任 一 条 轨迹 不 恒 等 于 零 , 则 Q 可 取 正 半 定 矩阵 . 
(2) 如 果 取 任意 的 正定 矩阵 Q, 或 者 如 果 V(z) 沿 任 一 轨迹 不 恒 等 于 零 , 可 取 一 个 任意 的 


正 半 定 矩阵 Q, 并 解 矩 阵 方程 
4rP4- 己 =-Q 


以 确定 P, 则 对 平衡 状态 x = 0 的 渐 近 稳定 性 , P 的 正定 是 个 充 要 条 件 . 


例 7.4.3 ” 设 二 阶 系统 方程 为 
zi(k+1)) _ 0 06 zi (k) 
(awin) =( -o8 14) (a )' 
显然 , 平衡 状态 是 在 原点 . 试 确定 该 状态 的 稳定 性 . 
解 ” 设 假定 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 
V[z(k)] = £7 (k)Pz(k). 


将 书 = ( Pi -Piz ) 代入 方程 ATPA - P = -IT 得 到 
p12 p2 


(os “14 ) Coa m ) C-os 14)- Cra m )=C 
0.6 1.4 Pı2 P2 —0.8 1.4 p12 P2 


—0.8p12 —0.8p2 0 061 Y_/í( mn pn Y _ 
0.6pi + 1.4pı2 0.6pı2 + 1.4p2 —0.8 1.4 p12 P2 


( 0.64p2 


一 0.48pl2 — 1.12p2 = Pı Pi2 š 
一 0.48pl2 — 1.12p2 0.36pı + 1.68pi2 + 1.96p2 pi2 P2 
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将 矩阵 方程 展开 , 可 得 联 立 方程 组 : 


—pı + 0.64p2 = —1, 
{ —1.48p12 — 1.12p2 = 0, 
0.36p1 + 1.68p12 + 0.96p2 = —1. 
从 方程 组 中 解 出 pi, pi2, pz, 可 得 


1375 _ 2975 
P fri 117 234 
p12 P2 2975 15725 |` 


234 936 
为 了 验证 P 的 正定 性 , 我 们 来 校 验 各 主子 行列 式 : 
1375 2975 
1375 o | 7 “aa |_s270、 
117 ” | 2975 15725 231 
234 936 
因此 P 是 正定 的 , 故 原 点 处 的 平衡 状态 是 大 范围 渐 近 稳定 的 , 而 李 雅 普 诺 夫 函数 为 
Vle(k)] = 2° (H) Palk) = PPh) 一 Pe (k)zə (k) + RS a2). 
其 增 量 为 


AV|[e(k)] = —zt(k) — z2(k). 


75 思 考 题 
1. 试 确定 下 列 二 次 型 是 否 为 正定 的 ， 
V = z2 + 2z2 + 4z3 + 3ziz2 — 51223 一 7zl73. 
2. 试 确定 下 列 二 次 型 是 否 为 负 定 的 ， 
V = —z2 — 3z2 一 9z3 十 2clza — 47223 — 671Z3. 


3. 确定 下 列 系统 原点 的 稳定 性 ， 


21 三 一 2Z1 十 Z2 + x(x? + z2), 
t2 = —21 — T2 + zo2(z1 + z2), 


考虑 二 次 函数 V = z? + z2 是 否 可 以 作为 一 个 可 能 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 
4. 写 出 下 列 系统 的 几 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 


a 2 


并 确定 该 系统 原点 的 稳定 性 . 


10. 


Tl 


12. 


13. 


14. 
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. 试 确定 下 列 系统 平衡 状态 的 稳定 性 ， 


£i = —z1 — 2z2 + 2, 
£ə2 = T1 一 472 — 1. 


. 试 确定 下 列 系统 平衡 状态 的 稳定 性 ， 


t2 = —371 — 272 — 373, 
t3 = 21. 


Í: = m +322, 


. 试 检验 下 列 系统 原点 的 稳定 性 ， 


4 = z2, 
t = —671 — 5z2. 


. 考虑 系统 + = Az + Bu, 试 证 明 : 若 控制 向 量 选择 为 w = — Br Pa, 式 中 的 P 为 实 对 


称 正定 矩阵 , 且 满 足 条 件 
ATP+PA=-1, 


则 该 系统 原点 是 最 大 范围 渐 近 稳定 的 . 


. 对 于 线性 系统 


0 1 0 
#& = 0 0 1 |, 
-1 -2 -a 


式 中 a > 0 为 可 调节 的 参数 , 假设 初始 状态 为 2(0) = [c1,0,0]", 试 确定 参数 a KE, 
使 得 下 列 性 能 指标 极 小 ， 


oo 
J =| rz" wdt. 
0 


若 将 非 线性 时 不 变 z = f(z) 改 为 非 线性 时 变 系统 = flx, t), 克拉 索 夫 斯 基 定 理 是 
否 还 有 效 ? 

对 ( 非 线性 ) 时 不 变 离散 时 间 系 统 z(k + 1) = f(z(%)) 和 ( 非 线性 ) 时 变 离散 时 间 系统 
Zz(k 十 1) = f(x(k), k), 试 研究 克拉 索 夫 斯 基 定 理 . 

对 于 定理 7.4.2, 若 选择 时 变 实 对 称 正 定 和 矩阵 P(k), 取 李 雅 普 诺 夫 函数 


V[æ(k)] = z" (k) P(k)e(k), 


研究 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 . 

将 定理 7.4.2 推广 到 线性 时 变 离散 时 间 系 统 z(k 十 1) = A(k)z(k), 给 出 线性 时 变 离 散 
时 间 系 统 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 . 进一步 , 若 选 择 时 变 实 对 称 正定 矩阵 P(k), 李 雅 
普 诺 夫 稳 定性 定理 应 该 如 何 表达 . 

试用 克拉 索 夫 斯 基 定 理 判断 下 列 系统 是 否 为 大 范围 渐 近 稳定 ， 


£1 = 一 271 + T2 + T112, 


22 一 21 —@z— 25. 
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15. 试用 克拉 索 夫 斯 基 定 理 判 断 下 列 系统 的 稳定 性 ， 
£1 = —271 十 Z172 + 323, 
£= —Z272 — 373, 
t3 = 3z2 — z2 + 313. 

16. 试用 克拉 索 夫 斯 基 定理 确定 使 系统 


tı 一 QZ1 + 272, 
2 = z1 — T2 + br3 


的 原点 为 大 范围 渐 近 稳定 的 参数 a 和。 的 取 值 范 围 . 


| 第 8 章 
CHAPTER 8 


连续 系统 离散 化 与 卡尔 曼 滤 波 


本 章 讨论 连续 系统 离散 化 及 其 相关 问题 , 内 容 包括 离散 时 间 系 统 的 差分 方程 模型 、 传 递 
算 子 描述 (离散 传递 函数 )、 状 态 空间 模型 及 其 互相 转化 , 状态 方程 的 解 , 连续 时 间 系 统 与 离 
散 时间 系 统 间 的 变换 , 如 欧 拉 变换 、 双 线性 变换 、 广 义 双 线 性 变换 , 以 及 我 们 提出 的 脉冲 不 
变 Z-S 变换 B9,30、 阶 跃 不 变 Z-S 变换 [3433 等 , 最 后 简单 介绍 了 离散 时 间 系 统 的 参数 辨 
识 和 卡尔 曼 滤波 DA, 


8.1 ”差分 方程 与 传递 算 子 


连续 时 间 系 统一 般 可 用 微分 方程 (Differential Equation) 模型 描述 , 离散 时 间 系 统一 般 
可 用 差分 方程 (Difference Equation) 模型 描述 . 这 里 介绍 离散 系统 差分 方程 模型 、 传 递 算 子 、 
传递 函数 . 

离散 时 间 系 统一 般 可 用 差分 方程 模型 描述 为 

u(k) + aiy(k — 1) + azy(k — 2) +- -- + any(k — n) 

= bu(k — 1) + bzu(k — 2) + - + bnu(k — n), (8.1.1) 

其 中 u(k) 和 y(k) 分 别 为 时 刻 系统 的 输入 和 输出 . 当 系 数 ai, bi 是 与 u(k), y(k) 和 无关 
的 常数 时 , 这 样 的 系统 称 为 线性 时 不 变 确 定性 离散 时 间 系 统 . 在 不 致 于 混淆 的 情况 下 , 简称 
为 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 或 离散 时 间 系 统 . 

设 U(z) := Z[u(k)] 是 ulk) 的 Z 变换 , Y(z) := 2Z|u(k)] 是 ylk) 的 Z 变换 . 在 零 初 始 条 
件 下 , 对 式 (8.1.1) 进行 Z 变换 , 可 得 


(1 二 aaz-1L 十 azz-2 
简写 为 

Y (z) = H(z)U (2), (8.1.2) 
其 中 离散 系统 传递 函数 为 


Y(z) e T a E S, E 
U(z) 1+az™!+azz7? +- +anz™” 


+--+ anz ”)Y (z) = (biz 1 + b227? +... + baz ")U(z). 


H(z): 


biz”! + baz"? +... +b. 
zn + az”! + azz" -2 +---+an 
离散 系统 的 传递 函数 也 称 为 脉冲 传递 函数 , 它 等 于 零 初始 条 件 下 系统 输出 的 Z 变换 与 输入 
的 Z 变换 之 比 . 连续 系统 的 传递 函数 等 于 系统 的 冲击 响应 的 拉 普 拉 斯 变换 . 只 有 线性 时 不 变 
系统 才 有 传递 函数 . 


(8.1.3) 
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EW g-1 为 单位 后 移 算 子 (Unit Backward Shift Operator), 即 g-1y(k) = y(k — 1), 则 式 
(8.1.1) 用 移 位 算 子 可 表示 成 


y(k) = H(q)u(k), (8.1.4) 


其 中 输入 输出 传递 算 子 为 
big! +bəaq -2 十 .… 十 bg 

BO) To ra ton 
bq" ll+b2g" 24... +b, 

ë> q" + arg! + azg? +... +a 
由 于 式 (8.1.3) 中 H(2) 与 式 (8.1.5) 中 H(q) 具有 相同 形式 , 我 们 把 二 者 统一 用 H (2) 表 
示 , 其 中 z 视 问 题 需要 可 认为 是 Z 变换 算 子 (z = eT, T 为 采样 周期 ) 或 移 位 算 子 : z-1y(k) = 
y(k — 1), zy(k) = y(k + 1). H(z) 称 为 离散 系统 的 传递 算 子 或 传递 函数 . 脉冲 (离散 ) 传递 函 
数 是 差分 方程 的 另 一 种 表达 形式 . 


8.2 ”连续 时 间 系 统 离散 化 


(线性 ) 系统 可 以 用 多 种 模型 描述 , 如 微分 方程 模型 、 状 态 空间 模型 、 传 递 函 数 模型 等 . 
尽管 连续 系统 辨识 方法 有 不 少 研究 , 但 是 由 于 数字 计算 机 的 使 用 , 使 得 离散 系统 辨识 方法 在 
理论 与 应 用 上 都 占 主流 . 本 节 简 单 介 绍 连续 时 间 离 散 化 与 连续 时 间 系 统 离散 化 的 基本 定理 ， 
连续 时 间 系 统 的 脉冲 不 变 离散 化 、 阶 跃 不 变 离散 化 等 . 


8.2.1 ”信号 离散 化 与 系统 离散 化 


连续 时 间 信 号 通常 称 为 “模拟 信号 ”, 离散 时 间 信号 通常 称 为 “数字 信号 ”. 连续 时 间 信 和 号 
离散 化 得 到 离散 时 间 信 号 , 即 连 续 时 间 信 号 经 过 采样 得 到 离散 采样 信号 . 采样 定理 说 明 采 样 
频率 与 信号 频谱 之 间 的 关系 , 是 连续 时 间 信 号 离散 化 的 基本 依据 . 

定理 8.2.1 RENK 一 香农 采样 定理 与 恢复 定理 

设 连续 时 间 信 号 z(t) 频谱 的 最 高 频率 为 fmax ( 即 频率 大 于 fmax 时 频谱 为 零 ), 当 采 样 周 
期 了 > 0, 即 采样 频率 fs = 1/T 大 于 最 高 频率 fmax 的 2 f, BH fs > 2faax BF, 那么 经 过 采 
样 得 到 离散 时 间 信 号 z(kT) = x(t)h-er, k = 0,1,2,.… 能 够 恢复 原始 连续 时 间 信 号 z(t), 且 


(8.1.5) 


sin Z(t — kT) 
z(t) = Y z(kT)| —T ' 
> 7Ć = RI) 


也 就 是 说 在 满足 采样 频率 条 件 时 , 离散 时 间 信 号 可 以 恢复 ( 重 构 ) 原 连续 时 间 信号 . 值得 指出 
的 是 , 如 果 对 信号 加 上 其 他 约束 时 , 即使 不 满足 采样 频率 条 件 , 也 可 能 由 采样 信号 完美 重 构 
原 连 续 时 间 信和 号 . 

REWE 一 香农 采样 定理 是 连续 时 间 信 号 离散 化 与 采样 信号 重 构 连续 时 间 信 号 的 基本 
依据 . 将 信号 离散 化 与 重 构思 想 推广 到 连续 时 间 系 统 离散 化 与 重 构 , 我 们 总 结 出 扩展 奈 奎 斯 
特 一 香农 采样 定理 . 
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定理 8.2.2 ”扩展 奈 奎 斯 特 一 香农 采样 定理 56 

对 于 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 , 设 系统 所 有 特征 值 虚 部 绝对 值 的 上 界 为 wmax, ARPER 
期 了 > 0, 即 采样 角 频 率 ws := 2r f, = 2r/T 大 于 wmax, 即 ws > wmax 时 , 那么 离散 时 间 系 统 
可 以 唯一 恢复 ( 重 构 ) 原 连 续 时 间 系 统 . 

该 定理 说 明 : 当 连 续 时 间 系 统 只 有 实数 极点 (没有 复数 极点 ), 那么 对 于 任意 采样 周期 
(采样 频率 ), 任 一 个 离散 时 间 模 型 都 可 以 唯一 重 构 连 续 时 间 系 统 . 

扩展 奈 奎 斯 特 一 香农 采样 定理 是 连续 时 间 系 统 离散 化 与 离散 时 间 模 型 重 构 连续 时 间 模 
型 的 基本 依据 . 连续 时 间 系 统 离散 化 是 模型 离散 化 , 不 是 信号 离散 化 , 它 不 涉及 系统 的 输入 
输出 信和 号, 不 涉及 连续 时 间 信 号 离散 化 . 

值得 指出 的 是 , 如 果 不 满足 采样 角 频 率 条 件 , 当 对 采样 周期 (采样 间隔 ) 加 上 其 他 约束 时 ， 
如 多 率 采 样 的 两 个 采样 间隔 之 比 为 无 理 数 , 即使 不 满足 扩展 奈奈 斯 特 一 香农 采样 定理 采样 
频率 条 件 , 也 可 能 由 离散 时 间 模 型 唯一 地 重 构 原 连续 时 间 系 统 , 参见 文献 [5,6]. 
8.2.2 ”连续 时 间 信 号 采样 

对 连续 时 间 信 号 进行 采样 就 得 到 离散 信和 号. 这 里 讨论 周期 采样 . 根据 奈 硅 斯 特 一 香农 
采样 定理 , 在 一 定 条 件 下 , 可 以 由 离散 信号 恢复 连续 时 间 信号 . 奈 奎 斯 特 一 香农 采样 恢复 公 
式 太 复 杂 , 不 便 在 实际 中 使 用 , 再 则 实际 中 也 不 需要 那么 精确 的 恢复 , 采用 近似 方法 将 离散 
信号 变 为 连续 时 间 信 号 即 可 . 

离散 信号 只 是 在 离散 时 间 点 t= kT AER (k= 0,1,2,...), T > 0 为 两 个 相 邻 离散 
点 信号 间 的 “时 间距 离 ”, BI 采样 周期 (Sampling Period). 离散 信号 {z(kT): k = 0,1,2, } 
就 是 一 个 时 间 序 列 , 有 时 为 了 简化 , W z(k) := z(kT), 其 Z 变换 定义 为 


= (8.2.1) 
k=0 


这 是 一 个 无 穷 级 数 , 所 以 在 其 收敛 域 上 才 有 意义 . 由 X(z) 求 原 信 号 z(kT) 可 以 用 逆 Z 变 
换 ( 即 反 Z 变换 ), 定义 为 


z(kT) = 区 -1IX(a] = =Í X(z)zk-ldz， (8.2.2) 


其 中 线 积分 路 径 o 是 一 条 包含 X (z) 所 有 极点 的 逆 时 针 方 向 绕 原点 一 周 的 封闭 曲线 . 

Z 变换 在 离散 信号 分 析 中 有 重要 作用 . 在 数字 信号 处 理 中 , 使 用 上 述 离散 信号 的 Z 变换 
就 足够 了 . 然而 实际 中 大 多 是 连续 时 间 系 统 , 而 数字 计算 机 的 优势 是 处 理 离散 信号 . 在 计算 
机 控制 系统 设计 中 , 经 常用 到 离散 时 间 动 态 系统 传递 函数 , 即 z 域 传递 函数 H(z), 在 连续 时 
间 系 统 中 使 用 s 域 传递 函数 G(s). 因此 , 有 必要 通过 连续 时 间 系 统 离散 化 , 来 讨论 Z 变换 
与 Laplace 变换 的 关系 . Laplace 变换 需要 一 个 连续 时 间 信 号 (信号 必须 在 每 个 时 间 点 都 有 定 
X), 所 以 必须 将 离散 时 间 信 号 拓展 为 连续 时 间 信号 . 

定义 Kronecker Delta 函数 


_—_ Jl t=; 
p= { 0, tj, (8.2.3) 
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和 单位 脉冲 函数 
1 
(= iha | e VSS (8.2.4) 
ERR Ü, i> 


它 代表 宽度 为 零 , 高 度 为 无 穷 大 , 面积 为 1 的 一 个 冲击 . 1(t) 代表 单位 阶 跃 函数 , 定义 为 
1(t) = { y. l: (8.2.5) 


1. A 函数 产生 连续 时 间 信 号 
一 种 方法 是 定义 连续 时 间 信 号 z(t) 在 采样 点 的 值 等 于 离散 信号 的 值 , 非 采样 点 的 值 为 
零 , 那么 连续 时 间 信 号 z(t) 可 以 表示 为 
x(t) = 3 ZT(kT)6 kT = z(0)ó, +z(T)6 7 + 7(2T)6 27 + (8.2.6) 
k=0 


其 对 应 的 Laplace 变换 r Z(t)e-stdt = 0, 所 以 这 种 方式 拓展 的 连续 时 间 信 号 , 对 找 Z 变 换 
与 Laplace 变换 的 关系 是 没有 任何 帮助 的 . 

2. 脉冲 函数 产生 连续 时 间 信 号 

另 一 种 方法 是 采用 单位 脉冲 函数 6(t) 定义 与 离散 信号 {z(kT): k = 0,1,2,...) 对 应 的 
连续 时 间 信 号 


oo 


x(t) = X z(kT))ó(t — kT) = z(0)ó(t) + z(T')ó(t — T) + z(2T')ó(t — 2T) + (8.2.7) 
k=0 
它 的 Laplace 变换 为 Š 
X;(s) := | z(t)e-stdt = | 人 PC (t — kT)e-stdt 
= 多 az(kmera 一 S a(kT)( Br = ŞD kT) (8.2.8) 
k=0 k=0 k=0 
因为 右边 有 指数 , 计算 困难 , 所 以 引入 一 个 算 子 
zi= eT, (8.2.9) 


它 揭示 Z 变换 与 Laplace 变换 间 的 关系 . 与 式 (8.2.1) 比较 , 上 式 右边 刚好 是 离散 信号 z(kT) 
的 Z 变换 , 因此 记 Xs(z) := Xš; (s)|,= +m z WA 
Xs(z) = > z(kT)z Ë, (8.2.10) 
k=0 
式 (8.2.1) 与 式 (8.2.10) 就 统一 了 . 
与 式 (8.2.6) 相 比 , 式 (8.2.7) 使 用 脉冲 函数 定义 连续 时 间 信 号 , 如 果 用 这 种 脉冲 信号 作 
为 连续 时 间 系 统 的 输入 来 离散 连续 时 间 系 统 , 就 称 为 脉冲 不 变 离散 化 . 
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例 8.2.1 ”假设 连续 时 间 系 统 的 传递 函数 为 
b 
s+a’ 
其 脉冲 响应 为 g(t) = bet, 对 应 的 离散 信号 为 g(KT) = beT. 用 单位 脉冲 函数 5(t) 定义 
与 离散 信号 {g(kT): k= 0,1,2,…} 对 应 的 连续 时 间 信 号 


G(s) = 


g(t) := SgnT)alt — kT) = bó(t) + be °Tó(t — T) + be ?76(t — 2T) +- (8.2.11) 
k=0 
其 Laplace 变换 , 即 脉 冲 传递 函数 为 
H(z)=b+ pe-aTz-1 十 be-2a7z-2 十 ... 
=b[1 + (e2727!) + (e7727!) +--] 


b bz 


=i eoz i z eT 


可 以 证 明 连 续 系统 G(s) 在 脉冲 输入 5(t) 下 的 输出 响应 g(t) = be-%t 在 采样 点 上 = kT 的 值 
g(kT') = beT 等 于 离散 系统 H(z) 在 输入 ó, 下 的 输出 响应 h(kT), Bl g(kT) = h(kT), 其 中 


h(kT) = b6kT + be TOrT_T 十 be-2a76kT yp + +: (8.2.12) 


注 : 这 里 连续 系统 G(s) 的 输入 脉冲 函数 5(t) 是 无 界 的 , 而 离散 系统 H(z) 的 输入 ó, 是 有 
界 的 , 但 是 它们 的 输出 是 一 样 的 , 所 以 G(s) 与 五 (z) 间 的 变换 称 为 脉冲 不 变 变换 . 换 句 话 
说 , 如 果 连 续 系统 的 输入 是 有 界 的 (如 方 波 或 阶梯 函数 ), 那么 这 里 的 G(s) 在 采样 点 的 输出 与 
五 (z) 的 就 不 一 样 了 , 这 导致 基于 零 阶 保持 器 的 阶 跃 不 变 离散 化 的 诞生 . 读者 可 以 比较 G(s) 
和 H(z) 在 阶 跃 输入 下 的 系统 输出 . 

注意 到 离散 系统 H(z) 在 脉冲 输入 5(t) 作用 下 的 输出 响应 为 


h(kT) = bô(kT) + be °°T6(kT — T) + be 2eTó(kT — 2T) +- (8.2.13) 


它 与 式 (8.2.12) 中 h(kT) 是 不 相等 的 . 根据 线性 系统 的 又 加 原理 , 我 们 有 : 连续 系统 G(s) 在 
一 系列 脉冲 输入 


u(t) = Y u(kT)ó(t — kT) = u(0)á(t) + u(T)ó(t — T) + u(2T)6(t — 2T) + 
k=0 
下 的 输出 响应 y(t) 在 采样 点 上 = kT 的 值 y(kT) 等 于 离散 系统 H (z) 在 输入 
u(kT) = 3 uljT)ókT-jT 一 u(0)6kT $ u(T)ôkr-r $ u(2T)6kT_2T 本 
0 


作用 下 的 输出 响应 h(kT), BI y(kT) = hT). 然而 连续 时 间 系统 的 静态 增益 G(0) = 2 与 其 
对 应 的 离散 系统 静态 增益 H(1) = — 不 相等 , 连续 系统 与 离散 系统 间 的 脉冲 不 变 变换 只 


能 保证 脉冲 输入 时 的 输出 不 变 , 不 能 保证 系统 增益 不 变 , 也 不 能 保证 其 他 输入 下 系统 的 输出 
FE. 
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3. 零 阶 保持 器 产生 连续 时 间 信 号 

还 有 一 种 方法 是 采用 单位 阶 跃 函数 1(t) 定义 与 离散 信号 {z(kT): k = 0,1,2,…} 对 应 
的 连续 时 间 信 号 , 也 就 是 使 用 零 阶 保持 器 (Zero-Order Hold, ZOH) 将 离散 信号 不 增 不 减 保 
持 到 下 一 采样 时 刻 , 即 


z(t) =z(kT), kT<t<(k+1)T, k=0,1,2,... (8.2.14) 
这 可 等 价 表示 为 
z(t) = Da(pT) — kT)— 1(t-— kT — TJJ. (8.2.15) 
k=0 


它 的 Laplace 变换 为 
Xs) := r z(t)e-stdt = Ë s zkT)IGE — kT) (t — kT — T)Je-stdt 
k=0 


oo 


kT+T 
= aT) | [EE = RT) = 1 EP = je dt 
k=0 kT 


kT+T 
= Den | estdt 
kT 


pen e-Ts 
s 


= s Z(KT)e-A7s 


= X§(s)Go(s), (8.2.16) 
它 等 于 脉冲 连续 时 间 信号 的 Laplace 变换 X: (s) 乘 以 零 阶 保持 器 的 传递 函数 Gols), 其 中 
Ts 


Geet — : (8.2.17) 


如 果 用 ZOH 产生 的 连续 时 间 信 号 作为 连续 时 间 系 统 的 输入 , 来 离散 连续 时 间 系 统 就 称 为 阶 
跃 不 变 离散 化 . 

4. 一 阶 保持 器 产生 连续 时 间 信 号 

一 阶 保持 器 (First-Order Hold, FOH) 是 采用 斜坡 (Slope) 函数 定义 与 离散 信号 {z(kT): 
k=0,1,2,...) 对 应 的 连续 时 间 信 号 , 它 是 用 最 近 两 个 离散 点 的 值 z(kT) 和 z(kT — T) 和 和 斜 
率 [z(kT) 一 z(kT — T)|/T 来 产生 时 刻 t= kT 后 的 连续 时 间 信 号 , 用 数学 公式 表示 为 
z(kT') — z(kT' - T) 

T 


z(t) = z(kT) + (t— kT), kT<t<(k+1)T, k=0,1,2,... (8.2.18) 


这 可 等 价 表 示 为 


z(t) = > EZ + eh = KT)| [1(t— kT) —1(t—kT -—T)]. (8.2.19) 


k=0 


它 的 Laplace 变换 为 
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XK) = r z(t)e stdt 


= i 5° [um 第 ZED D0 s KT) [L(t — kT) — 1(t — kT — T)|e tat 
0 


° pkT+T e = >: 
=> kr om ZED D0 = 名 erstdt 

k=0 
本 oo rkT+T z(kT) -aiT — T) jsa 
— >L, en +E P = r| = 

~ z(kT') — z(kT' — T est |kT+T 
. Í Pom+ = a le- kn) 一 [xr 

_ | a, x =a) 

kT e i 一 5 
e s(kT+T) 


— [2z(kT) — z(kT — T)] 


kT+T 
kT } 
z Zz(kT) — [2z(kT) — z(kT — T)]e Tš kT) — z(kT — T)|(1 — e T 
= Dla ) — [2z( u ( )]e- E ) "r )]( ) 


: 5 feen S 


_ (ET) — z(kT' — T) e 
T s? 


= s ee{Tsz(kT) — Ts[2z(kT) — z(kT — T)|e “T 
+[z(kT) — z(kT — T)(1 — eT) 

= > es{z(KTJITs(1 — 2e_T°) + (1 — e Te)] 
k=0 
+z(kT — T)IPse “7° — (1 — oT) } == 

= s {2k Tje Ts( — 2e T°) + (1 — e T°)] 


=k =T (Rm Ta [Tse Ts- (1 — er) == 
= Xš (s)G1 (s), (8.2.20) 
一 阶 保持 器 的 传递 函数 为 


G1(s):={Ts(1—2e Ts) + (1 — e Ts)+e Ts[Tse Ts— (1 — eTs)]|] — 73 
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1 


= {Ts(1— e Ts) — Tse Ts + (1 — e Ts)+Tse 2Ts —e Ts(1— e=Tsyy T 
B 


党 {Ts(1 =e 0) = Ip ee (Le (T= se i= e-7s)} r 


1 一 er7s) 
= (Ts — se Ts L 1 — “pas ( 
(Ts se + e) T 
(1 一 e-7s) 

Ta? 


_e-Ts\? 
£ Sa (二 一 ) f (8.2.21) 


= (Ts + 1)(1 — e f) 


读者 可 以 推导 m 阶 保持 器 的 传递 函数 . 

WRH FOH 产生 的 连续 时 间 信 号 作为 连续 时 间 系 统 的 输入 , 来 离散 连续 时 间 系 统 就 称 
为 斜坡 不 变 离散 化 . 连续 时 间 系 统 离散 化 包括 脉冲 不 变 离散 化 , 阶 跃 不 变 离 散 化 , 斜坡 不 变 
离散 化 等 . 

5. 三 角 保持 器 产生 连续 时 间 信 号 

三 角 保持 器 是 采用 斜坡 (Slope) 函数 定义 与 离散 信号 {z(kT): k= 0,1,2,…} 对 应 的 连 
续 时 间 信号 , 也 就 是 将 两 个 离散 点 用 一 线段 连接 起 来 产生 连续 时 间 信号 , 它 是 不 可 实现 的 , 因 
为 时 刻 t 的 信号 要 用 未 来 的 信号 z(kT + T) 计算 , 它 用 数学 公式 表示 为 


(kT + T) — z(kT) 


z(t) = (y + ETET) (KT), KT <t< (k+l)T, k=0,1,2,... (82.22 


这 可 等 价 表示 为 


=F [er + PETET DQ > 2) (kT) -1 KT-T). (8223 


k=0 
它 的 Laplace 变换 为 


Xi(s) := Ñ z(t)e stdt 


2 r > om + T+D D) hj L(t kT) — 1t — kT — T)le "dt 
| i om £ PETET aT) g = x7)| estqt 


一 3 


ng [en 下 x(kT + W — z(kT) @- x7)| de st 
kT 


kT+T 


Ú > { þan + (T + 号 — z(kT) ý- wn)| est 


kT 


8.2 ”连续 时 间 系 统 离散 化 ”329 


六 z(kT + T) — z(kT) et } 
dt 
kT t” —s 


°° 一 sKT' —s(kT+T) ss st IKT+T 
=% z(kT)È - z(kT + T)Š _ 2(kT + T) — z(kT) e š 

< s s T 82 ikr 
a > -krs | 2(kT)—a(kT + T)e T°” [z(kT + T) — z(kT)|(1 — e T°) 
g <° s i T32 


= X§ (s)G2(8), (8.2.24) 
读者 尝试 求 出 三 角 保 持 器 的 传递 函数 Ga(s), 并 加 以 推广 . 
8.2.3 ”脉冲 不 变 离散 化 


连续 时 间 系 统 离散 化 需要 一 定 的 假设 条 件 . 在 不 同 假设 下 , 得 到 的 离散 模型 是 不 同 的 . 如 
输入 采用 脉冲 , 就 是 脉冲 不 变 离散 化 , 得 到 离散 系统 的 方法 称 为 脉冲 响应 不 变 变换 . 如 果 输 
入 采用 方 波 信号 或 阶梯 信号 , 即 输入 端 采 用 零 阶 保持 器 , 就 是 阶 跃 不 变 离 散 化 , 得 到 离散 系 
统 的 方法 称 为 阶 跃 响应 不 变 变 换 . 此 外 还 有 和 斜坡 响应 不 变 变 换 、 双 线性 变换 等 .一 些 离散 化 
方法 可 借助 于 MATLAB 的 帮助 命令 “help c2d” 等 查询 其 功能 . 常用 的 离散 化 方法 是 采用 零 
阶 保持 器 的 阶 跃 响应 不 变 变换 , 它 保证 离散 系统 的 输出 等 于 连续 系统 在 采样 点 的 输出 值 , 因 
而 在 计算 机 控制 系统 中 广泛 使 用 . 这 里 介绍 脉冲 响应 不 变 变换 . 

假设 单 输入 单 输出 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 (State Space Model) 描述 为 

e = Az(t) + bu(t), z(to) = zo, 

y(t) = cæ(t) + du(t), 
其 中 z(t) € R" 是 系统 的 (n 维 ) 状态 向 量 (State Vector), u(t) € R 和 y(t) € R 分 别 为 系 
统 的 输入 和 输出 , A e R?” b e R". c € R!” 和 d € R 均 为 常数 系统 参数 矩阵 (System 
Parameter Matrices). 状态 空间 模型 (8.2.25) 常 记 作 [4,b,c,dl. 方程 (8.2.25) 的 第 1 式 称 为 
状态 方程 (State Equation), 第 2 式 称 为 输出 方程 (Output Equation). 

参考 4.1.2 节 的 线性 时 不 变 状态 空间 系统 的 解 ， 可 知 系 统 (8.2.25) 的 状态 解 和 输出 
解 为 , 

a(t) =eA6—z(t0) + | e^t- bu(r)dr, (8.2.26) 

y(t) =cx(t) + du(t), t> to. (8.2.27) 

定理 8.2.3 ”脉冲 不 变 离散 化 (Impulse Invariance Discretization) 

W 采样 周期 (Sampling Period) 为 T, 输入 采用 形 如 式 (8.2.7) 的 脉冲 信号 作为 系统 输入 

ult) = YulT)6t — jT), (8.2.28) 

j=0 
W z(kT) =: z(k), 系统 输出 端 经 过 采样 器 (Sampler) 的 输出 采样 y(k) := y(kT) = y(t)|i=k7: 
则 连续 时 间 状 态 空间 模型 (8.2.25) 对 应 的 离散 时 间 状 态 空间 模型 为 
fey + 1) = Gx(k) + fulk), 
y(k) = ce(k)+ du(k), 


(8.2.25 


(8.2.29) 
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其 中 
G=, f^i: (8.2.30) 


证 明 H to =kT Ñ t= (k +1)T RAR (8.2.26), 可 得 


(k+1)T` 


gæ(k + 1) := =(kT + T) = eAT>(kT) + | e4(T+T-7)bu(r)d7 


kT 
= eATx(kT) + e^Tbu(kT) 
= eATx(k) + eATbu(k), 
离散 输出 方程 为 
y(k) = em(k) + du(k). 
由 此 直接 得 到 关系 式 (8.2.30), 证 毕 . 
对 应 于 离散 系统 (8.2.29) 的 传递 函数 为 
H(z):=c(zIn, — G)-!f +d 
=c(zI,— G) 'Gb+ d 
= c(zIn — eAT)-1eATb + d. (8.2.31) 

连续 时 间 系 统 与 离散 时 间 系 统 稳定 性 : 线性 时 不 变 连 续 时 间 系 统 (8.2.25) 稳定 的 充 要 条 
件 是 矩阵 A 的 所 有 特征 值 具 有 负 实 部 , 因此 离散 时 间 系 统 (8.2.29) 稳定 的 充 要 条 件 是 矩阵 
G 的 所 有 特征 值 在 单位 圆 内 . 

从 式 (8.2.25) 到 式 (8.2.29) 的 变换 称 为 脉冲 响应 不 变 变 换 (Impulse Response Invariance 
Transform), 简称 为 脉冲 不 变 变 换 . 当然 , 还 有 阶 跃 响应 不 变 变换 (Step Response Invariance 
Transform)、 斜 坡 响应 不 变 变换 (Slope Response Invariance Transform) 等 . 

例 8.2.2 ” 设 连 续 系统 的 传递 函数 为 

G(s) = S 
采样 周期 为 T, 采用 脉冲 不 变 离 散 化 该 系统 . 

解 ”传递 函数 G(s) 对 应 的 连续 时 间 状 态 空间 模型 为 


£=-—ar+bu, = cz, 
对 应 的 离散 状态 空间 模型 为 
z(k + 1) = e_°Tz(k) + e Tbu(k), y(k) = z(k), 
对 应 的 离散 传递 函数 为 
be-aT 
HW) = y =m: 


X4 a=1,b=1 时 ,有 


i= 


z= eT. 


这 个 结果 与 例 8.2.1 和 例 8.4.2 的 结论 不 一 致 , 请 读者 分 析 原 因 . 
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例 8.2.3 ”采样 周期 为 T, 采用 脉冲 不 变 离散 化 , 将 下 列 连 续 时 间 状 态 空间 系统 离散 化 . 


kas. E E )=o + ( > Jo, 


y(t) =b, 1]e(t). 
解 ” 先 求 转移 矩阵 D(t) = e^, 


-1 £ 
= s+1 0 0 
Gh- A =( = aa -( i ii 1 ) 


进行 Laplace 逆 变 换 得 到 
@(t) =^ = -2—1[(sI, — 4)- 


_ et 0 
e-t— e e-2t ): 


PR 0 1 pa 
f=Gb= ( T e-2T -2T ) ( 2 ) a ( or e-2T ): 


对 应 的 离散 系统 状态 空间 模型 为 


-T -T 

$ +1)= ( eT e-27T a ) a(k) + ( T L e-27 ) u(k), 
y(k) =[2, 1Jæ(k). 

8.2.4 ” 阶 跃 不 变 离散 化 


下 面 介绍 常用 的 离散 化 方法 — 阶 跃 响应 不 变 变 换 , 它 保证 离散 系统 的 输出 等 于 连续 系 
统 在 采样 点 的 输出 值 , 因而 在 计算 机 控制 系统 中 广泛 使 用 . 

定理 8.2.4” 阶 跃 不 变 变换 (Step Invariance Transform) [33] 

设 采样 周期 (Sampling Period) 为 T, 采用 零 阶 保持 器 (Zero-Order Hold) 将 离散 信号 
u(kT) 变 为 连续 时 间 信 号 作为 系统 的 输入 


u(t) =u(kT), kT << (k+1T. 


W x(kT) =: x(k), u(kT) =: u(k), y(kT) =: y(k). 则 连续 时 间 状 态 空间 模型 (8.2.25) 对 应 的 
离散 时 间 状 态 空间 模型 为 


(k + 1) = Gz(k) + fu(k), 
Ta 三 本 的 年 区 四 (8.2.32) 
其 中 
全 fe [=a A-1|eAT _ In]b = 4-1[G — In]b, (8.2.33) 
0 


其 中 I 为 n 维 单位 阵 , 最 后 一 个 等 式 假设 4 A. 
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证 明 将 to0=kT 和 t= (k+1)T RAR (8.2.26), 可 得 
(k+1)T 

æ(k + 1) =eATx(k) + eA(&T+T-r)bu(r)dr 

JkT 
jD 
=eA4T>x(k) + eA(k&T+T-r)d+bu(kT). 
kT 


进行 变量 置换 :上 = kT' + T — r, 可 得 


ro 
Z(k+1)=e Ty(k)— | eAtdtbu(k) 
JT 


[T 
e^tdtbu(k) 


J0 


=e^Tgr(k) + 


=Gz(k) + fulk), 
HÑ (8.2.27) 可 得 离散 输出 方程 为 
y(k) = cx(k) + du(k). 
由 此 直接 得 到 关系 式 (8.2.33), 证 毕 . 
从 式 (8.2.25) 到 式 (8.2.32) 的 变换 称 为 阶 跃 响应 不 变 变 换 (Step Response Invariance 
Transform), 简称 为 阶 跃 不 变 变换 . 前 面 讨论 了 脉冲 响应 不 变 变换 (Impulse Response Invari- 
ance Transform), 读者 可 以 研究 斜坡 响应 不 变 变换 (Slope Response Invariance Transform) 


等 . 
例 8.2.4 ” 设 采 样 周期 为 T, 采用 阶 跃 不 变 离散 化 , 将 下 列 状态 空间 模型 离散 化 (Dis- 


cretization): 
aa: Ee )zo+ ( x Jo, 
y(t) =[2, 1]z(t). 
解 ” 先 求 转移 矩阵 D(t) = e^t, 


1 
si men 0 
e f EFL 0 e Pe 
Gr (st 2) -| m, i 
_ s+1 s+2 s+2 
进行 Laplace 逆 变 换 得 到 
$B(t)=est = -#—1[(sI — A)1] 
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对 应 的 离散 系统 状态 空间 模型 为 


-T 1 一 e 
5 +1)= ( oT e-27 一 ) Z(K) + ( 3_ e-T — le-27 ) u(k), 
2 2 


ylk) =[2, lz(k). 
例 8.2.5 ” 设 连 续 系统 的 传递 函数 为 


G(s) = EER 
设 采样 周期 为 了, 采用 阶 跃 不 变 离散 化 , 求 离散 系统 的 传递 函数 H (z). 
解 ”其 对 应 的 连续 时 间 状 态 空间 模型 为 


£=-—ar+bu, = z, 
采用 阶 跃 不 变 变 换 离散 化 得 到 的 离散 状态 空间 模型 为 
z(k+1)= e °Tz(k) +a -1(1— eT)bu(k), y(k) = z(k), 


对 应 的 阶 跃 不 变 离散 传递 函数 为 
_ (1—-e 7)b 

H= a(z — e-aT)` 
当 a=1,b=1 时 ,有 


1—e-T 
H(z)= Ze 


这 个 例子 给 出 一 般 性 结论 : 阶 跃 不 变 变 换 离散 时 间 系 统 的 增益 H(1) = 2 等 于 连续 时 间 系 统 


的 增益 G(0) = 2 
例 8.2.6 设 工 为 采样 周期 ,采用 阶 跃 不 变 离散 化 , 离散 化 下 列 连续 时 间 系 统 ， 
d d 1 1 
G(s) (sta)(s+b) b-a = = — , a#b. 


解 ”传递 函数 G(s) 对 应 的 状态 空间 模型 为 


i) =( Ps ú JEG $ ( : Jo, 
wo = | -74l 0. 
系统 的 状态 转移 矩阵 为 


@(t) := e^t = diag|e ®t, et]. 
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根据 式 (8.2.33) 计算 


G =e4T = diag|e ST, eT], 


f= A-1[G -Ib 


"ra iii p m yD. ei. 
阶 跃 不 变 变换 离散 化 得 到 的 离散 状态 空间 模型 为 
akh jaf S M ) = $ ( A apne. Juw, 
w= ee 


b-a' b-a 
对 应 的 阶 跃 不 变 离散 传递 函数 为 
mal, a ka y P) 
d 1— e-aT 1 一 e- 红 
本 


d b(1—e-°T)(z—e tT)—a(l—e tT)(z — e-aT) 
b-a ab(z — e-aT)(z — e-tT) 


d [b(1 —e-2T)— a(1 — e-tT)]z — [b(1 — e-aT)e-bT — a(1 — e-bT)e-aT] 
b-a ab(z — e-aT)(z — e-bT) 


d (b—a-—be-aT + qe-bT); + [—be bT + qe aT + (b — a)e aTe-bT] 
b-a ab(z — e-aT)(z — e-bT) i 


8.3 ”离散 时 间 系 统 模型 及 其 转化 


本 节 研 究 离散 时 间 状 态 空间 系统 的 解 , 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 的 传递 函数 、 差 分 方程 、 
状态 空间 模型 间 的 互相 转化 , 以 及 离散 时 间 状 态 空间 模型 的 连续 化 问题 . 
8.3.1 ”离散 时 间 状 态 空 间 模 型 及 其 解 

单 输 入 单 输出 时 不 变 离散 时 间 系 统 状态 空间 模型 如 下 ， 

r + 1) = Gm(k) + fulk), 

u(k) =cæ(k) + du(k), 
其 中 z(k) e R" 是 系统 的 状态 向 量 , u (k) 和 ylk) 分 别 为 系统 的 输入 和 输出 , G ER”, fe 
R". ce R” 和 d e R 均 为 常数 矩阵 . 状态 空间 模型 (8.3.1) 常 记 作 [G, f, c, d]. 

把 式 (8.3.1) 化 成 算 子 形式 zz(k) = Gz(k) + fulk). 求解 得 到 z(k) = (z1,,— G) 1fu(k). 

于 是 有 


u(k) = c(zIn — G) ! fu(k) + du(k) = [c(zIn — G) f + d|u(k). 


(8.3.1) 
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由 此 可 得 从 输入 ulk) 到 输出 y(k) 的 传递 函数 
cadj[zI, — G]f + ddet|zI, — G] 
det[zIn — G] ` 
它 揭示 了 离散 系统 传递 函数 H (z) 与 状态 空间 模型 [G, f,c, d] 之 间 的 关系 . 
1 于 状态 方程 (8.3.1) 中 有 (n? + 2n + 1) = (n 十 1)? 个 参数 , TA (8.3.2) 中 传递 函数 
五 (z) 有 理 分 式 中 有 2n + 1 个 独立 参数 . 而 规范 状态 空间 模型 中 也 只 有 2n + 1 个 参数 , 因此 
一 般 把 状态 空间 模型 化 成 差分 方程 或 直接 采用 规范 状态 空间 模型 进行 辨识 B433]. 与 连续 系 
统一 样 , 离散 时 间 系 统 状态 空间 模型 也 有 4 种 规范 型 , 规范 型 的 结构 和 得 到 规范 型 所 使 用 的 
变换 方法 完全 相同 , 这 里 不 一 一 讨论 . 
不 断 迭 代 , 可 以 得 到 状态 空间 系统 (8.3.1) 的 状态 解 和 输出 分 别 为 
x(k) = Gm(k — 1) + fu(k — 1) 
= G|[G=(k — 2) + fu(k — 2)] + fu(k — 1) 
= G2mə(k — 2) + Gfu(k — 2) + fu(k — 1) 
= G2[Gx=(k — 3) + fu(k — 3)] + Gfu(k — 2) + fu(k — 1) 
GŠx(k — 3) + G2fu(k — 3) + Gfu(k — 2) + fu(k — 1) 


H(z) := e(zIn— G) f + d (8.3.2) 


GEkzx(0) + GF! fu(0) + GF? fu(1)+---+Gful(k-— 2) + fulk — 1) 


大 一 1 
=G*x(0) + > G- fu(i), (8.3.3) 
i=0 
k—1 
u(k) = cG*x(0) + ` eG fu(i) + du(k), k > 0. (8.3.4) 
i=0 


式 中 G* 为 状态 转移 矩阵 , z(0) 为 状态 初始 值 . 
8.3.2 ”差分 方程 化 为 状态 空间 模型 


差分 方程 模型 可 以 化 为 状态 空间 模型 , 也 可 以 化 为 4 种 规范 型 , 这 里 仅 给 出 差分 方程 
(8.1.1) 化 为 控制 器 规范 型 的 方法 . 差分 方程 (8.1.1) 的 算 子 形式 为 


biz 1+b2z 2 +... bnz” 


Tl a a h U) (8.3.5) 


y(k) = 
< 
(1+aiz l+a2ze 2 +. +asz "n)€(k) = u(k). 
利用 移 位 算 子 的 性 质 , 可 得 
Elk) = —aé(k—1)— azẸ(k — 2) — - - - — anẸ(k — n) + u(k). 


于 是 有 
y(k) = (biz l+ baz 2 +... + baz ")€(k) 
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再 令 


则 有 


T 
T. 


bié(k — 1) + bə€(k — 2) +--+ bné(k — n). 


1( 
2( 


k) = &(k — 1), 
k) = &(k 


za (k) = E(k — n). 


z1(k + 1) = E(k) = —aizi(k) — a2zə2(k) 一 … 一 anZn(K) + u(k), 
zə(k + 1) = zi(k), 
zəa(k + 1) = z2(k), 


za(k + 1) = za—1 (B), 
y(k) = bızı (k) + bəzə(k) + + baza (k). 


把 以 上 各 式 写 成 矩阵 形式 , 就 得 到 差分 方程 (8.1.1) 的 控制 器 规范 型 实现 为 


H 
LI 


一 Q1 —a2 一 an_-1 一 Qn 
1 o s 0 0 0 

æ(k+1)= 0 1 0 0 |e(k)+ | 9 |ulk), (83: 
0 0 -- 1 0 0 


y(k) = [bi,b2,- ,bn]æ(k). 


这 里 可 以 看 出 , 差分 方程 模型 对 应 的 离散 系统 控制 器 规范 型 与 连续 系统 控制 器 规范 型 结 
构 完 全 一 样 , 其 他 几 种 规范 型 也 完全 一 样 , 故 不 一 一 讨论 . 
8.3.3 ”离散 状态 空间 模型 化 为 差分 方程 


由 


控制 器 规范 型 和 观测 器 规范 型 可 以 直接 写 出 系统 的 传递 函数 和 差分 方程 .但 是 所 给 


上 的 状态 空间 模型 不 一 定 是 规范 型 , 下 面 讨论 化 一 般 状 态 空间 模型 为 差分 方程 的 方法 式 
(8.3.1) 用 移 位 算 子 表示 为 


| 


解 得 


zæ(k) = Gm(k) + fu(k), 


y(k) = cz(k) + du(k). 


e(k) = (zIn — G)! fu(k), 
u(k) = c(zIn — G) fu(k) + du(k) 


E cadj[zI, 一 CIF a 


e k) + du(k), 


其 中 adj[zI, — G] = (zI 一 G) 的 伴随 矩阵 , a(z) 为 矩阵 G 的 特征 多 项 式 , 定义 为 


a(z) := det|zIn — G] = 2” + oxz 1 + a2z™ 


2 十 … 十 an- 
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它们 之 间 有 关系 
¿L -Q= adj[zI,, — GJ] 
(zI, — G) a 
故 有 
a(z)u(k) = (cadj[zI, — G]f + da(z))u(k), 
2 "a(z)y(k) = z "(cadj[zI, — G]f + da(z)}u(k), 
(1+oíiz l +ooz 2 +... + az ")y(k) = z "(cadj[zI, — G]f + da(z)}u(k). 
将 上 式 展开 即 为 状态 空间 模型 的 差分 方程 形式 . 
例 8.3.1 ”将 状态 空间 模型 


| F OY: ) + ( : ) vw), 
y(k) =[2, lz(k) 


化 为 差分 方程 模型 . 
解 ” 对 于 本 例 , 有 


Si T 
e= 3 s) 4 
所 以 
u(k) = e(zI, — G) fu(k) + du(k) 


II 
w 
Ne 
k 
Q 
II 
K 
= 
a 
II 
° 


=e ( Ey ) fat) + aa 


_ [2z+5,z+3] /1 
 2Z2+3z+1 ulk) 


4z +11 
” 到 十 3z 十 1 
(2? + 3z + 1)y(k) = (4z + 11)u(k). 
两 边 同 乘 以 272, 可 得 差分 方程 : 
y(k) + 3y(k — 1) + y(k — 2) = 4u(k — 1) + 1llu(k — 2). 
8.3.4 ”离散 时 间 状 态 空间 模型 连续 化 


从 式 (8.2.33) 可 以 看 出 : 对 于 给 定 的 采样 周期 T, 任何 连续 系统 (8.2.25) 对 应 的 离散 系 
统 (8.2.32) 总 是 唯一 的 , 即 G 和 f 由 AF b 唯一 确定 . 那么 , 将 离散 模型 (8.2.32) 化 为 连续 
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模型 (8.2.25) 的 反 变换 中 , A A b 是 否 能 由 G 和 f 唯一 确定 ? 也 就 是 说 , 能 否 由 式 (8.2.33) 
求 得 唯一 的 A 和 b? 在 一 般 情况 下 答案 是 否定 的 , 因为 对 于 任意 整数 i, 下 式 成 立 : 


e47+ij2irm ~ ea7 -= G, j= VI. 


所 以 从 式 (8.2.33) TRE 


A= FLnG 
1 21 
FIG +j I ¿=0,F1,42.-, (8.3.7) 
T 一 1 
b= Í wal f (8.3.8) 
0 


这 里 In G 表示 G 的 主 值 或 主 对 数 (Principal Logarithm). 上 式 说 明 : 对 于 给 定 的 G, 我 们 不 
能 确定 唯一 的 A. 那么 采样 周期 满足 什么 条 件 时 , 由 离散 系统 参数 矩阵 G 和 f 可 求 得 唯一 
的 连续 系统 参数 和 矩阵 A 和 b, 最 近 的 研究 表明 : WR A 的 特征 值 是 实数 , 那么 我 们 可 以 确 
定 唯一 的 A, 此 时 i = 0; 如 果 矩 阵 4 有 复 特 征 值 , 假设 我 们 知道 特征 值 A;[4] 的 虚 部 上 界 


Wmax, 即 


Im(X[4]) < Wmax, i=1,2,... ,n, 


那么 只 要 采样 足够 快 (采样 频率 ws KF wma), 即 采 样 周 期 足够 小 (T < 2z/owas), WA 
阵 4 可 以 唯一 确定 4 = 去 In G, 可 参见 第 9 章 和 文献 [5,6]. 我 们 将 连续 系统 离散 化 采样 周 
期 条 件 , 即 采 样 频率 条 件 称 为 扩展 奈 奎 斯 特 一 香农 采样 定理 . 因为 奈 奎 斯 特 一 香农 采样 
定理 是 关于 连续 时 间 信号 的 采样 与 唯一 恢复 问题 , 而 这 里 的 连续 时 间 系 统 离散 化 以 及 连续 时 
间 系 统 恢复 问题 不 涉及 信号 采样 , 涉及 的 是 连续 模型 从 离散 模型 的 恢复 问题 . 

考察 级 数 : 


J 
l1-r+r? -r +zt—..., |z| < 1. 
1l+z 


两 边 对 z 从 z = 0 到 z 求 定 积分 得 到 


I'S f 

类 似 地 , Æ 4 可 以 唯一 确定 条 件 下 , 从 式 (8.3.7) 可 知 : 确定 4 的 关键 是 计算 In G. 可 用 下 
列 方法 确定 In G. 用 级 数 展开 In G 得 到 

In G = l|I, + (G - In)] 
(G-L)2 (G-L) (G-In) 

2 3 u 4 
根据 凯 莱 - 哈密 尔 顿 引 理 (3.5.7), 上 式 可 以 写 为 

In G = In|I,, + (G — In)] 


=(G- I,)— 


+o 


8.3 ”离散 时 间 系 统 模型 及 其 转化 339 


ao 而 十 ai(G — In) + o2(G — In}? +--+ an1 (G — n)". (8.3.9) 
用 (G — In) 的 特征 值 s; 代替 式 (8.3.9) 的 (G — In) 得 


-1 


In(1 + si) = ao + arsi + a28? +-+- + an-s? 


# (G — n) 的 第 i 个 特征 值 为 m 重 时 , 则 上 式 对 si K (m — 1) 次 导数 , 共 得 n 个 方程 , 可 
解 出 ai, i = 0,1,2,… ,n — 1, 从 而 求 得 In G. 
当 si 互 不 相同 时 , 有 


1 


Qo L y Bo OAT In(1 + si) 
a 1 E In(1 + s2) 
an-1 L ga 88) nes gb 1 In(1 + sn) 


例 8.3.2 KA 8.23 离散 化 后 的 模型 连续 化 , 即 已 知 


* A, b. 
证 明 ”矩阵 (G — D) 的 特征 值 为 s1 = e-T — 1, s2 = e-2T — 1. 由 于 si Z s2, fk 


Cl S 


lI 
ey 
== 
a ° 

1 

SN 
T 过 
= 
Sat 

š 1 
a 
E g 
9 ° 
1 

8" 


e-T — e-2T al 
所 以 
A= i= Llaof+ar(G— ñ) 
==!ln = 7e 十 ad ] 
= T -2T -T 1 0 eT-—1 0 
=TeT -eT (e =2e ™ El) 0 1JT| er er e-27_1 


z 1 eT eT 0 u ku 
eTe | erT—e-2T 2e2T_Ə9oeT J (1 -2 
e^t 见 例 8.2.4, 由 式 (8.2.33) 知 
b= A(G - 1)”: f 
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EEE e E 
(F a) (ferta oo 


O -ej 0 lT 
= ( (eT aji- eT (eT 1)-! -2(e-27 — 1j- ) ( 2- eT Jer ) 


本 节 离 散 系统 重 构 对 应 的 连续 系统 方法 即将 公布 到 国内 有 关 刊 物 上 B, 


84 连续 系统 与 离散 系统 间 的 变换 


本 节 讨 论 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 传递 函数 G(s) 与 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 离散 传递 
函数 H(z) 之 间 的 变换 , 包括 欧 拉 (Euler) 变换 、 双 线性 变换 、 笔 者 提出 的 广义 双 线 性 变换 ， 
基于 脉冲 不 变 离散 化 的 G(s) 与 H(z) 间 的 脉冲 不 变 Z-S 变换 230), 以 及 最 新 研究 结果 
“基于 零 阶 保持 器 阶 跃 不 变 离散 化 的 阶 跃 不 变 Z-S 变换 ”, 这 些 成 果 将 陆续 公布 到 国内 外 学 
术 刊物 上 8132, 


8.4.1 ” 欧 拉 变换 和 双 线 性 变换 


1. 欧 拉 变换 

从 8.2.2 节 可 知 , Z 变换 算 子 z 与 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace Transform) 算 子 s 间 有 如 下 关系 ， 

z = eT, 
其 中 T 为 采样 周期 . 用 泰勒 (Taylor) 级 数 展开 , 作 如 下 一 次 近似 ， 

z = eTs sz 1 + T's, (8.4.1) 
或 

k —1 
s= —. (8.4.2) 


式 (8.4.1) 和 式 (8.4.2) 即 为 欧 拉 变换 (Euler Transform). 因此 , 连续 系统 传递 函数 G(s) 与 
离散 系统 传递 函数 H (z) 之 间 的 近似 变换 关系 为 


H(2):=G(s)| _._, 
ET ai (8.4.3) 
G(s) = HO)| yn. 
2. 双 线 性 变换 
用 泰勒 (Taylor) 级 数 展 开 , 对 z = eTs 作 下 列 一 次 近似 ， 
z 一 es? a == 1+3 2 二 Ts (8.4.4) 


es 1- Ts 2—Ts’ 
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或 
2%=1 
Tt 
式 (8.4.4) 和 式 (8.4.5) 即 为 双 线 性 变换 (Bilinear Transform), 也 称 Tustin 变换 . 因此 , 连续 
系统 传递 函数 G(s) 与 离散 系统 传递 函数 H (z) 之 间 的 近似 变换 关系 为 


(8.4.5) 


H(z):= G(s) |; ==, ra 

G(s) = H(2) |, zz . Bü 
例 8.4.1 假设 连续 系统 的 传递 函数 为 
Y= s > a’ 

利用 Euler 变换 (8.4.2) 有 
b bT 
PEIEE) s=  s+a s= zs ar 
bT b 

GD)= BG) 到 于 的 ifte sta 


Euler 变换 下 离散 系统 的 增益 与 连续 系统 的 相等 , 即 H(1) = G(0) = 3 利用 双 线 性 变换 
(8.4.5) 有 


-b bT(z+ 1) 
et Ft sta s=2:=1 (aT + 2)z + (aT — 2) 
= By bT(z+1) =b 
Ga)= -= 于 (aT + 2)z + (aT — 2) z= 仁和 S 十 Q 


由 此 可 见 : 双 线性 变换 下 离散 系统 的 增益 H(1) = 2 与 连续 系统 的 增益 G(0) = š 也 相等 . 然 
而 Euler 变换 和 双 线 性 变换 是 一 种 近似 变换 , 它们 不 保证 离散 系统 的 输出 等 于 连续 系统 输出 
在 采样 点 的 值 . 

3. 广义 双 线 性 变换 

下 面 讨论 一 种 具有 更 普遍 意义 的 近似 变换 . 用 泰勒 级 数 展开 取 其 一 次 项 近似 , 可 得 


Ts_ e 1l+aTs 
e-0-oTs 1 一 (1 一 ao7s， 


0<a<1, (8.4.7) 


1 z—1 1 z—1 
Ta+(1—a)z (1—a)T z+ #+%— ` 


式 (8.4.7) 和 式 (8.4.8) 是 本 书 作 者 提出 的 广义 双 线 性 变换 (Generalized Bilinear Transform)29]: 


H(2)= 
G(s)= 


(8.4.8) 


PE 
Tr =a (8.4.9) 


1taTs 


2 一 TO=ao7s 
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这 个 变换 中 包含 一 个 参数 a, 当 a 取 不 同 值 时 就 得 到 不 同 双 线性 变换 . 因此 , 针对 不 同 的 系 
统 , 如 惯性 系统 、 典 型 系统 , 根据 采样 周期 与 系统 最 小 时 间 常 数 的 比值 (或 与 稳定 系统 极点 
最 小 负 实 部 的 比值 ) 的 大 小 , 研究 a 的 最 佳 取 值 , 使 得 离散 系统 与 连续 系统 的 输出 最 接近 四. 


š ; six 2 
28 a = 0.5 时 , 广义 双 线性 变换 退化 为 双 线性 变换 . 当 a=0, a= a= a= paml 
a € (0,1) 时 , 广义 双 线 性 变换 如 表 8.4.1 所 示 . 
表 8.4.1 广义 双 线 性 变换 表 
序号 a 值 变换 式 名 称 
* 1z—1 
j 9 1—Ts =T z 
1 3+Ts 3 z 一 1 
2 3 e= , s=— T 
3 3— 2Ts Tahi 
1 2+Ts 2z—1 
5 =I Te’ = 双 线性 变换 
2 _ 3+2Ts _ 3z—l 
3 ?37s Tz+2 
5 + z=1+Ts, s=zG-1) Euler 变换 
1+aTs 1 z—1 
Ë 人 * 1-0 os 一 Gao7z+od ao 
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欧 拉 变换 、 双 线性 变换 、 广 义 双 线 性 变换 都 是 近似 变换 , 方法 简单 , 但 是 它们 不 保证 离 
散 系统 的 输出 等 于 连续 系统 输出 在 采样 点 的 值 . 本 书 作者 在 总 结 和 发 展 学 术 前 辈 研究 成 果 的 
基础 上 , 在 其 博士 学 位 论文 中 , 根据 奈 奎 斯 特 - 香农 采样 定理 (Nyquist-Shannon Sampling 
Theorem, Nyquist-Shannon 采样 定理 ) 和 恢复 定理 推导 了 脉冲 不 变 Z S 变换 , 它 可 以 保 
证 连续 时 间 模 型 与 离散 时 间 模 型 转换 的 精度 . 一 些 相关 工作 可 参见 文献 [29,30,40,41]. 

设 G(s) 为 连续 系统 传递 函数 , H(z) 为 离散 系统 传递 函数 . 一 般 从 G(s) 获得 H(z) 的 步 
RUF, 


G(s) £ glt) ==, g(kT) = H(2), (8.4.10) 
其 中 .2-1 为 拉 普 拉 斯 反 变换 , T 为 采样 周期 ，2 为 Z 变换 . 实现 过 程 : 先 把 G(s) 进行 拉 
普 拉 斯 反 变 换 得 到 脉冲 响应 g(t), 对 g(t) 进行 采样 , 得 到 采样 序列 g(kT) = g(bl -ar (k = 
0,1,2,….), 再 对 g(kT) 进行 Z 变换 得 到 H(z). 

从 H(e) 获得 G(s) 的 步骤 如 下 ， 

f (=), 


Z-1 


H(z) Z g(kT) Ë, g(t) É G(s), (8.4.11) 


其 中 Z-1 为 反 Z 变换 , 即 j Z 变换 (Inverse Z Transform) 符号 , f(*) 为 插值 函数 (Inter- 
polation Function), 2 为 拉 普 拉 斯 变换 . 实现 过 程 : 先 把 H (2) 进行 道 Z 变换 得 到 离散 信和 号 
g9(kT), 对 g(kT) 进行 插值 得 到 连续 时 间 信 号 g(t), 再 对 g(t) 进行 拉 普 拉 斯 变换 得 到 G(s). 
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在 一 般 情况 下 , 若 给 定 G(s) 和 采样 周期 T, 由 G(s) 得 到 的 H(z) 是 唯一 的 ; 由 H(z) 得 
到 的 G(s) 不 是 唯一 的 , 因为 由 H(z) 得 到 的 离散 序列 g(kT) 对 应 的 连续 时 间 信 号 g(t) 是 不 
唯一 的 . 为 了 从 离散 模型 H(z) 唯一 恢复 连续 模型 G(s), 必须 对 采样 周期 加 以 限制 . 具体 地 
说 , 我 们 将 信和 号 采样 恢复 的 采样 周期 满足 奈 奎 斯 特 一 香农 采样 定理 扩展 到 传递 函数 , 如 果 
G(s) 有 复数 极点 , 假设 知道 复数 极点 的 虚 部 上 界 wma 那么 只 要 采样 周期 满足 T < 2r/wmax 
BITT; 如 果 G(s) 的 极点 都 是 实数 (BH wmax = 0), 那么 对 于 任意 采样 周期 , G(s) 都 是 可 以 从 

因为 拉 普 拉 斯 变换 需要 一 个 连续 时 间 信 号 , 所 以 必须 对 离散 信号 {g(kT): k= 0,1,2,:…} 
进行 插值 , 得 到 连续 时 间 信 号 g(t) = f(*)g(kT) (参见 8.2 节 ). 选择 不 同 的 插值 函数 f(*) 就 
得 到 不 同 的 Z-S 变换 . 根据 香农 恢复 定理 进行 插值 , 使 得 在 脉冲 函数 输入 下 连续 时 间 系 统 输 
出 在 采样 点 的 值 等 于 离散 系统 的 输出 , 就 得 到 脉冲 不 变 Z-S 变换 ; 采用 零 阶 保持 器 , 使 得 在 
阶 跃 函数 (阶梯 函数 ) 输入 下 连续 时 间 系 统 输出 在 采样 点 的 值 等 于 离散 系统 的 输出 , 就 得 到 
阶 跃 不 变 Z-S 变换 . 

计算 过 程 (8.4.10)~(8.4.11) 特别 烦琐 , 我 们 期 望 找到 一 个 简单 的 通用 方法 , 就 是 Z-S E 
换 , 包括 脉冲 不 变 Z-S 变换 、 阶 跃 不 变 Z-S 变换 、 和 斜坡 不 变 Z-S 变换 等 , 它 可 以 由 G(s) E 
接 求 H(z), 也 可 以 由 H(z) 直接 求 G(s). 

定理 8.4.1 ”脉冲 不 变 Z-S 变换 (Z-S Transform) [25,29,30] 

假设 采样 周期 T 满足 扩展 奈奈 斯 特 一 香农 采样 定理 , 有 理 传递 函数 G(s) 与 离散 传递 
函数 H(z) 构成 下 列 脉冲 不 变 Z-S 变换 对 : 


1 z 
H(z)= = G(s)—s3s, (8.4.12) 


ss = — BË) 
27i Jo z (:- zz) 
其 中 线 积分 路 径 o 是 一 条 包含 G(s) 或 HE) 所 有 极点 (Pole) 的 逆 时 针 方 向 绕 原点 一 周 的 
封闭 曲线 . 用 留 数 (Residue) 形式 给 出 的 脉冲 不 变 Z S 变换 对 为 
HoD [co rcon] 


G(s) dz, (8.4.13) 


E; 1 qm- [e-em , (8.4.14) 


(ni — 1)! ds: —1 PERA 


H(z) 
G(s) => qepen 


zao | (z — zi)": — $ (8.4.15) 
z 
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其 中 si 是 G(s) 的 极点 , zi 是 五 (z) 的 极点 , ni 是 极点 的 阶 数 . 

以 上 是 脉冲 响应 不 变 变 换 的 Z-S 变换 对 (简称 脉冲 不 变 Z-S 变换 ), 还 有 阶 跃 响应 不 变 
变换 的 Z-S 变换 对 (简称 阶 跃 不 变 Z-S 变换 ). 只 有 当 连 续 系统 在 采样 时 刻 输 入 为 脉冲 信号 
时 , 脉冲 不 变 Z-S 变换 离散 系统 的 输出 等 于 连续 系统 输出 在 采样 点 的 值 . 

证 明 ” 拉 普 拉 斯 变换 和 拉 普 拉 斯 逆 变 换 公式 分 别 为 


Gl) =| geas, (8.4.16) 


c! +joo i 
=z, À 8Oeds 


=-= G(s)estds. (8.4.17) 


这 里 c 是 使 G(s) 所 有 极点 在 直线 s = c 右边 的 一 个 常数 .脉冲 响应 采样 序列 (Impulse 
Response Sequence) g(kT) = g(t)li=kz 的 Z 变换 为 


= 六 (kmz (8.4.18) 
k=0 
将 式 (8.4.17) 代入 式 (8.4.18) 可 得 


esola kTs "== SRi -1 Tek 
-X |z, a|: =A al) 2e eTs)kds 


1 1 + z 
= Zj $ G(s) srsds = Jj $ C(s)z 一 orsds. (8.4.19) 


利用 RENE 一 香农 采样 定理 与 恢复 定理 8.2.1, 有 
s = _ KEN 


g(t) = f(*)g(kT) - atr TOET) 


当 g(t) = zt/7 时 , 我 们 有 
°° sa 一 Er). 
k=0 TF — kT) 
因此 , g(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 可 表示 为 
Er 三 8 g(t)e-stqt 
0 


sngt- kT) ， 
-| Dr )—# etdt. (8.4.20) 


Fe- kT) 
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将 j Z 变换 (Inverse Z Transform) Z 


-Ll k-1 
g(kT)= 2 $ H (ajz “dx 


代入 式 (8.4.20) 可 得 


T 
co oo sin —(t — kT) 
G(s) -Í s =Í Holdz T estat 
° C 27) J, 元 人 kT) 


(8.4.21) 


IÑ (8.4.19) 和 式 (8.4.21) 构成 了 脉冲 不 变 Z-S 变换 对 . 
相关 内 容 可 参见 笔者 指导 的 研究 生 杨 丹 的 硕士 学 位 论文 “控制 系统 模型 变换 及 其 输出 


误差 分 析 ”[ 委 和 文献 [31,32,43]. 
例 8.4.2 ” 设 系 统 的 传递 函数 为 


nf 
G(s 


这 个 系统 的 增益 为 K = G(s)|,_o = G(0) = 1. 利用 脉冲 不 变 Z-S 变换 对 (8.4.12)~(8.4.13)， 
有 


+ 2 z 
HA = g ——— 
@ 27j $ s+1z— Gd 


1 z 
= p ——— 
(s+ aiza pan 


1 £ e! 
a TERETE 村 
F 
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1 ed 
s+1. 


1 
s— zne” 


这 里 用 脉冲 不 变 Z-S 变换 得 到 的 H(z) 与 例 8.2.1 的 结果 是 一 致 的 , 离散 模型 的 增益 为 H(1) = 
1/(1 — e7), 不 等 于 连续 系统 增益 G(0) = 1, 脉冲 离散 化 系统 增益 变化 了 .只 有 当 连 续 系统 
的 输入 为 脉冲 信号 时 , 脉冲 离散 系统 的 输出 等 于 连续 系统 输出 在 采样 点 的 值 . 由 于 实际 系统 
的 输入 不 可 能 是 无 界 的 脉冲 函数 , 而 且 系统 的 静态 增益 也 发 生变 化 , 所 以 在 计算 机 控制 系统 
中 经 常 使 用 阶 跃 不 变 离散 化 , 参照 8.2.4 节 的 基于 零 阶 保持 器 的 阶 跃 不 变 离散 化 和 8.4.3 节 
的 阶 路 不 变 Z-S 变换 , 增益 保持 不 变 . 

利用 Euler 变换 (8.4.3) 有 


G(s) = H(z)| 


z 


z=Ts+1 = > aT 
Zz—@ |z=Ts+1 


Ts+1 s+1/T 


了 


s+10 13 
E 340.9516’ 当 T = 0.1 时 . 
s+2 

s + 0.7869' 


利用 双 线 性 变换 (8.4.6) 有 


G(s) = H(z) 


当 T = 0.5 时 . 


z 


=Ë z eT ars 


Ts+2 
(1+e-T)Ts+2(1—e-T) 


_ s/(1+e-T)+2/[(1 +e-T)TJ 
 8+2(1—e-T)/[(1 + e-T)T|] 

0.5250s + 10.00 _. 

| 一 0505 当 T = 0.1 时 . 
0.6225s + 2.4898 

s+0.9797 ' 

Euler 变换 和 双 线 性 变换 得 到 的 传递 函数 G(s) 与 原 系 统 的 G(s) 不 一 样 ， 当 T = 0.1 时 ， 
Euler 变换 和 双 线 性 变换 得 到 的 传递 函数 G(s) 的 增益 为 K = 10.508, 当 T = 0.5 FF, 增益 为 

K = 2.5414. 


例 8.4.3 设 系 统 的 传递 函数 为 


当 T = 0.5 时 . 


cs+d 
ee 
采样 周期 为 T, 试 求 H(z). 
解 ” 根 据 脉 冲 不 变 Z S 变换 , 有 
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1 z 
H) = = Gls) rds 


1 cs+d 1 d 
s 
27j Jo (s +a)(s + b) 1 — eTsz—1 


_—ac+d 1 p etd 1 
~ b-a 1—e-aTz-l a—b 1—e-bTz-1 


1 (b—a)c+ (ac — d)e-bT + (d — bc)e-°T]z-! 
b—a 1-—(e-sT +e-bT)z-1 Le-(a+b)Ty-2 ` 


当 c = 0 时 , 有 变换 对 : 
(s +a)(s +b)’ 


G(s) = 


Ï d(e—oT — e—T)z-1 
bagi (e-aT 3- e—bT)z-1 + e-(a+b)T ;—2 ` 


例 8.4.4 ” 设 系 统 的 传递 函数 为 


1 
CO = Grier 


采样 周期 为 T, 试 求 H(2). 
解 ”根据 脉冲 不 变 Z-S 变换 , 有 


1 J 4 
H &%x— —— 
-rr 


DORS: 1 d 1 
 (s+2)21—eTsz-1| __, f ds É 十 1)(1 一 === | PER 
Z 1 -1 Teraa 
一 IT 二 (| 
_ Í i e S 着 
例 8.4.5 ” 设 系 统 的 传递 函数 为 
Zoe LZ (z+T-1)z 
BG) aT e-i G-I’ 


采样 周期 为 T, 试 求 G(s). 
解 ”根据 脉冲 不 变 Z-S 变换 , 有 


| bz J 
G(s) = 2xjj (2-1? , (s z Znz) 
T 


dz 
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z+T-1 1 
5, i 11 z(= 7z) 

riw (iy) |. 
二 交道 
= a 


8.4.3 METE Z-S 变换 

有 关 Z-S 变换 参见 后 记 中 Z-S 变换 的 小 播 曲 .脉冲 不 变 Z-S 变换 是 采用 脉冲 函数 将 
离散 输入 信号 ulk) := u(kT) 拓展 为 连续 时 间 信 和 号 ult), 参见 式 (8.2.7) RI (8.2.28). MER 
不 变 Z-S 变换 是 采用 零 阶 保持 器 将 离散 输入 信号 ulk) := u(kT) 拓展 为 连续 时 间 信号 u(t), 
即 u(t) = u(kT), kT < t < (k 十 1)T, 为 采样 周期 , 这 相当 于 采用 零 阶 保持 器 (Zero-Order 
Hold) 作为 恢复 函数 (插值 函数 ), 可 以 等 价 表示 为 


ult) = FIET) = SD uk- — 1( — (k + DT), 
k=0 
其 中 10) HAARR. PURERAA 
Gols) = =Z 
假设 从 零 阶 保持 器 的 输出 u(t) 到 系统 输出 y(t) 0463058389 Gl), 那么 从 u(kT) 到 系统 输 
出 y(t) 的 传递 函数 Gu(s) 等 于 Go(s) 与 G(s) 串联 , Bl 


Ts 


I-e 


Ga(s) = Go(s)G(8s) = G(s)— (8.4.22) 


根据 脉冲 不 变 Z-S 变换 对 (8.4.12)~(8.4.13), 使 用 式 (8.4.12), 可 得 与 Gals) 对 应 的 离散 传递 
函数 


— A OP 
ao- 二 | 站 阁下 和 :区 da 


s z—eTs 


z— eTs 


1 G(s) z(1 — e T) 
as S 
1—27! f G(s) z 
2rj J, s z—eTs 
使 用 式 (8.4.13), 可 得 与 H (2) 对 应 的 连续 时 间 传递 函数 
1 H(z) 
Gals) = -一 


2mi °: [° Z) 


ds. (8.4.23) 


dè. 
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由 于 Ga(s) = Go(s)G(s), 因此 有 


Gals) 5 1 Ble) 
G(s) Gols) 1- e Ts2rj $ (s _ 1 ln z) ü 
T 
c 8. — Ha z 
_ 24 m (8.4.24) 


(2—1) (s-z) 


以 上 基于 零 阶 保持 器 的 连续 时 间 系 统 传递 函数 G(s) 与 离散 时 间 传 递 函 数 H (z) 之 间 的 
变换 可 以 总 结 为 如 下 定理 . 

定理 8.4.2” 阶 跃 不 变 Z-S 变换 (Step Invariance Z-S Transform) 

假设 采样 周期 T 满足 扩展 奈奈 斯 特 一 香农 采样 定理 , 有 理 传递 函数 G(s) 与 离散 传递 
函数 H(z) 构成 下 列 阶 跃 不 变 Z-S 变换 X: 
_1—z= 1 G(s) z 


H(z) Znj PEE ds, (8.4.25) 
G(s) = =) z mt (8.4.26) 
ma (z-1) (s 一 m2) 


其 中 线 积分 路 径 o 是 一 条 包含 G(s)/s 或 了 H(z)/(z 一 1) 所 有 极点 (Pole) 的 逆 时 针 方向 绕 原 
点 一 周 的 封闭 曲线 . 用 留 数 (Residue) 形式 给 出 的 阶 跃 不 变 Z-S 变换 对 为 


H(z) = i 5 [2 人 在 人 极点 处 的 贸 数 | 
-a- 5 Di r= i 人 = fe-s" sm =s) Px. (8.4.27) 


G(s) =s 7 ee 
z—1 


ia dG) 
aN Ce-D (s-z) 


其 中 s, 是 G(s)/s 的 极点 , zi 是 H(z)/(z — 1) 的 极点 , ni 是 极点 的 阶 数 . 

只 有 当 连 续 系统 在 采样 间 输入 为 常数 信号 时 , 阶 跃 不 变 Z-S 变换 离散 系统 的 输出 等 了 
连续 系统 输出 在 采样 点 的 值 . 

例 8.4.6 ” 设 采 样 周 期 为 T, 求 下 列 一 阶 连 续 系 统 传递 函数 的 阶 跃 Z-S 变换 . 


A 1 dn 
=a (m — D! dea! ; (8.4.28) 


= 


T 


G0) 


解 ” 根 据 阶 跃 Z-S 变换 (8.4.25)~(8.4.26), 将 传递 函数 G(s) RAR (8.4.25) 可 得 
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1—z*[ G(s) 次 
H d. 
(2) 27) $ s z es Š 


l1- z7! j L 3 
= - 一 一 一 一 d5 
2rj J,s(s+1)z—eTs 


-A 1 z 
= z | 


=a- |-|] 


z—1 z-e 


pen 


1 一 e-7 
一 ZE 
这 与 例 8.2.5 的 阶 跃 不 变 离散 化 结果 是 一 致 的 . 下 面 用 式 (8.4.26) 再 由 H(z) 反 求 G(s): 
Qos Sa 一 一 a 
° (z —1) (s _ zh) 
8 1— e T dz 


sal E a t 250 
(a= De =e) (s _ zz) 


1—e- 7 1 
十 一 (Zz 一 er 
(z — 1)(z — e-T) 1 ee 
(s _ z) 


sip H 
(eT —1)(s +1) 
aigna i 
s+1 #4 L 


例 8.4.7 ” 设 采 样 周 期 为 T, 求 下 列 二 阶 连续 系统 传递 函数 的 阶 跃 Z-S 变换 ， 


d 
GT 


解 ” 根 据 阶 跃 Z-S 变换 (8.4.25)~(8.4.26), 将 传递 函数 G(s) 代入 式 (8.4.25) 可 得 
er z7! f G(s) z 


d. 
27j J, s z 一 e7s s 


H(z) 


LEi d # d 
27j J, s(s + a)(s + b) (z — ef) G 
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ü=- g Žo a ak š 2 kä 
s(s=a)(e-Tb,z- er |;  sGFa)(s {dw ens "esa 
d z 
+ s(s + a)(s + b) z — eT's CA al 
d z d # 
EE E 
Meg eem GT 可 FE: 
ő 2 
s(s +a) z- eT" |s» 
ayot Re e 2 sy 
ab ao(a—b)z—e-T b(a—b)z-— e-bT 
= C2 ae sp i es i | 
ab aa 一 中 z— e-aT b(a — b) z— eT 
d d d d e-T_1 d er 好 一 1 


二 人 “Wa bz ear Wa b) -em 
__ d eT-1 _d e-i 
a(a—b)z—e-T )b(a — b) z— eT 


d(a — b)(z — e7°T)(z — e PT) + [bd(z — e bT) — ad(z — e T)](z — 1) 
ab(a — b)(z — e-aT)(z — e-bT) : 


这 与 例 8.2.6 的 阶 跃 不 变 离 散 传递 函数 H (z) 是 相同 的 . 再 将 H(z) RAR (8.4.26) 计算 


c) $ a 人 dz 
z $, e- b) _ N: Ra 2 = ==] -d = Znz) 


d eT-1 d eT-1 1 
> a(a—b)z—e-aT b(a—b)z-— eT (s i! ) 


S 


m d eer_1 
i ee- -1 (s- Zmz) 


_ d d d 1 d 1 
aa 一 中 t+ pa- t (sta) bla—b) —) 


ba-b) 0 1 (:- hz) 


z=e-aT 
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-S+ S| =] 
Q a-bla(s+a) b(s+b) 
d ds b(s+b)—a(s+ a) 
ab a—b ab(s+a)(s +b) 


a, ds (b—a)s + (b? — a?) 
ab a—b ab(s+a)(s+b) 


_ d _ ds? + (b+ a)s] 
ab ab(s+a)(s +b) 
d _ d[(s + a)(s + b) — ab] 
ab ab(s + a)(s + b) 
d d d 
= a erae 
= d 
 (s+a)(s +b) 


8.5 ”线性 离散 系统 的 最 小 二 乘 参数 辨识 


数学 模型 是 控制 科学 的 基础 , 系统 辨识 是 研究 建立 动态 系统 数学 模型 的 理论 与 方法 . 实 
际 系统 一 般 采 用 计算 机 控制 , 所 以 基于 离散 数据 的 离散 时 间 系 统 的 辨识 方法 得 到 了 很 大 发 
展 . 近年 来 , 本 书 作者 在 新 的 辨识 思想 、 辨识 理论 、 辨识 原理 、 辨 识 概念 、 辨 识 理念 等 方面 提 
出 了 一 些 原创 性 辨识 方法 、 如 辅助 模型 辨识 思想 与 方法 、 多 新 息 辨 识 理论 与 方法 、 递 阶 辨 识 
原理 与 方法 、 耦 合 辨识 概念 与 方法 、 滤 波 辨识 理念 与 方法 等 . 正在 出 版 《系统 辨识 学 术 专 著 
丛书 》8 部 , 每 部 60 万 字 以 上 , 已 出 版 第 1 分 册 《 系 统 辨识 新 论 》 (2013 年 ) l. $ 3 分 册 《 系 
统 辨识 辨识 方法 性 能 分 析 》(2014 年 ) 中、 第 4 分 册 《 系 统 辨识 辅助 模型 辨识 思 
想 与 方法 》(2017 年 ) B. W 6 分 册 《 系 统 辨 识 多 新 息 辨识 理论 与 方法 》(2016 年 ) l), 
随后 将 陆续 出 版 其 余 4 分 册 . 

这 些 原创 性 辨识 方法 都 发 表 在 国内 外 著名 期 刊 上 , 如 《自动 化 学 报 》l4 4 《中 国 科 
学 》[46,47] 、4utomatica 8-54]_ IEEE Transactions on Automatic Control [55-58] IEEE Trans- 
actions on Systems, Man, and Cybernetics, Part A: Systems and Humamnsl59]. IEEE Transac- 
tions on Systems, Man, and Cybernetics, Part B: Cybernetics 6) 等 上 . 国际 著名 期 刊 4pplied 
Mathematical Modelling 上 论文 “ 非 线性 系统 的 递 阶 多 新 息 随机 梯度 辨识 方法 ”入选 “2013 年 
中 国 百 篇 最 具 影响 国际 学 术 论 文 ”[61. 本 节 简 单 介绍 线性 系统 的 最 小 二 乘 参数 估计 、 最 小 二 
乘 参 数 辨识 算法 、 递 推 最 小 二 乘 参 数 辨识 算法 等 . 本 节 主 要 内 容 参考 《系统 辨识 多 新 
息 辨识 理论 与 方法 》 一 书写 成 外 . 


8.5.1 ”线性 系统 辨识 模型 


我 们 已 经 说 明 一 个 连续 时 间 状 态 空间 系统 通过 离散 化 , 可 以 化 为 一 个 离散 时 间 状 态 空间 
模型 (参见 8.2.3 节 和 8.2.4 节 ), 一 个 离散 时 间 状 态 空间 模型 可 以 转化 为 下 列 形式 的 差分 方 
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程 模型 (参见 8.3.3 节 ): 
y(k) + aiy(k — 1) +azy(k — 2) + --- + any(k — n) 
= biu(k — 1) + bzu(k — 2) + -- + bnu(k — n), (8.5.1) 
其 中 u(k) := u(kT) 和 y(k) := y(kT) 分 别 为 时 刻 系统 的 输入 和 输出 , T 为 采样 周期 , 差分 
方程 的 系数 a, 和 b, 称 为 系统 模型 参数 , 这 里 假设 它 与 u(k), u(k) M k 无关, 且 是 常数 , 因而 
式 (8.5.1) 是 一 个 线性 时 不 变 离 散 时 间 系 统 . 
引入 单位 后 移 算 子 z 1 (z 1y(k) =y(k 一 1) 或 zy(k) = u(k + 1)), SÑ (8.5.1) 可 以 写 为 


(1+a1z l+a2z 2+ +anz ")y(k) = (biz 1 + b227? +... + bnz—")u(k). (8.5.2) 
定义 移 位 算 子 的 多 项 式 : 
A(z):=1+a12 l+azz 2 +--+ anz", 


B(z):=b1z 1 + bz 2 +... + baz", 
FÆR (8.5.2) 可 以 写 为 A(z)u(k) = B(z)u(k). 实践 中 观测 数据 不 可 避免 地 包含 误差 (简称 
干扰 噪声 ), 引入 干扰 噪声 项 , 系统 模型 可 以 写 为 


A(z)y(k) = B(z)u(k) + v(k), 


其 中 v(k) 是 零 均 值 不 可 测 白 噪声 . 这 个 模型 称 为 受 控 自 回归 模型 (Controlled AutoRegres- 
sive Model, CAR, 模型 ), 或 方程 误差 模型 (Equation-Error Model, EE 模型 ), 或 带 外 加 输入 
的 自 回归 模型 ( 即 ARX 模型 ). 根据 移 位 算 子 的 性 质 , 它 可 等 价 写 为 

u(k) + aiy(k — 1) +azy(k — 2) +: -- + any(k — n) 

= biu(k — 1) + bzu(k — 2) +- -- + bnu(k — n) + v(k). (8.5.3) 

设 阶 次 已 知 , B. k < 0 时 , y(k) = 0, u(k) = 0, v(k) = 0. 

系统 辨识 是 利用 系统 的 观测 数据 辨识 系统 的 参数 , 为 方便 起 见 , 经 常 将 系统 的 参数 收集 
起 来 构成 一 个 参数 向 量 , 将 系统 的 输入 输出 数据 收集 起 来 构成 一 个 信息 向 量 . 定义 参数 向 量 


(Parameter Vector) 


0 := [aaaz…… ,an,b1,b2,.*: ,b.]" € R27, 
和 信息 向 量 (Information Vector) 
p(k) := |[-y(k — 1), —y(k — 2), --- ,—y(k — n), u(k — 1), u(k — 2),... ,u(k — m)]” € R”. 
将 式 (8.5.3) 移 项 , 并 写成 向 量 形式 可 得 
y(k) = —aiy(k — 1) — azy(k — 2) — - - - — any(k—n) 
+biu(k — 1) + bəu(k — 2) + --- + bnu(k — n) + v(k) 
= [zyk — 1), -ylk 2); ,vk n) ulk — 1),u(k — 2), ulk — n)]0 + vk) 
=" (k)0 + u(k). (8.5.4) 


这 是 一 个 线性 回归 模型 , 也 是 CAR 系统 (8.5.3) 的 辨识 模型 (Identification Model) 或 辨识 
表达 式 (Identification Representation). 

辨识 目标 是 , 基于 系统 的 观测 数据 {y(7),e(7), 0 < ; < k), 利用 最 小 二 乘 原理 , 研究 和 
提出 最 小 二 乘 辨 识 方法 , 对 系统 的 未 知 参数 向 量 9 进行 实时 估计 . 
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8.5.2 ”最 小 二 乘 估计 
344 k=1,2,... ,k f (k > n), AR (8.5.4) 可 以 得 到 个 方程 式 , 将 它们 写成 矩阵 形式 


y(1) er(1) (1) 
y(2) er(2) v(2) 
: = : O : 
yh)) (e) v(k) 
上 式 也 可 简单 写作 
Y, = HO + Vr, (8.5.5) 
式 中 
(1) #0) v(1) 
Y, := Ve) eR*, Ex := e 2 EREXO), Vi := «a € Rk. 
y(k) p") v(k) 


根据 最 小 二 乘 辨识 原理 (Least Squares Identification Principle), 利用 系统 的 观测 数据 {y(k)， 
e(k)), 定义 二 次 准则 函数 (Quadratic Criterion Function) 
k k 


J(0) := X 220) = D0) — e" (3)0]2 
j=1 j=1 


= V; Wk = (Yk — Hx0)" (Yi — H,0) 


= |IY, — H,0||J2. 
设 0 = brs 时 , min J(0) = J(@us). 令 J(0) 对 0 的 偏 导数 为 零 , 得 到 
9J(0) 加 T = 
29 losa T -2H (Yr — H10) p, = 9, 


或 

(HEH:)OLs = H} Yp. 
这 个 方程 称 为 规范 方程 (Normal Equation) R 正则 方程 . 假设 在 持续 激励 条 件 下 , 数据 长 度 
k ÆA, (HE H,) 为 正定 矩阵 时 , 由 上 式 可 以 求 得 

OLs = (HI Hr) HF Yp. (8.5.6) 
上 式 给 出 的 估计 9Ls 称 为 参数 向 量 9 的 最 小 二 乘 估计 (Least Squares Estimate, LSE), 简称 


LS 估计 . 由 于 它 与 数据 长 度 k AX, 故 可 等 价 写作 OLs(k), 在 递 推算 法 中 记 作 6(k). 将 H, 
和 Y, 的 定义 式 代入 上 式 , 展开 可 得 


Ô(k) =Ors(k) = (H£ H,) HEY: (8.5.7) 
k ER 
= |Z e00) Seow) : (8.5.8) 


j 
上 式 就 是 一 次 完成 辨识 算法 (One-Shot Identification Algorithm) R 直接 辨识 算法 (Direct 
Identification Algorithm), 以 区 别 后 面 的 递 推 最 小 二 乘 辨 识 算法 . 
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8.5.3 ”最 小 二 乘 辨 识 算法 

当 采 集 到 一 批 数据 时 , 可 用 式 (8.5.6) 或 式 (8.5.8) 计算 参数 向 量 9 的 最 小 二 乘 估计 0(k). 
这 是 一 种 计算 LS 估计 的 离线 辨识 (Offline Identification) 方法 , 其 不 足 之 处 是 , 对 于 每 一 个 
k, 都 需要 求 矩 阵 的 逆 , 导致 算法 计算 量 大 , 特别 当 0 的 维 数 很 大 时 , 计算 量 更 大 , 且 不 适用 于 
在 线 辨 识 . 下 面 讨 论 式 (8.5.7) 的 递 推 计 算式 , 它 可 以 在 线 辨 识 (Online Identification) 系统 
的 参数 . 在 此 之 前 先 介绍 一 个 很 有 用 的 矩阵 求 逆 引 理 . 

引 理 8.5.1 ”矩阵 求 逆 引 理 (Matrix Inversion Lemma) 

设 AeR"*", BeRnxr, CeRrxn 假设 矩阵 A 和 (I+CA-1B) TŽ, 则 下 列 等 式 成 立 ， 


(A+ BC) = A-1— A-1B(I+ CAB) CA~. 
证 明 ”要 证 明 X =Y, 只 需 证 明 XY = I #l XY = I. 沿 着 这 一 思路 , 我 们 有 
(A+ BO)|[A-1— A-1B(I+ CA-1B)-1CAT1] 
=I-—B(I+CA-1B) CA~ + BCA -1- BCA -1B(I+ CA-1B) CA~! 
=I + BCA™! —- B(I+CA-1B) 1CA-1- BCA -1B(I+ CA 1B) 1CA-1 
=I+BCA-!— B(I+CA-1B)(I+CA-1B)-1CA-1 
=I + BCA™ - BICA™ =I. 
同 理 , 可 证 
[A-1 — A-1B(I+ CA-1B) 1CA-J(A + BC) =I. 
下 面 用 递 推 方式 来 实现 (计算 ) 式 (8.5.7) 的 最 小 二 乘 估计 0(k). 值得 指出 的 是 , 与 下 面 
的 递 推 最 小 二 乘 算法 不 同 的 是 , 这 里 的 递 推 不 是 参数 估计 Ôk) 算式 的 递 推 , 而 是 一 些 中 间 变 
Æ P(k) 和 向 量 E(k) 的 递 推 计算 . 
定义 协 方差 阵 P(k) 和 向 量 £ (k) 如 下 : 


Pk):= 2 p0p) = P (k — 1) + @(k)e* (b), (8.5.9) 
k 
Elk) := J POYO) = Elk — 1) + e(k)u(k), &(0) = 0. 8.5.10) 

式 (8.5.7) 的 最 小 二 乘 估计 可 以 表示 为 

O(k) = P(k)&(k). 8.5.11) 
将 矩阵 求 道 引 理 8.5.1 应 用 到 式 (8.5.9), 可 得 

_ pa n _ PE- De(t)e*(k)P(k — 1) 

P(k) = P(k — 1) IFE OPE- De ` 8.5.12) 
式 (8.5.10)~ 式 (8.5.12) 构成 了 最 小 二 乘 算法 (Least Squares Algorithm, LS 算法 ) 62]: 

O(k) = P(k)E(k), 8.5.13) 

P(k) = P(k - 1) - P(k — De(k)e (k P(E -1 peo) polan, 8.5.14) 


l+ @*(k)P(k — 1)e(k) 
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Elk) =E(k — 1) + e@(k)u(k), &(0) = O. 8.5.15 
根据 式 (8.5.9) 中 P-1(k) 和 式 (8.5.10) 中 Elk) 的 定义 及 其 递 推 关 系 , 我 们 有 
P '(k)= P '(k—2)+ p(k — 1)e*(k — 1) + p(k)" (k) 


k 
=P 00)+2 20)270)， 8.5.16 
Elk) = E(k — 2) + p(k — 1)u(k — 1) + p(k)y(k) 
k 
=&(0) + X pG). 8.5.17 


j=1 
比较 式 (8.5.10) 与 式 (8.5.17) TTAN, E(k) 的 初 值 应 取 为 (0) = 0; 比较 式 (8.5.9) 与 式 (8.5.16 
可 知 , P-1(k) 的 初 值 应 取 为 P-1(0) = 0, 但 是 这 导致 P-1(0) PRA, 因此 实际 中 通常 取 为 一 
个 很 小 的 正定 阵 , 如 P 1(0) = L;,/po, po 是 一 个 很 大 的 常数 , 如 po = 105, P 1(0) = 1078In 
很 接近 零 矩 阵 , 这 是 我 们 取 P(0) = poln 的 理由 . 

评价 辨识 算法 计算 量 大 小 的 一 个 实用 方法 是 : 用 算法 的 乘法 次 数 (除法 作为 乘法 对 待 ) 
和 加 法 次 数 (减法 作为 加 法 对 待 ) 来 衡量 ， 一 次 加 法 运算 称 为 一 个 flop, 即 一 次 浮 点 运算 
(Floating Point Operation), 一 次 乘法 运算 也 称 为 一 个 lop 6065], 乘法 运算 次 数 和 加 法 运算 
次 数 之 和 的 总 flop 数 就 是 算法 的 计算 量 . 尽管 数字 大 小 的 浮 点 运算 不 一 样 , 但 是 用 flop 来 刻 
画 算 法 的 计算 量 也 不 失 为 一 种 好 方法 . 如 果 同 为 递 推算 法 (迭代 算法 ), 可 以 比较 每 一 步 递 推 
计算 (迭代 计算 ) 的 flop 数 , 来 衡量 算法 的 计算 量 . 

值得 注意 的 是 , 即使 对 于 同一 个 算法 , 由 于 计算 方式 的 不 同 , 其 计算 量 可 能 相差 很 大 . 例 
如 , 多 项 式 

jz)=z3+2z2+3z+4=z.z.z+2xz:z+3xz+4 


需要 5 次 乘法 运算 和 3 次 加 法 运算 ; 如 果 将 表达 式 修改 为 
f(z) = z(z(z + 2) + 3) + 4, 


就 只 需要 2 次 乘法 运算 和 3 次 加 法 运算 . 再 如 , 对 于 标量 a, 8 € R, 向 量 z € R" 和 和 矩阵 
A eRmxn, RER azp = (az)6 = aw(z6) 有 2n 次 乘法 运算 , 而 azp = (aB)z = z(a6) 只 有 
n + 1 次 乘法 运算 ; 表达 式 o A8 = (a4)6 = a( Ab) 有 2mm 次 乘法 运算 , 而 a AB = (8)4 = 
Alab) 只 有 mm + 1 次 乘法 运算 . 由 此 可 以 看 出 , 对 于 数学 上 等 价 的 表达 式 , 其 先后 计算 方式 
不 同 , 将 导致 计算 量 的 差异 很 大 . 特别 对 于 向 量 、 矩阵 之 间 的 运算 , 需要 考虑 它们 之 间 的 计算 
次 序 , 以 便 使 计算 量 最 小 . 因此 , 估算 辨识 方法 的 计算 量 , 评价 辨识 方法 的 计算 效率 , 需要 找 
到 能 实现 辨识 算法 的 最 经 济 的 计算 方式 , 即 实现 辨识 算法 的 最 小 Hop 数 的 计算 方式 , 从 而 提 
高 辨识 算法 的 计算 效率 . 

关于 “辨识 方法 的 计算 效率 我 们 在 《南京 信息 工程 大 学 学 报 》 上 刊登 了 3 篇 连载 论 
文 16264) 讨论 了 向 量 与 向 量 、 向 量 与 矩阵 、 和 矩阵 与 矩阵 的 加 减法 、 乘 法 的 运算 量 , 行列 式 、 
矩阵 求 逆 的 计算 量 , 以 及 线性 回归 系统 、 多 元 线性 回归 系统 、 多 变量 系统 的 递 推 着 识 算法 、 
迭代 辨识 算法 、 耦 合 辨识 算法 的 最 小 计算 量 , 即 实现 算法 的 最 少 top 数 . 

令 (k) := P(k — 1)e(k) € R”. 注意 到 P(k) 是 对 称 阵 (Symmetric Matrix), 式 (8.5.14) 
可 以 表示 为 
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NOU) 
P(k)= P(k- 1) -T+ pre 


C(k) T 
re-d- {rr} 
C(k) := P(k 一 1)p(k) € R” A (2n)? 次 乘法 运算 和 (2n) -2n 次 加 法 运算 , 其 计算 量 为 
2(2n)? — 2n flops. 最 小 二 乘 估计 算法 (8.5.13)~(8.5.15) 的 最 小 计算 量 为 (24n2 + 6n) flops, 如 
表 8.5.1 所 示 . 


表 8.5.1 最 小 二 乘 辨 识 算法 每 步 的 计算 量 


变量 RR MARA 
ee) O(k) = P(k)&(k) € R?” (2n)2 — 2n 
P) P(k) = P(k — 1) — L(k)CT (k) € Rn) x(2n) (2n)2 

L(k) := C(k)/[1 + p7 (Kk)C(K)] € R?” 2n 


C(k) := P(k — De(k) € R?” 
eei a Elk — 1) + e(k)y(k) € R?" 
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定义 协 方差 阵 人 Matrix) P(k) 的 逆 


P-1(k):= H£ H, = > e()e* (j) (8.5.18) 


j=1 
大 一 1 
= > eple") + p(k) p(k). 
j=1 


于 是 可 得 递 推 算式 (Recursive Computation Formula): 


P-1(k) = P-1(k—1)+ e(k)e*"(k), P(0) = pol2n > 0. (8.5.19) 
根据 Y, 和 H, 的 定义 可 知 ， 
站 zu 
y(2 p™(2 
; Yk—ı RF, "= : _ /Her:-i kx (2n) 
Y, := : H, := ; = ER ; 
. k . E. k 
yk-1) =( va) eR gr(k 1) (Z )) 
u(k) er (k) 


利用 式 (8.5.19), 由 式 (8.5.7) 可 得 
Ô(k) = (H} Hx) HEY; = P(k) H} Y; 


m HiiN\ (Yk 
=Po (ge) (9) 

= PORE pe) [ 0 ) 
= PHZ Yia + PCD 
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= P(k)[P '(k — 1)P(k — 1) HE 1Y1 + e(k)u(k)] 

= P(k)[P-1(k — 1)0(k — 1) + p(k)y(k)] 

= P(k)[P 1(k) — e(k)e”(k)]0(k — 1) + P(k)e(k)u(k) 

=Ó(k — 1) + P(k)e(k)[v(k) — e” (k)Ó(k — 1)]. (8.5.20) 
将 矩阵 求 逆 引 理 8.5.1 应 用 到 式 (8.5.19), 可 得 
P(k — D)e(k)e*(k)P(k — 1) 

1+ @"(k)P(k — 1)e(k) 
定义 增益 向 量 (Gain Vector) L(k) := P(k)e(k) € R”. 上 式 两 边 右 乘 向 量 p(k) 可 得 
L(k) = P(k)e(k) 
= P(k— D)e(k) -Z 


P(k) = P(k — 1) — (8.5.21) 


k — l)e(k)e"(k)P(k — 1)e(k) 
l+ er(k)P(k — 1)e(k) 


_ _er(k)P(k — l)e(k) 
1+ e@*(k)P(k — 1)e(k) 


= P- Det) | 

P(k — 1)e(k) 

BETOL 9 29) 
由 式 (8.5.19) 和 式 (8.5.20) 可 得 估计 线性 回归 系统 (8.5.4) 参数 向 量 0 的 递 推 最 小 二 乘 
算法 (Recursive Least Squares Algorithm, RLS 算法 ): 

Ô(k) = Ô(k — 1) + P(k)e(k)[u(k) — e"(k)0(k — 1)], (0) = 12n/po, 8.5.23 

P-!(k)= P-1(k—1)+ e(k)e*"(k), P(0) = poTx.. 8.5.24 

为 避免 参数 估计 误差 协 方差 阵 P(k) KRZA, 由 式 (8.5.20) 和 式 (8.5.21) 给 出 不 用 
求 逆 的 递 推 最 小 二 乘 辨 识 算法 : 

0(k)=Ó(k — 1) + P(k)e(k)[y(k) — e*(k)0(k — 1)], (0) = 12n/po, 8.5.25 
P(k — 1l)e(k)e"(k)P(k — 1) 


P(k)=P(k—1)—- TER N P(0) = poon. 8.5.26 
借助 于 增益 向 量 , 递 推 最 小 二 乘 算 法 可 表达 为 I 

Ô(k) = Ó(k — 1) + L(k)[y(k) — e"(k)0(k — 1)], (0) = 12n/po, 8.5.27 

L(k) = P(k — 1)e(k)[1 + e" (k)P(k — 1)e(k)] "1, (8.5.28 
P(k) = P(k — 1) — L(k)[1 + @*(k)P(k — 1)e(k)]L* (k) 

= [In — L(k)e*(k)] P(E — 1) 8.5.29 

= P(k — 1)[Izn — p(k)LT(K)] (8.5.30 

P(k — 1) — L(k)[P(k — 1)p(k)]", P(0) = polon- 8.5.31 


记 一 次 乘法 和 一 次 加 法 运算 为 一 个 Hop, 即 一 次 浮 点 运算 (Floating Point Operation) 简 
FK. 式 (8.5.29) 或 式 (8.5.30) 的 计算 量 为 2(2n)3+2n flops, 其 中 乘法 运算 次 数 为 (2m)3 十 (2m)2， 
加 法 运算 次 数 为 (2n)3 一 (2n)? + 2n. 计算 量 是 n 的 立方 , 即 Omn), 这 种 计算 方法 计算 量 太 
大 , 不 可 取 . 计算 量 最 小 的 RLS 算法 表达 如 下 : 
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0(k)=Ó(k — 1) + L(k)[y(k) — pT (KE)Ok — 1)], 6(0) = 12n/po, (8.5.32) 
[P(k — 1)e(k)] 

L= r+ OPE- Do (8.5.33) 

P(k)= P(k — 1) — L(k)|P(k — 1)p(k)]", P(0) = pol2n. (8.5.34) 


RLS 算法 (8.5.32)~(8.5.34) 的 计算 量 为 4(2n)? + 12n flops, 如 表 8.5.2 所 示 . RLS 算法 
的 计算 量 比 表 8.5.1 中 最 小 二 乘 算法 的 计算 量 小 [24n2 + 6n] — [16n2 + 12n] = 8n2 — 6n 次 , 所 
以 递 推 最 小 二 乘 算 法 的 计算 量 比 最 小 二 乘 算 法 计算 量 小 . 


表 8.5.2 SEU AORE ENAS 


0(k) = 0(k — DP eR 
e(k) := y(k) — pT(k)O(k— Der 
L(k) = Ck) + p ENCE) ER 
ç(k) = P(k — De(k) € R?" 
PE ER P(k — 1) — L(K)CT™(K) E Rm xn 
2(2n)” + 4n 


N2 := 16n“ + 12n 
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6.3 节 讨 论 了 线性 时 不 变 连续 时 间 系 统 的 观测 器 设计 方法 (当然 可 以 推广 到 非 线性 、 时 
变 、 离 散 时 间 系 统 ). 状态 观测 器 或 状态 估计 器 (State Estimator) 用 于 状态 不 可 测 的 确定 性 
系统 的 状态 估计 . 当 系 统 受 到 随机 干扰 (如 零 均 值 白 噪声 ) 的 状态 估计 称 为 状态 滤波 , 最 典型 
的 是 卡尔 曼 (Kalman) 滤波 , 用 于 估计 线性 状态 空间 系统 的 状态 . 对 于 非 线性 状态 空间 系统 ， 
可 以 采用 线性 化 , 导出 估计 系统 状态 的 增 广 卡 尔 曼 滤波 算法 . 

在 6.5 节 , 我 们 研究 了 线性 离散 时 间 状 态 空间 系统 的 时 变 增 益 最 优 观 测 器 设计 方法 , 它 
是 卡尔 曼 滤波 在 确定 性 系统 中 的 一 个 应 用 [2?71， 本 节 讨 论 线性 时 不 变 离散 时 间 状 态 空间 系 
统 、 线 性 时 变 离散 时 间 状 态 空间 系统 的 卡尔 曼 滤波 问题 . 
8.6.1 ”线性 时 不 变 离散 时 间 状 态 空间 系统 

考虑 下 列 线性 时 不 变 多 变量 离散 时 间 系 统 的 状态 估计 (State Estimation) 问题 ， 

x(k + 1) = Az(k) + Bu(k) + w(k), (8.6.1) 

u(k) = Cr(k) + Du(k)+ (k), (0) = zo, (8.6.2) 

其 中 z(k) e Re 为 状态 向 量 , u (k) € R 为 输入 向 量 , y(k) e R” 为 输出 向 量 , w(k) e R" 为 零 
均值 过 程 噪声 向 量 (Process Noise Vector), v(k) € R” 为 零 均值 观测 噪声 向 量 (Observation 
Noise Vector), A € R"**、B € Rnxr. C e Rmxn 和 D € Rmxr 为 系统 参数 矩阵 . 

假设 不 相关 噪声 wk) 和 vlk) 具有 下 列 协 方差 阵 ， 


Por 加 人 本 m )e asl0 iz 


B. Ri = eR RE 
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Kalman 滤波 是 在 系统 参数 矩阵 (A, B,C, D) 已 知 的 条 件 下 , 利用 系统 的 输入 输出 数据 
(u(k),u(k)) 估计 系统 的 状态 . W £(k) 是 状态 z(k) 的 估计 . 借助 于 确定 性 系统 观测 器 设计 
思想 , 设 随机 系统 状态 估计 器 有 如 下 形式 ， 


ê(k + 1) = Aĉ(k) + Bu(k) + L(k)[y(k) — Cê(k) — Du(k)], 8.6.3) 


目标 是 确定 一 个 最 优 的 增益 向 量 L(k) e R" 使 估计 误差 #(k) := z(k) — #(k) 最 小 . 
式 (8.6.1) RER (8.6.3), 获得 状态 重 构 误差 或 状态 估计 误差 (State Estimation Error): 
#(k + 1) = A@(k) + w(k) — L(k)[y(k) — Cê(k) — Du(k)] 
=[A — L(k)C]ë(k) + w(k) — L(k)o(k). (8.6.4) 
定义 状态 估计 误差 向 量 协 方差 阵 (Covariance Matrix) 


P(k) := E{(2(k) — E[@e(k)|)(@(k) — E[e(k)])”). 
式 (8.6.4) 两 边 取 期 望 , 得 到 2(k + 1) 的 均值 : 
E[ž(k + 1)] = [A — L(k)CJE[2#(k)]. 


由 假设 z(0) = zo, 如 果 取 £(0) = zo, 由 上 式 可 知 状态 估计 误差 的 均值 也 为 零 , 且 与 L(k) 独 
立 . 假设 Rov = 0 (读者 可 以 研究 非 零 的 情形 ), 于 是 有 
P(k + 1) = E[ë(k + 1)#*(k + 1)] 
=[A — L(k)C]P(k)[A — L(k)C]" + Ru + L(k)R,L”(k). (8.6.5) 
因为 2#(k), zo (k), v(k) 是 独立 的 . 进一步 设 P(0) = po 五 . 从 式 (8.6.5) TAN: WR P(k) 是 非 
负 定 矩阵 (Non-Negative Definite Matrix), RA P(k + 1) 也 是 非 负 定 矩 阵 , 将 P(k + 1) 配 成 
下 列 形式 ， 
P(k + 1) = AP(k)AT + Ru — L(k)CP(k)AT — AP(k)CTL'(k) 
+L(k)[R, + C P(k)C*|L*(k) 
= AP(k)AT + Ru — AP(k)CT[R, + CP(k)CT™] CP(k)AT 
+(L(k) — AP(k)C'[R, + CP(k)C™] 1}R, + CP(k)C"] 
x{L(k)— AP(k)C'[R, + CP(k)C"']-1)”. (8.6.6 
通过 极 小 化 估计 误差 协 方差 阵 P(k + 1), AR (8.6.6) 可 以 得 到 最 优 增益 向 量 L(k). 上 式 协 
方差 阵 P(k+ 1) 包含 4 项 之 和 : 右边 前 3 项 与 Lk) 无 关 , 因为 矩阵 R, + CP(k)CT 是 非 负 
定 的 . 如 果 选 择 增益 L(k) 使 式 (8.6.6) 右边 最 后 一 项 为 零 , 那么 有 
L(k)= AP(k)CT[IR, +CP(E)CT] -1 (8.6.7 
k +1) = AP(k) A? + Ru — AP(k)C'(R, + CP(k)C*)-1CP(k)A”. (8.6.8 
(8.6.3), (8.6.7) 和 (8.6.8) 称 为 卡尔 时 滤波 器 (Kalman Filter, KF), 也 称 为 一 步 超前 
卡尔 曼 状 态 估计 算法 (One-Step Ahead Kalman State Estimation Algorithm), 重 写 如 下 ， 
£(k + 1) = A#(k) + Bu(k) + L(k)[u(k) — Cê(k) — Du(k)], £(1) = 1n/po, (8.6.9 
L(k)= AP(k)C'[R, + CP(k)C']-1, (8.6.10 
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P(k + 1)= AP(k)AT + Ru — AP(k)CTIR, + CP(k)C™] -ICP(E)4T7 
= AP(k)AT + Ru — AP(k)CTLT™(k) 
= AP(k)[A* — C*L*(k)] + Rw 
= AP(k)AT + Ru — L(k)CP(k) A? 
=[A — L(k)C]P(k)AT + Ru, P(1)= In. (8.6.11) 
这 是 我 们 发 现 推导 卡尔 曼 状态 估计 算法 的 一 种 最 简便 方法 , 是 K. J. Åström 在 他 的 书 中 给 
出 的 . 从 上 述 推导 过 程 看 : 这 种 状态 估计 误差 具有 最 小 方差 性 质 . 但 理论 上 要 证 明 这 个 结论 
还 十 分 困难 , 还 没有 取得 很 好 的 结果 , 这 也 是 有 待 研究 的 困难 课题 . 
Kalman 状态 估计 算法 (8.6.9)~(8.6.11) 中 包含 了 噪声 向 量 协 方差 阵 R. 和 Ro, 在 未 知 
情形 下 ， 在 算法 中 可 分 别 用 其 估计 R,(k) 和 R,,(k) RE: 


K,,(k + 1) -15e i +1) — Aĉ(i) — Bu(o)]|[ë(¿ + 1) — Aĉ(i) — Bu(i)]", (8.6.12 
R,(k +1) -pa — C2£(i) — Du()||u(¿) — C#(i) — Du(i)]™. (8.6.13 
对 于 未 知 参数 矩阵 (A, B,C, D), 我 们 提出 了 状态 与 参数 联合 估计 的 递 阶 辨识 方法 ， 


究 论 文 “多 变量 系统 状态 空间 模型 的 递 阶 辨 识 ” 发 表 在 《控制 与 决策 》2005 年 第 8 期 上 [661. 

卡尔 曼 滤波 算法 是 解决 系统 参数 矩阵 和 噪声 协 方差 阵 已 知 时 的 状态 估计 问题 , 对 于 未 
知 系 统 参数 矩阵 和 噪声 协 方差 阵 情形 ， 可 用 本 书 作者 提出 的 递 阶 辨 识 原理 Dl, 研究 系统 状 
态 和 参数 同时 估计 问题 . 在 这 方面 , 我 们 提出 了 观测 器 规范 型 [3436,67] 和 能 观测 性 规范 型 
[37,68] 的 状态 与 参数 联合 估计 方法 、 双 率 采 样 数据 系统 的 联合 参数 与 状态 估计 的 递 阶 辨识 方 
法 (69,70、 非 均匀 采样 数据 系统 的 状态 与 参数 递 阶 辨识 方法 67, 这 些 工 作 大 多 基于 状态 空 
ta 最 近 笔 者 研究 了 一 般 状 态 空 间 系 统 的 “稀少 数据 量 测 系统 状态 与 参数 联合 
估计 方法 ”, DL Signal Processing 杂志 2014 年 104 卷 369—380 页 [35]. 


8.6.2 ”线性 时 变 离散 时 间 状 态 空间 系统 
考虑 下 列 线性 时 变 多 变量 离散 时 间 系 统 ， 
Zz(k+1)= A(k)æ(k) + B(k)u(k) + w(k), (8.6.14) 
y(k) =C (k)æ(k)+ D(k)u(k) + %(k), Eļæ(0)] = zo, (8.6.15) 
其 中 A(k) € Rnxn. B(k) € R"xr, C(k) € Rmxn D(k) € R 为 系统 时 变 参数 矩阵 
(Time-Varying Parameter Matrix), 其 余 变 量 定义 同 前 . 
采用 类 比方 法 , 我 们 能 够 得 到 时 变 系统 (8.6.14)~(8.6.15) 的 卡尔 曼 滤 波 算法 : 


ĉ(k +1) = A(k)ë(k) + B(k)u(k) + L(k)[u(k) — C(k)#(k) — D(k)u(k)], (8.6.16) 
L(k) = A(k)P(k)CT(k)[R, + C(k)P(k)C*(k)] 1, (8.6.17) 
P(k + 1) = A(k)P(k) A? (k) + Rw 


—A(k)P(k)C'(k)[R, + C(k)P(k)C™(k)] !C(k)P(k)A" (k) 
=[A(k) — L(k)C"(k)|P(k)A" (k) + Rw- (8.6.18) 
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A "kdi R, 和 Ro 可 用 其 估计 R,(k) 和 Rolk) RE, 计算 表达 式 如 下 : 


K,(k+1)= T 1 Sla i+ 1) — A(k)ĉ(i)— B(k)u(i)] 
i=1 


x[£(¿ + 1) — A(k)ê(i) — B(k)u(i)]", (8.6.19) 


3 

R,(k+1)= 7 D luli) — C(k)ë(i) — D(k)u(ë)[u(ü) — C(K)E(i) — D(kE)u(i)]". (8.6.20) 

对 于 未 知 噪声 向 量 协 方差 阵 R, 和 Ru, 也 可 在 Kalman 滤波 算法 中 简单 取 R. = Im 和 
Rw = eIn, £ 是 一 个 小 正 数 . 相关 Kalman 滤波 参数 估计 算法 在 非 均匀 采样 离散 系统 的 应 用 
参见 9.6 节 . 

虽然 卡尔 曼 滤 波 算法 是 从 最 优 的 角度 推导 出 来 的 ( 极 小 化 参数 估计 误差 协 方差 阵 得 到 
的 ), 即使 假设 R. 和 Ro 是 已 知 的 , 它 的 最 优 性 和 收敛 性 证 明 也 是 十 分 困难 的 , 要 推导 其 参 
数 估 计 误 差 显 式 收敛 上 界 就 更 困难 了 , 更 不 用 说 R, 和 Ro 未 知 的 情形 . 尽管 卡尔 曼 滤 波 算 
法 的 提出 已 有 半 个 多 世纪 的 历史 , 相关 的 研究 论文 也 发 表 了 不 少 , 但 还 没有 得 到 简洁 的 、 显 
式 的 参数 估计 误差 上 界 . 可 见 , 在 这 个 算法 最 优 性 、 收 敛 性 的 研究 上 还 有 许多 路 要 走 . 


8.7 ”卡尔 曼 滤波 用 于 系统 参数 辨识 


卡尔 曼 滤 波 可 以 用 于 估计 状态 空间 系统 的 状态 , 如 果 把 系统 的 辨识 模型 看 作 一 个 状态 空 
间 系 统 , 那么 卡尔 曼 滤波 也 可 以 用 于 参数 估计 , 这 说 明了 滤波 与 参数 估计 的 关系 . 

卡尔 曼 滤 波 算 法 (Kalman Filtering Algorithm, KF 算法 ) 是 基于 状态 空间 模型 滤波 原 
H, 将 辨识 模型 看 作 一 个 “状态 空间 模型 "”, 应 用 Kalman 滤波 原理 而 得 到 的 辨识 算法 , 因为 
是 用 于 参数 估计 的 , 所 以 也 称 为 卡尔 曼 参数 估计 算法 . 


8.7.1 加权 递 推 最 小 二 乘 辨 识 算法 
对 于 我 们 熟悉 的 辨识 模型 , 即 线性 回归 辨识 模型 : 


y(k) = @"(k)0 + u(k), (8.7.1) 


其 中 y(k) 为 系统 输出 , p(k) e R" 是 由 系统 输入 输出 数据 构成 的 回归 信息 向 量 , v(k) 是 零 均 
值 、 方差 为 o 的 不 相关 随机 噪声 , 9 e R" 是 待 辨识 的 参数 向 量 . 
系统 辨识 就 是 利用 系统 的 输入 输出 数据 计算 系统 的 参数 估计 . 对 于 线性 回归 模型 (8.7.1)， 
v(k) 是 不 可 测 的 , 辨识 目标 就 是 利用 观测 信息 {y(k), p(k)} 估计 系统 的 参数 向 量 0. 
如 果 将 系统 参数 向 量 9 看 作 系 统 状态 向 量 9(k) = 0, 就 得 到 一 个 特殊 的 状态 空间 模型 : 
O(k+1)=0(k), (8.7.2) 
y(k) = e*(k)0 + (k). (8.7.3) 
那么 可 用 卡尔 曼 滤 波 算法 来 估计 参数 向 量 0. 将 式 (8.7.2)~ 式 (8.7.3) 与 式 (8.6.1)~ 式 (8.6.2) 
比较 , 将 9(k) 看 作 状态 z(k), A = I, B = 0, w(k) = 0 (B R, = 0), C = e*(k), D = 0, 
R, = o2 = E[u2(k)], 代入 式 (8.6.9)~ 式 (8.6.11) 可 得 卡尔 曼 参 数 估计 算法 : 
(k + 1) = 0(k) + L(k)[u(k) — p7 (k)0(k)], (8.7.4) 
L(k) = P(k)e(k)[oš + pT (k)P(k)e(k)] >， (8.7.5) 
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P(k + 1) = P(k) — P(k)p(k)lo + @"(k)P(k)e(k)] 1e*(k)P(k). (8.7.6) 
实际 上 , 卡尔 曼 滤波 算法 用 于 时 不 变 参数 估计 , 得 到 的 卡尔 曼 参 数 估计 算法 (8.7.4)~(8.7.6) 
就 是 一 个 加 权 递 推 最 小 二 乘 算法 , 可 等 价 表示 为 


0(k) =Ó(k — 1) + L(k)[y(k) — p7 (k)0(k — 1)], (8.7.7) 
L(k) = P(k — 1)e(k)[o2 + e" (k)P(k — 1)e(k)] !, (8.7.8) 
P(k) = P(k — 1) — P(k — )e(k)[o2 + pT (k)P(k — 1)p(k)] 1e"(k)P(k — 1) 

= [In — L(k)p"(k)]P(k — 1), P0(0) = poln. (8.7.9) 


分 析 表 明 算 法 对 o 不 敏感 , c? 取 为 常数 即 可 , 最 简单 就 是 取 o = 1, 这 时 算法 就 是 标 
准 的 递 推 最 小 二 乘 辨 识 算法 . 本 书 作者 指导 研究 生 刘 艳 君 完成 了 论文 “通过 极 小 化 参数 估计 
误差 协 方差 阵 的 递 推 最 小 二 乘 算法 ”["9, 指导 硕士 生 庄 林 凡 完成 了 论文 “基于 单 输入 单 输出 
系统 规范 状态 空间 模型 的 参数 和 状态 估计 算法 ”[3 引 , 指导 博士 生 顾 亚 完 成 了 “qd 步 状态 迟延 
多 变量 状态 空间 系统 的 联合 参数 与 状态 估计 ”[ 史 “多 状态 迟延 状态 空间 模型 最 小 二 乘 参 数 
辨识 算法 ”[" 引 和 “单位 迟延 状态 空间 模型 的 参数 与 状态 估计 算法 ”[9l. 


8.7.2 ” 协 方 差 阵 修正 最 小 二 乘 辨识 算法 


最 小 二 乘 辨 识 算法 的 协 方差 阵 P(k) 随 着 时 间 k 推移 趋 于 零 , 故 不 能 跟踪 时 变 参数 . 为 
了 跟踪 时 变 参 数 , 可 采用 协 方差 阵 修正 最 小 二 乘 辨识 算法 . 协 方差 阵 修正 最 小 二 乘 辨识 算法 
也 称 协 方差 修正 卡尔 曼 滤波 估计 算法 . 考虑 时 变 参数 线性 回归 模型 : 


u(k) = p" (k)O(k) + v(k), (8.7.10) 


其 中 y(k) 为 系统 输出 , p(k) e R" 是 由 系统 输入 输出 数据 构成 的 回归 信息 向 量 , v(k) 是 零 均 
值 、 方差 为 o2 的 不 相关 随机 噪声 , 9(k) e R" 是 待 辨识 的 时 变 参数 向 量 . 辨识 目标 就 是 利用 
观测 信息 {y(k), p(k)} 估计 系统 的 时 变 参数 向 量 9(k). 
0(k) 是 一 个 时 变 参 数 向 量 , 定义 参数 变化 率 ao (k) := 0(k) — 0(k — 1). 如果 把 ao (k) AE 
一 个 零 均 值 不 相关 噪声 向 量 , 联 立 式 (8.7.10) 就 得 到 一 个 “状态 空间 系统 ”: 
po = 60(k — 1) + w(k), 
u(k) = @*(k)0(k — 1) + v(k). 
应 用 Kalman 滤波 器 (8.6.9)~(8.6.11), 就 得 到 估计 “状态 向 量 ”( 即 时 变 参数 向 量 ) 0(k) 的 + 
尔 曼 滤波 参数 估计 算法 , 即 协 方差 阵 修正 最 小 二 乘 算 法 (CVM-RLS 算法 ): 
0(k)=0(k-—1)+ L(k)ly(k) — p(k)OR— 1)], 0(0) = 1,/po, (8.7.12) 
P(k — 1)e(k) 
o3 + p7(k)P(k — 1)e(k)' 
P(k — 1)p(k)p"(k)P(k — 1) 
o3 + e*(k)P(k — 1)e(k) 
= [|In — L(k)e"(k)|P(k — 1) +Q, P00) = poL,,, (8.7.14) 
Q =E[w(k)w"(k)], (8.7.15) 


(8.7.11) 


L(k) = (8.7.13) 


P(k) = P(k — 1) 


+Q 
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其 中 Q 是 参数 变化 率 w(k) := 0(k) — 9(k — 1) 的 协 方差 阵 , 它 作为 参数 估计 误差 向 量 协 方 
差 阵 P(k) 的 修正 项 . 因为 参数 估计 向 量 是 未 知 的 , 因此 参数 变化 率 wk) 不 可 得 到 , 所 以 在 
算法 中 , Q 可 以 简单 取 为 一 个 小 矩阵 , Q = eIn, 0 < e < 1, IR o2 = 1. 34 Q 不 为 零 时 , P(k) 
就 不 会 趋 于 零 , 从 而 保留 算法 的 活性 , 能 跟踪 时 变 参数 . 


88 思 考题 


1. 设 采样 周期 为 了 = 0.1 s 和 T= 1 s 时 ,采用 脉冲 不 变 离散 化 和 采用 阶 跃 不 变 离散 化 ， 
将 下 列 连续 时 间 状 态 空间 系统 离散 化 ， 


Pa V v; )=0 + ( 5 Jo, 


y(t) = [2, 1]z(t). 
2. 设 采 样 周期 为 了 = 0.1 s, T = 1 s #l T = 2 s 时 ,采用 脉冲 不 变 离散 化 和 采用 阶 跃 不 
变 离散 化 , 将 下 列 连 续 时 间 状 态 空间 系统 离散 化 ， 


人 过 ss: )=o + ( J Jo, 
y(t) =B, 1]z(t). 


3. 设 采 样 周期 为 了 = 0.5 s, T=1s,T=2s,T=3s 时 ,采用 脉冲 不 变 离散 化 , 将 下 列 
连续 时 间 状 态 空间 系统 离散 化 ， 


他 -( 3 了 )zg+(3 )u, 
vo) = 2 e4). 


4. 设 采 样 周期 为 了 =0.5sT=1s7T=2s,T=3s 时 ,采用 阶 跃 不 变 离 散 化 , 将 下 列 
连续 时 间 状 态 空间 系统 离散 化 , 并 将 离散 化 状态 空间 系统 连续 化 ， 


| Se 2 )z0+( 2 Juw, 
y(t) =[2, 1]æ(¢). 
5. 对 于 连续 时 间 状 态 空间 系统 ， 


W -( 3 i)o (3 ), 
yD) = , e(t) 
其 传递 函数 G(s), 设 采 样 周 期 分 别 为 了 = 0.5 s, T = 1s, T = 2 s, T = 3 s 时 , 用 脉冲 
不 变 Z-S 变换 将 其 离散 化 求 HC), FPR G(s). 
6. 对 于 连续 时 间 状态 空间 系统 ， 


| a Je + ( 7 ) 


y(t) = [2, 1]æ(¢). 


10. 


11. 
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其 传递 函数 Gls), 设 采样 周期 分 别 为 了 = 0.5 s, T = 1 s, T = 2 s, T = 3 s FFF, ARER 
不 变 Z-S 变换 将 其 离散 化 求 H (z), FR G(s). 


. 设 连续 时 间 系 统 的 状态 空间 模型 为 


o (T 0)e0+( Jo 
y(t) =[0, 1]z(t), 

(1) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 g(t) 和 单位 阶 跃 响应 y(t); (2) 设 采 样 周期 分 别 为 T= 0.1 
s #l T = 1 s, H 8.2.3 节 的 脉冲 不 变 离散 化 方法 和 8.2.4 节 的 阶 跃 不 变 离散 化 方法 
离散 化 这 个 系统 , 求 系统 的 离散 时 间 状 态 空间 模型 , 分 别 求 离散 模型 的 单位 脉冲 响应 
h(kT) 和 单位 阶 跃 响应 wT), 并 分 别 与 g(t) 和 y(t) 比较 , 绘制 曲线 进行 比较 . 


. 设 连续 时 间 系 统 的 传递 函数 为 


1 
G(s) = sls +1)’ 
(1) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 g(t) 和 单位 阶 跃 响应 y(t); (2) 设 采样 周期 分 别 为 了 = 0.1 
s 条 = 1 s, 分 别 用 8.4 节 的 欧 拉 变 换 、 双 线性 变换 、 脉 冲 不 变 Z-S 变换 、 阶 跃 不 变 
Z-S 变换 离散 化 这 个 系统 , 求 对 应 的 离散 时 间 传 递 函数 H (z), 分 别 求 离散 传递 函数 的 
单位 脉冲 响应 hT) 和 单位 阶 跃 响应 w(kT), 并 分 别 与 g(t) 和 y(t) 比较 , 绘制 曲线 
进行 比较 . 


. 设 连续 时 间 系 统 的 传递 函数 为 


1 
(s+1)(s+2)’ 

(1) 求 系统 的 单位 脉冲 响应 g(t), 求 系统 的 单位 阶 跃 响应 y(t); (2) 设 采样 周期 分 别 为 
T = 0.1s ÑT = 1 s, 分 别 用 8.4 节 的 欧 拉 变换 、 双 线性 变换 、 脉 冲 不 变 Z-S 变换 、 
阶 跃 不 变 Z-S 变换 离散 化 这 个 系统 , 求 对 应 的 离散 时 间 传 递 函数 五 (z), 分 别 求 离散 
传递 函数 的 单位 脉冲 响应 h(kT) 和 单位 阶 跃 响应 w(kT), 并 分 别 与 g( 和 y(t) 比较， 
绘制 曲线 , 比较 连续 系统 与 离散 模型 的 静态 增益 . 

设 采样 周期 分 别 为 了 = 0.1s 和 了 = 1 s, 利用 欧 拉 变换 、 双 线性 变换 、 脉 冲 不 变 Z-S 
变换 、 阶 跃 不 变 Z-S 变换 , 计算 下 列 连续 时 间 传 递 函数 G(s) 对 应 离散 传递 函数 H (2): 


a) G(s)= 


G(s) = 


1 
s(s +1)?’ 

L 
s2(s+1)' 
== ee 
(s 二 1)(s 一 1) 


(2) G(s)= 


(3) G(s)= 


设 采 样 周期 分 别 为 =0.1s,T=1s,T=2s,T=3s,T=4s, 利用 欧 拉 变换 、 双 线 
性 变换 、 脉 冲 不 变 Z S 变换 、 阶 跃 不 变 Z S 变换 , 计算 下 列 连续 时 间 传 递 函数 G(s) 
对 应 离散 传递 函数 H (z): 
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(0) Gl) =- 097 
BD cg- rr 
O G= rr 
O =p rE 


并 由 H(z) K G(s), 比较 离散 模型 和 连续 模型 的 脉冲 响应 或 阶 跃 响应 , 并 对 变换 中 的 
问题 进行 讨论 . 


| 第 9 章 
CHAPTER 9 


连续 时 间 系 统 从 其 离散 化 模型 的 重 构 


本 章 内 容 选 自 本 书 作 者 2009 年 发 表 在 国际 权威 期 刊 Automatica 45 卷 第 2 期 上 的 Reg- 
ular Paper 论文 “Reconstruction of continuous-time systems from their non-uniformly sampled 
discrete-time systems” [é], 讨论 了 连续 时 间 系 统 的 离散 化 问题 、 连 续 系统 从 其 离散 时 间 模 型 
重 构 问 题 , 推导 了 非 均匀 周期 采样 数据 系统 的 状态 空间 模型 , 讨论 了 对 应 离散 模型 的 能 控 性 
与 能 观 性 条 件 、 非 均匀 采样 系统 的 单 率 模型 的 计算 、 连 续 系统 的 重 构 、 非 均匀 周期 采样 离散 
状态 空间 模型 的 递 阶 参数 辨识 算法 , 最 后 是 非 均匀 离散 系统 参数 辨识 仿真 例子 . 


9.1 ”连续 时 间 系 统 离散 化 与 反问 题 


本 节 讨 论 连续 时 间 系 统 的 离散 化 问题 , 以 及 连续 时 间 系 统 从 其 对 应 的 离散 时 间 模 型 重 构 
问题 . 
9.1.1 ”连续 时 间 系 统 离散 化 
考虑 下 列 线性 连续 时 间 状 态 空间 模型 ， 
(t) = Ax(t) + Bu(t), 

i fa = Cz(t) + Dult), BAN 
其 中 z(t) € R". u(t) € Rr A y(t) € R” 分 别 为 系统 的 状态 向 量 、 输 入 向 量 和 输出 向 量 ， 
AER”, BER, C € Rmxn 和 DD e Rmxr 为 常数 矩阵 . 

定理 9.1.1 假设 采样 间隔 (Sampling Interval) 为 r. 使 用 阶 跃 不 变 变 换 (Step-Invariant 
Transformation) 或 零 阶 保持 器 (Zero-Order Hold, ZOH) 离散 化 , 即 取 u(t) = u(kr), kr < t < 
(k 十 1)7, 离散 化 系统 (9.1.1) 得 到 离散 时 间 模 型 (参看 8.2.4 节 ): 


. m(kr + r) = G;,z=(kr) + Fru(k7), 
Prs { y(k7) = Cz=(kr) + Du(kr), k=0,1,2,... (24:2) 
其 中 æ(kr) = x(t) lt=xr , Y(kT) = y(t) |s=kr; 
G, :=exp(Ar) = e4r， (9.1.3) 
F, := [ exp(At)dtB = [ e^tdtB. (9.1.4) 
0 0 


离散 化 过 程 如 图 9.1.1 所 示 , 其 中 H 和 5 分 别 为 周期 为 + 的 ZOH 和 采样 器 (Sampler). 
我 们 称 已 = SPH 为 单 率 离散 时 间 模 型 (Single-Rate Discrete-Time Model) 或 单 率 采样 数 
据 系统 (Single-Rate Sampled-Data System), 因为 系统 中 只 存在 一 个 采样 频率 (One Sampling 
Rate) 1/r. 传统 的 采样 数据 系统 就 是 一 个 单 率 系统 . 离散 系统 的 模型 参数 依赖 于 采样 周期 ， 
即使 连续 时 间 系 统 的 参数 是 常数 , 不 同 的 采样 周期 的 离散 模型 的 参数 也 是 不 同 的 . 
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P,=SPH 
图 9.1.1 周期 采样 离散 时 间 系 统 


9.1.2 ”连续 时 间 系 统 离散 化 问题 


设 采 样 间隔 为 r, 离散 化 下 列 单 输入 单 输出 (SISO) 连续 时 间 状 态 空间 系统 : 


2 -( )e0+ (te Jo 
yl) = 7, 8Je(D. 
先 求 转移 矩阵 D(t) = e^t, 


-1 
Larrial OPE =w 1 s+o w 
(sh — A) -( w po -l —w n] 


s+o w 
| (s+0) +w? (s+0) +w? 
= ER s+c 
进行 Laplace 逆 变 换 得 到 转移 矩阵 
D(t) =e = .#-1[(sT, — A)”?] 


-( etcos(wt) e7% sin(wt) J 


—ot 


—e7t sin(wt) e7% cos(wt) 
利用 积分 公式 
fe sin(wt)dt = ETETA et [o sin(wt) — w cos(wt)] + C, 
fer cos(wt)dt = == ele sin(wt) + o cos(wt)] + C, 
我 们 有 


G. = er = e-?Tcos(uT) e-°" sin(w7) 
kasi À -ercrsin(wr) e" cos(wr) J’ 


> 
F, = | e^tdtB = | 
0 


T 一 ct —ct gi 
( @ tcos(wt) e~% sin(wt) Jas 
0 


—e "tsin(wt) e-®tcos(wt) 


La T- del s 
=° tlw sin(wt) — ø cos(wt)] pr #t[—c sin(wt) — w cos(wt)] 
1 
=ë : me 
a [~o sin(wt) — w cos(wt)] Por [w sin(wt) — o cos(wt)] 


tr 
| 5 
t=0 
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ar FU o? + w? 


or[ 


一 e-“r[ 


e77 [wsin(wT) — ø cos(wT)] +0 e-°7[—osin(¿r) — w cos(wT)] + w 
—o sin(wT) — wcos(wT)] -w e~" [wsin(wT) — ø cos(wT)] + o ( 
o? +w? o? +w? 


_ kl x 十 w) sin(wr) — (c + w) cos(wr)] + (c + a] 
e™7T[(o + w)sin(wT) — (c — w) cos(wT)] + (o =w) / ` 


因此 离散 系统 的 状态 空间 模型 为 


_ [ ecos(wr) e77 sin(wrT) 
m(kr + r) = ( —e °T sin(w7T) e777 cos(w7) Ñ a(r) 


—_ 


er [(—o + w)sin(wT) + (c — w) cos(w7)] + (c +w) 
T ( e™7T[(o + w)sin(wT) + (Gc + w) cos(or)] + (o — w) ) u(kr), 


u(kr)=[7, 8]e(kr), k=0,1,2,::: 
下 面 讨 论 这 个 离散 系统 的 特征 值 随 采 样 间隔 + 的 变化 情况 . 令 A — A| = 0, 得 到 


入 十 I —Ţw 
w A+o 


=0, 
即 (À + o)2 +w2 = 0, MERR RAA PAIRE 和 = -o + jw 和 Xz = o 一 jw. 
$ |zT, — Gr| = 0, 得 到 


ZzZ—e "cos(wT) —e °rsin(o7) | _ 0 
e777 sin(wr) — z 一 ercos(wr) | ` 


即 [z — e “T cos(wr)]? 十 e-207 sin? (wr) = 0, 所 以 离散 时 间 系 统 的 两 个 特征 值 为 


o 


zı =e °T cos(wr) + je 7 sin(w7T), 
z2 = e “7 cos(wT) — je `“ 7 sin(w7). 


它们 与 采样 周期 + AXR. 根据 谱 映 射 定理 2.3.5, 以 及 G, 与 A 的 关系 可 知 z = e7, 


入 27 


z =e 

这 里 可 以 看 出 , o Z 0. o Z 0 时, 连续 系统 有 两 个 不 同 的 特征 值 和 和 Xo, 4 sin(w7) Z 0 
时 , 离散 系统 也 有 两 个 不 同 的 特征 值 (在 不 同 的 点 ); 当 sin(wr) = 0, 即 wr = Iz, 或 采样 周期 
为 了 = Iz/o (l= 0,+1,+2,...) 时 , 离散 系统 的 两 个 特征 值 相 等 (在 同一 个 点 上 ), 这 可 能 导 
致 信息 损失 问题 . 也 就 是 说 , 采样 间隔 (采样 周期 ) 7 的 不 合理 选择 , 可 能 使 得 离散 系统 不 能 
保证 能 控 性 和 (或 ) 能 观测 性 . 


定义 采样 频率 (Sampling Frequency) ws := z (rad/s). 如 果 连 续 系 统 的 矩阵 A 有 两 个 


RHEE A 和 X 满足 一 入 = A (1 一 1,2,…), 那么 就 称 采样 周期 7 (采样 频率 ws) 


是 病态 的 (Pathological), 否则 称 采 样 周期 + 是 非 病态 的 (Non-Pathological). 
定理 9.1.2 ”假设 连续 时 间 系 统 P 是 能 控 的 和 能 观测 的 , 那么 离散 时 间 系 统 P, 保持 能 
控 性 和 能 观测 性 的 条 件 是 采样 周期 + 是 非 病态 的 , 即 矩 阵 4 不 存在 两 个 特征 值 A 和 A; 满 
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_2lry-—1 


T 


1=1,2,.… 


证 明 ”证 明 参 见 相关 文献 [33], 这 里 从 略 . 这 个 结论 可 以 推广 到 非 均匀 采样 数据 系统 . 
9.1.3 ”连续 时 间 系 统 的 重 构 问题 


对 于 给 定 的 采样 周期 r, 从 连续 时 间 模 型 P 可 以 得 到 唯一 的 离散 时 间 模 型 P., 即 从 连 
续 系统 (9.1.1) 得 到 的 离散 系统 (9.1.2) 是 唯一 的 , 因为 从 式 (9.1.3)~ 式 (9.1.4) 可 知 , 从 连续 
时 间 系 统 的 参数 A 和 B 可 以 计算 出 唯一 的 离散 系统 参数 G- 和 F., 离散 系统 的 参数 C 和 
D 与 连续 系统 的 相同 . 

从 离散 时 间 模 型 P. 恢复 连续 时 间 模 型 P 的 过 程 称 为 连续 时 间 系 统 重 构 (Reconstruc- 
tion). 连续 时 间 系 统 重 构 就 是 从 离散 模型 P. (Gr, Fr, C, D) 恢复 连续 时 间 模 型 P(A, B,C, D). 
因为 连续 系统 的 参数 C 和 D 与 离散 系统 的 相同 , 所 以 连续 时 间 系 统 重 构 任务 就 是 从 矩阵 
G, 和 五 确定 矩阵 4 和 B. 

从 式 (9.1.3) FIR (9.1.4) 可 知 , 连续 系统 重 构 的 关键 就 是 确定 矩阵 A, 一 旦 确定 了 A, 那 
Z B 可 以 通过 下 式 计算 : 


B= ji exp(agdl p. (9.1.5) 


因为 矩阵 指数 的 积分 总 是 可 逆 的 . 

确定 4 的 关键 就 是 找 矩 阵 A 的 特征 值 , 即 连续 系统 P 传递 矩阵 C(sI— A) 1B + D 的 
极点 回 . 根据 谱 映射 定理 2.3.5, f(s) = es 是 整个 复 平面 上 的 解析 函数 (Analytic Function), 
F(A) 的 特征 值 等 于 函数 f(s) 在 A 的 特征 值 点 的 值 . 根据 式 (9.1.3), 可 知 A 的 特征 值 X[4] 
与 G, 的 特征 值 X[G-] 有 如 下 关系 : 


NGr] = 6^7, ¿=1,2,... ,n. 


因为 es 是 以 j2z 为 周期 的 周期 函数 , BH es+i2r = es, j = VZ, 所 以 A 的 可 能 特征 值 为 
j2kr 
T 
其 中 Z 为 整数 集 , In{ 和 i[G7]} 为 LaofXi[G-]} 的 主 对 数 (Principal Logarithm), 幅 角 满足 -r < 

arg(X,[G-]) < z. 
定义 矩阵 A 的 特征 值 集合 : 


Big, = {= mgala) $ sici 2m RE z} . (9.1.6) 


NU = ZLn(xMilG,]) = L h(XN[G,]) + ke Z, 


利用 扩展 奈 奎 斯 特 一 香农 采样 定理 与 恢复 定理 8.2.2 可 知 , 根据 式 (9.1.4), 如 果 知 道 4 的 
特征 值 都 是 实数 , 那么 G+ 的 特征 值 也 都 是 实数 . 这 可 以 帮助 我 们 从 集合 Eig, 中 消除 实 特 
征 值 元 + In{ 和 [G7]} (i = 1,2,… ,n) 外 的 所 有 元 . 在 这 种 实 特征 值 情况 下 , 和 矩阵 4 的 特征 值 
可 以 唯一 地 从 其 对 应 的 单个 离散 时 间 模 型 P. 或 G, 确定 . 
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当 和 矩阵 A 有 复 特征 值 时 , 假设 知道 特征 值 [4] 的 虚 部 上 界 oao, 即 
Im(A[A]) < wma i= 1,2m, 


那么 只 要 采样 足够 快 (采样 频率 ws 大 于 wmax), 矩阵 4 可 以 从 其 对 应 的 单个 离散 时 间 模 型 
P, 确定 . 

事实 上 , 如 果 采 样 周期 + 满足 + < r/wmax BF, P 是 可 重 构 的 , 因为 使 用 上 界 可 以 确定 
集合 Eig, 只 包含 n 个 元 . 这 就 是 我 们 陈述 的 扩展 奈 硅 斯 特 一 香农 采样 定理 . 因此 , 如 果 没 
有 其 他 信息 (如 系统 极点 位 置 ), 连续 时 间 系 统 P 是 不 可 能 从 其 对 应 的 单个 离散 时 间 模 型 P. 
唯一 确定 . 这 里 的 单个 离散 时 间 模 型 指 等 间隔 周期 采样 的 传统 离散 时 间 系 统 模型 已. 

最 近 的 研究 表明 回 , 对 于 特别 选择 的 n + 1 个 采样 周期 T, T2, Tmp 连续 时 间 模 型 
P (可 能 包含 复数 参数 ) 可 以 唯一 地 从 其 对 应 的 n+ 个 离散 时 间 模 型 已 (i = 1,2,… ,m + 1) 
EH, 从 n + 1 个 独立 离散 模型 恢复 连续 模型 的 原理 如 图 9.1.2 所 示 . 

使 用 离散 时 间 系 统 辨 识 技术 , 利用 系统 的 离散 输入 输出 数据 , 容易 辨识 出 不 同 采 样 周期 
时 的 离散 模型 的 参数 , 进而 可 以 从 n + 1 个 特定 采样 周期 的 离散 时 间 模 型 已 , 恢复 连续 时 间 
系统 模型 . 尽管 这 个 方法 可 行 , 但 代价 是 需要 n + 1 次 辨识 试验 获得 观测 数据 , 执行 n + 1 次 
辨识 算法 估计 参数 . 为 了 简化 这 个 过 程 , 一 个 自然 的 问题 是 , 能 否 采 用 特殊 的 采样 方式 , 从 一 
次 辨识 试验 中 获得 的 观测 数据 , 通过 辨识 得 到 的 离散 模型 , 就 可 以 恢复 连续 时 间 模 型 ? 答案 
是 肯定 的 , 这 就 是 下 面 要 讨论 的 非 均匀 周期 采样 离散 时 间 系 统 . 


Ti Ti Ti T) Tı 
- - Pa 
Ta Ta ... T2 Ta 
P, = P 
ki 
Tn+1 Tn+1 Tn+1 


图 9.1.2 n1 个 独立 不 同 采样 周期 离散 模型 恢复 连续 时 间 模 型 P 


我 们 提出 的 非 均匀 周期 采样 方案 (Non-uniformly Periodically Sampling Pattern) 如 图 
9.1.3 所 示 , 设 定 n + 1 个 采样 间隔 为 T, 72,…, man 它们 按照 图 中 的 方式 依次 在 每 个 框架 
AH T = n HTHH Tny = tn+1 上 进行 采样 . 在 这 样 的 采样 方案 下 , 可 以 从 获得 单个 离 
散 时 间 模 型 恢复 连续 时 间 模 型 , 因此 不 必 使 用 + 1 次 不 同 的 辨识 试验 . 


第 1 个 框架 周期 第 个 框架 周期 


Tı Ta ws Tntl Ti Ta 2 T, 


n+l 


t=0 h b t, T - kT kT+th kT+b kT+t, (k+1)T U t 
图 9.1.3 周期 非 均匀 采样 方案 产生 连续 时 间 模 型 P 


非 均 匀 采 样 导 致 多 率 采 样 数据 (Multirate Rate Sampled-Data) 系统 , 典型 情况 是 双 率 采 
样 数据 系统 , 我 们 提出 了 一 些 双 率 系统 参数 辨识 方法 19, 如 随机 梯度 算法 [59,s0、 递 推 最 
小 二 乘 算法 (81, 呆 、 递 推 增 广 最 小 二 乘 算 法 [sa 、 辅 助 模型 随机 梯度 算法 [56l 、 辅 助 模 型 递 
推 最 小 二 乘 算 法 [3, 纪 、 递 阶 辨识 方法 3.556970 提出 了 非 均 匀 多 率 采样 数据 系统 辨识 方 
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法 6.7485,89] 、 自 适应 控制 算法 B769 等 


9.22 ” 非 均 匀 周 期 采样 数据 系统 模型 


非 均 匀 周 期 采样 数据 系统 的 建 模 就 是 找 出 模型 Pa 的 输入 wu(kT + ti) 到 输出 y(kT + ti) 
的 映射 关系 . 非 均匀 周期 采样 数据 系统 原理 如 图 9.2.1 所 示 , 其 输入 刷新 输出 采样 方案 如 图 
9.1.3 所 示 , P 是 一 个 连续 时 间 过 程 , 见 定义 式 (9.1.1), H 和 S 分 别 为 非 均 匀 零 阶 保持 器 和 非 
均匀 采样 器 . 非 均 匀 零 阶 保 持 器 KH 具有 下 列 特性 : 
u(kT), kT<t<kT +t, 


u(kT +t), kT+ti <t<kT +t, 
u(t) = š 


u(kT +t,), kT+tn <t< (k+1)T, 


非 均匀 采样 器 S 实现 采样 y(kT + ti) = y(t) lekru; i = 0,1,::: n, k = 012…， 刷 
新 和 采样 间隔 (Updating and Sampling Intervals) 依次 为 {4,72,… ,Tn+1}, 刷新 和 采样 点 
为 t= kT + ti, T = m +T + + Tmp = tny 为 框架 周期 (Frame Period), to = 0, 
ti = tii + Tí = ntn tT. FEBRA u 在 第 个 框架 周期 [kT. (k + T) 上 ,在 
HTZ t = kT +t; (i =0,1, ,n) 刷新 nn 十 1 次 ,输出 y 在 第 大 个 框架 周期 [KT (k + 1)T) 上 ， 
在 时 刻 t= kT + t, 采样 n+1 次 . 这 就 是 非 均匀 周期 刷新 采样 方案 . 


图 9.2.1 非 均匀 周期 刷新 采样 方案 


下 面 推导 图 9.2.1 中 非 均匀 采样 数据 系统 的 数学 模型 , 即 建立 非 均匀 采样 输入 u(kT + ti) 
与 输出 yT + ti) 间 的 映射 关系 【6,85,90]. 
借鉴 8.2.4 节 的 连续 系统 离散 化 方法 , 令 to = kT, t = kT + ti, 从 式 (9.1.1) 可 得 


T+t. 


k i 
Z(kT + ti) =exp( Ati)z(kT) + | exp[A(kT + ti — s)]Bu(s)ds 
kT 
i pkT+tj 
=exp(Ati)z(kT) + >] exp[A(kT + ti — s)]Bdsu(kT + t;-1). 
j=S12ET+t;-1 


进行 变量 置换 + — kT + t; — s 得 到 


(ET + ti) = exp( Ati) (ET) + > exp[4( — t;)] r exp(At)dtBu(kT + tj-1) 
0 


j=1 
=Gis(kT) + Y exp[A(t, — t;)]F,,u(kT + tj-1), 
j=1 
其 中 
Gi:=exp(Ati) e R<, 1i=1,2,.… ,n + 1, 
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G:=Gnt1 = exp( AT) = exp(Atn+1) € R”””, 


F, =f ' exp(At)dtB € Rnxr. 
0 


定义 有 关 变 量 : 
F, :=exp( A(T — ti)) Fn = GG] Fn e R™", 
F:=[F, Fo, F, a] € Rnx@+Dr, 


u(kT) 
u(kT' + ta) 
AKT) := | UT + to) | € R@+Dr ( 非 均匀 堆积 输入 向 量 ). 


u(kT +tn) 
对 于 i=n+1, 有 
z(kT + T') ==(kT 十 如 +1) 
n+1 
=Gz(kT)+ > exp[A(T — t;)]F,,u(kT + t;-1) 
j=1 
= Gz(kT) + Fü(kT), 
采样 点 的 输出 为 
Y(kT + ti) = Cz(kT + tú) + Du(kT + ti) 
= CGiz(kT) + C[G,Gr`F,,, G,G7`F,,,::: , GiG] Fn] 
u(kT) 
u(kT + tı) 
i + Du(kT + ti) 
u(kT + t.-1) 
u(kT) 
u(kT + tı) 
=: CGix(kT) + [Di, Di2,- , Dü, D] : 
u(kT 十 万 -1) 
u(kT + ti) 
=: CGiz(kT) + H,ü(kT), 
其 中 


Dij :=CG,G7 F, e R<”, j=1,2,..,i, 
H,:=[Da, Di2, , Di, D,0,-.. ,0] e Rmx(n+Dr_ 


(9.2.1) 
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于 是 得 到 非 均匀 周期 采样 数据 系统 的 离散 数学 模型 : 


z((k+ 1)T) ti Zz(kT) 
y(kT) . u(kT) 
y(kT + t) G py D oss Qw $ wu(kT + ta) 
kT +t: ea kT +t: , 
y( $ 2) Ca | Da Do u( $ 2) 
; o. oa D 0 i 
u(kT + tn) C. |D. Di. Dan D u(kT + tn) 
或 
m(kT +T) G| F x(kT) 
n: (Sn) = Ghr) San) Gaa 
其 中 
C Cc 
CG. Ceexp(Ati) 
T:= | CG2 | = | Cexp(4b) ER"+ mxn 
CGn Cexp(Atn) 
E D 和 
Hı Dı D i 
H= H = Da Da = "I l e R(n+1)mx(n+1))r- 
' : š D 0 
Ha Da Da > Da D 
u(kT) 
y(kT + ti) 
g(kT):= | (KT + t2) | sRe+om ( 非 均匀 堆积 输出 向 量 ). 


y(kT 十 如 ) 


为 了 利用 离散 观测 数据 辨识 这 个 模型 的 参数 , 离散 模型 (9.2.2) 必须 是 能 控 和 能 观测 的 . 
下 面 研 究 离散 模型 (9.2.2) 的 能 控 性 和 能 观测 性 (Controllability and Observability). 


9.3 ”离散 时 间 系 统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


传统 单 率 采 样 数据 系统 离散 化 模型 保证 能 控 性 和 能 观测 性 的 条 件 是 采样 周期 是 非 病态 
的 . 对 非 均匀 周期 采样 数据 系统 (9.2.2) 而 言 , 结论 是 类 似 的 , 这 可 总 结 为 如 下 定理 . 

定理 9.3.1 “对 于 非 均匀 周期 采样 离散 时 间 系 统 Pa, 如 果 连 续 时 间 系 统 的 矩阵 4 没有 
两 个 特征 值 和 ; 和 A; 满足 等 式 


24TV 一 1 
` P 


M-A = y b= 193. (9.3.1) 
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那么 (C, A) 能 观测 意味 着 (T, G) 能 观测 , (A, B) 能 控 意 味 着 (G, F) 能 控 . 

证 明 ”证 明 类 似 于 文献 [33] 中 的 单 率 采样 数据 系统 的 证 明 . 相关 双 率 采样 数据 系统 和 
非 均匀 采样 数据 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 证 明 可 参见 文献 [70,91,92]. 

根据 定理 5.2.4 中 PBH 能 观测 性 判 据 可 知 , (C, A) 能 观测 意味 对 A 的 任意 特征 值 A, 
下 式 成 立 : 


rank "S g =m (9.3.2) 
定义 函数 
Ja exp(T's) — exp(TA) 


3 一 入 

它 是 一 个 解析 函数 , 因为 在 s = 和 处 的 极点 与 零点 对 消 了 . 根据 式 (9.3.1), 能 够 推断 f(s) 的 
零点 不 是 A 的 特征 值 . 因为 矩阵 f(A) 的 特征 值 等 于 函数 f(s) 在 A 的 特征 值 处 的 值 , 所 以 
s= 0 不 是 f(A) 的 特征 值 , 那么 f(A) 是 可 逆 的 . 根据 等 式 


exp(T's) — exp(TA) = f(s)(s — A), 
则 有 

G — oxp(TA)In = f(A)(A — AT 
注意 到 G 的 特征 值 是 expl TA). 因此 有 


XI. 一 4 
C 
( exp(T'À)I, — G ) ( f(A) 0 ) CG: 
党 0 T(a+1)m : 
CGn 
因为 
Tank ( f(A) G ) =(n+1)m+n, 
0 Ta+1m 


使 用 式 (9.3.2), 可 得 


exp(TÀ)I, — G 
rank ( p( 1 ) =n. 
这 意味 着 (T, G) 能 观测 . 能 控 性 证 明 是 类 似 的 , 这 里 从 略 . 
定理 9.3.1 说 明 框架 采样 周期 T 的 选择 对 保证 非 均 匀 周 期 采样 系统 的 能 控 性 和 能 观测 
性 是 十 分 重要 的 . 然而 , 即使 定理 9.3.1 的 条 件 不 满足 (BH T 是 病态 的 ), 我 们 也 可 以 适当 选 
择 采 样 点 t, 来 保证 Ph 的 能 控 性 和 能 观测 性 . 这 可 以 通过 下 面 的 例子 加 以 说 明 . 
考虑 一 个 二 阶 连续 系统 (n = 2), 其 参数 矩阵 为 


A= ( 0 Ar C = R, dl, a 0. 


一 ww 0 
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(C, A) 是 能 观测 的 , A 有 两 个 特征 值 +o /—1, 所 以 7 = 22 是 一 个 病态 采样 周期 . 这 个 系统 
的 转移 矩阵 为 


sin(wt) 
exp(At) = ( cosl) w J š 


一 wsin(wt) cos(wt) 


取 采 样 周期 + = =, 我 们 有 


oo = =Ü Ca 6) 


容易 看 到 对 于 均匀 采样 方案 , 传统 等 周期 采样 离散 时 间 系统 (C, Gr) 是 不 可 观测 的 , r= z 
是 一 个 病态 采样 周期 . 对 于 非 均匀 采样 方案 , 取 ni < Z. m Z-n m Z fn Tiv t2 


2m 


T+T = ta = r + 2 + Ts = — = T. 注意 到 框架 周期 7 是 病态 的 , za, təfil ts 都 是 病态 
的 . 考查 非 均匀 周期 采样 离散 系统 的 能 观测 性 , 计算 


sin(27) 
G =exp(AT) = ( cos) w J = ( NY: j: 


—wsin(2r) cos(27) 


sin(wn1) 
Gi =exp(Ari) = [ cos(oem) w ) ' 


—wsin(wT1) cos(w7n1) 


sin(7) 
oom- | oy )-( Pa j: 
—wsin(n) cos(7) 
计算 非 均 匀 周 期 采样 离散 系统 已 , 的 能 观测 性 矩阵 : 


0 


CG: cos(wT1) — 
Q. = r m CG2 Si 一 1 0 
° C pG: y cG = 1 0 
ca sin(w7n1) 
CGG cos(w71) — > 


=L 0 
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使 用 假设 0 <= < 党 有 rank[Q,] = 2 = n, 即 


c 
C'exp(Ati) 
° S xp( A 
rmk EA = ca =i 
C exp(Atı)exp( AT) 
C exp(At2) exp( AT) 
因此 (T, G) 是 能 观测 的 . 
这 个 定理 说 明 , 即使 框架 周期 T 是 病态 的 , 也 可 以 通过 选择 采样 间隔 +, 来 保证 离散 模 
型 P, 的 能 控 性 和 能 观测 性 换 名 话说 , 假设 连续 时 间 系 统 是 能 控 的 、 能 观测 的 , 采样 间隔 
TL, 72，…, Tn+1 中 有 一 个 是 非 病态 的 , 那么 非 均匀 周期 采样 离散 时 间 系 统 能 保留 能 控 性 和 能 
观测 性 . 一 个 更 一 般 的 结果 如 下 . 
定理 9.3.2 ”假设 连续 时 间 系 统 P 是 能 控 和 能 观测 的 , 对 于 图 9.1.3 的 非 均匀 周期 采样 
方案 和 任意 的 框架 周期 T, $ n = 72 = … = Ta =: ro, 如 果 比 值 一 一 Ta 是 无 理 数 , 那么 离散 
时 间 系 统 已 , 总 是 能 控 的 和 能 观测 的 , 不 管 框架 周期 T 和 采样 下 司 隔 7 是 否 是 病态 的 . 
这 个 定理 可 以 采用 与 文献 [93] 中 类 似 的 方法 加 以 证 明 . 定理 9.3.2 可 以 解读 为 , 只 要 
nn 十 1 个 采样 间隔 m, 72, …, ma 中 有 一 个 是 非 病态 的 , 或 者 有 两 个 采样 间隔 的 比值 是 无 理 
数 , 那么 离散 系统 保留 能 控 性 和 能 观测 性 . 


9.4 ”不同 采样 间隔 单 率 离散 模型 的 计算 


一 旦 我 们 利用 非 均匀 采样 数据 {ul(kT+ti), y(kT +t): 0 = 12... ,n+1, k=0,1,2,.…}, 
采用 某 种 方法 辨识 非 均 匀 采 样 离散 时 间 系 统 已 , 的 参数 矩阵 (G, F,T', H), 那么 一 个 自然 的 
问题 是 根据 P, 确定 采样 周期 为 7; 的 单 率 模型 , 共有 n 十 1 个 单 率 模型 P. 

为 了 从 离散 状态 空间 模型 已, 得 到 模型 P. , 我 们 需要 根据 式 (9.1.4), 从 (G, F,r, H) 计 
算 矩 阵 (Gr, Fr, C, D), 现 分 述 如 下 . 


9.4.1 #EB£ C 和 DD 的 计算 


根据 矩阵 P 和 H 的 结构 , 矩阵 C 可 以 直接 从 械 的 前 m 行 读 出 ,DD 从 五 的 (1,1) 块 
(BIRT m 行 前 7 列 ) 读 出 . 然而 , 矩阵 D 在 五 中 出 现 了 (n+1) 次 , 为 了 减 小 数值 误差 , 我 们 
取 它 们 的 平均 值 作为 D 的 估计 : 

i n+l 


D= H(im- 1 : im,ir 一 54 
rr (¿m —m + 1:im,ir—rT + 1 ::ir), 


其 中 H(i: j,p :9) 代表 五 的 第 ;到 7 行 ,第 p 到 9 列 的 子 矩 阵 . 
9.4.2 ”矩阵 Gn 的 计算 


使 用 工 和 G 构造 增 广 能 观测 性 矩阵 , 或 使 用 G 和 F 构造 增 广 能 控 性 矩阵 , 那么 使 用 
移 位 不 变 结构 (Shift Invariance Structure) 就 可 以 计算 出 矩阵 G- 下 面 讨论 计算 Gru 的 方 
法 ; 
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定义 增 广 能 观测 性 矩阵 (Extended Observability Matrix) 


C 
C exp(Atı) 
C exp(At2) 
Cexp(Atn) 

r CG 
— CG exp( Ati) 
— CGeexp(Ato) 

Q=] — — |= i ， 
— CG exp(At,) 
CG” exp(Atn+1) š 
CG! 
CGN exp(Atı) 
CG” exp(At2) 
CGN exp(Atn11) 
它 由 用 辨识 获得 的 矩阵 荆 和 G 构成 . 进一步 使 用 矩阵 Qo 中 的 元 构造 矩阵 
C exp(At;) 
CG exp(At,;) 
T;:= | CQ’ exp(Ati) | o<i<n+1, 
CGN exp( Ati) 
它 可 以 计算 得 到 . 注意 到 G = exp(Atn+1), 所 以 容易 得 到 
C 
CG 


T= CG? exp(Ati) = Toexp(Ati), 1<i<n+l1, 


CGN 
和 
C exp(Ati_1) exp( ATi) C exp(Ati-1) 
CG exp(Ati_1) exp(Ar7:i) CG exp(At;i_1) 
H2 CG? exp(Ati-ı)exp(Ari) | — | CG? exp(Ati-1) exp(Ar;) 
CG” exp(Ati_1) exp(Ari) CG exp(Ati_1) 


=I; rexp(Arz;), 1<i<n+1. 


使 用 能 观测 性 假设 , 以 及 采样 间隔 n 是 非 病态 的 , 矩阵 五 是 列 满 秩 的 (Full Column-Rank), 


N >n -1, 可 以 计算 出 exp(Ati) 和 exp(Ar;): 


exp(Ati) = (I9 To) TT ¿=1,2,... n, 


(9.4.1) 
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Grn = exp(Ari) = TË Ti) TED, i=1,2,… ,n+l, 


其 中 上 标 T 表示 转 置 . 
9.4.3 EBE F, 的 计算 

根据 式 (9.2.1) 中 F; 定义 , Fn 的 计算 式 如 下 : 

F,, =exp(— AT)G;F, = G-lexp(At;)F;, i=1,2,...,n, 

F, =G lexp(At,,1)F,1 = F,+1; 
Hp G #l P= [F Fo ,F,,1] 可 以 通过 辨识 得 到 , exp(Ati) 通过 式 (9.4.1) 计算 得 到 . 

值得 指出 的 是 , 从 非 均 匀 采 样 离散 模型 已 计算 得 到 单 率 模型 Po, 要 求 能 观测 性 和 T, 
列 满 秩 或 +, PI T 的 非 病态 假设 , 因为 我 们 期 望 单 率 模型 P. (Grn, Fu C, D) 也 是 能 控 的 , 尽 
管 已 , 能 控 性 不 需要 这 一 条 件 . 


9.5 ”连续 时 间 系 统 的 重 构 


通过 辨识 获得 非 均匀 周期 离散 时 间 模 型 Pa, 使 用 上 节 方 法 可 以 得 到 不 同 采样 周期 的 单 

率 模型 , 这 里 研究 如 何 从 这 些 单 率 离散 模型 P, (Gr, Fr, C, D) 重 构 连续 时 间 系 统 P, 以 及 
能 够 重 构 P 的 条 件 . 

如 何 选择 采样 间隔 z; 对 于 用 Py 重 构 P 十 分 重要 . 适当 选择 采样 间隔 7j, j = 1 2，… ,1， 

我 们 可 以 从 离散 时 间 模 型 的 参数 矩阵 Gr 唯一 地 确定 连续 系统 P 的 极点 , BIERE A 的 特征 

值 . 

根据 式 (9.1.6) TJAN, G7 给 出 A 的 可 能 特征 值 的 集合 : 


| j2kn . 

Bie, = [T into, + EE, £= e EEL n, kez}, j=1,2, =L (9.5.1) 
它们 中 的 每 一 个 包含 了 无 穷 多 个 A 的 特征 值 . 如 果 通 过 适当 选择 采样 间隔 r, 它们 的 交集 
(Intersection Set) 

Eig, N Eig,, NN Eign (9.5.2) 


正好 包含 ”个 元 , 那么 A 的 特征 值 能 够 重 构 , 问题 就 得 到 解决 . 很 明显 , 采样 间隔 在 连续 系 
统 重 构 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 这 可 总 结 为 如 下 定理 . 

定理 9.5.1 对 于 至 多 n+1 个 采样 间隔 r, j = 1,2,… ,n 十 1, 连续 系统 的 特征 值 Xi[4] 
可 以 唯一 地 从 式 (9.5.2) 重 构 的 条 件 是 存在 两 个 采样 间隔 之 比 万 /mr 是 无 理 数 . 

证 明 ”如 果 我 们 能 证 明 A 的 特征 值 交集 


Eiga (Big, MT Binas 


正好 包含 n 个 元 {j,k2,… ,An 那么 定理 9.5.1 的 结论 成 立 . 所 以 用 反 证 法 , 假设 不 成 立 ， 
存在 一 个 特征 值 y 不 在 这 个 集 里 面 , 也 就 是 它 不 同 于 集 {jv1,42,… ,Jn} 里 的 任意 一 个 . 根 
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据 Eig, 的 定义 , 存在 fi ingi efl2 n} I ki, k2, +, kn+1 € Z WE 


B= ha + i Hia + ZE = ia nn, 
因此 有 
Re(ua) = Re(u,,) = …… = Re(us,..)- 
这 说 明 jw, 中 有 两 个 必须 相等 , 不 失 一 般 性 , 假设 jv, = hia, 所 以 有 
2rkı _ 2rk2 
T T` 
由 于 假设 u 不 是 4 的 特征 值 , 因此 k 和 k 不 可 能 是 零 , 这 意味 着 比值 
T _ ki 
a ia 


是 一 个 有 理 数 . 这 是 相 矛 盾 的 , 所 以 定理 9.5.1 成 立 . 

一 旦 获得 A 的 特征 值 和 [4], 从 G, 计算 4 就 容易 了 . 下 面 给 出 一 种 从 G, 计算 4 的 
方法 . WREE A 有 n 个 不 同 的 特征 值 , 那么 G+ 也 有 n 个 不 同 的 特征 值 , 因为 r 是 非 病 
态 的 , G+ 和 4 分 享 相同 的 特征 向 量 . 令 T 是 由 G 的 特征 向 量 构成 的 矩阵 , 用 G 的 特征 
值 [G7] 构成 对 角 和 矩阵 


A 和 [G7] 
这 ;= Pas ) é 
An [G] 


则 有 i i 
A = -Ln|G;,] = —Ln[T AT -!] = -TLn[A] T 
* rad TF 


Ln(xi[G,])r 


=T 


ç mh. 
Ln(X,|[G-])!/ ) 
用 Ail A] 代替 Ln{ 和 [G7]}1/7 得 到 


A 和 1[A] 
A=T 网 T. 
AL [A] 


因为 G, 可 以 使 用 上 面 的 方法 得 到 (7 可 以 是 z; 中 任何 一 个 ), T 可 以 根据 G. 求 得 . 

WR A 不 可 对 角 化 , 但 是 A 和 G, 有 相同 的 约 当 结构 , 在 这 种 情况 下 , 读者 可 以 研究 从 
Gr 求 4 的 算法 . 

下 面 通过 例子 给 出 一 种 从 G, R 4 的 方法 . 假设 连续 系统 的 参数 矩阵 为 


as x]: 
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对 应 的 离散 模型 的 参数 矩阵 为 
cos(T) 一 sin(7) ) f 


G, = exp(Ar) = ( sin(7) cos(r) 


$ L, := diag[1,1] 是 一 个 2 阶 单位 阵 . 使 用 凯 莱 一 哈密 尔 顿 定理 3.4.1, 把 矩阵 LoG, 表示 
为 
LnG, = ao + a1G7. 


用 G, 的 特征 值 和 1,2 = cos(7) 土 jsin(7) = ez#ir 代替 上 式 中 的 G 得 到 


2kınj 十 jarg(eir)= ao + aie, T < arg(*) < z, 


2k2rj + jarg(e r) = ao ore Y, ki e€ Z. 
上 两 式 分 别 相 加 、 相 减 得 到 
2ka7j = 2ao + 2al cos(7), 
[2kar + 2arg(ei”)]j = 2a: sin(7)j. 
求 得 P 
ao = kaj 一 ce (yr L CD, 
_ kan + arg(eir) 
x sin(7) 


3 


WE e A ERE) 
T T 


jr T Sit 
-1 [ez eati jar + arg(e | L kan 十 ael (e7) F: sin(7) 


sin(7) TSsin(7 sin(7) cos(7) 
z katj 一 [kar + arg(ei7)] 
T \Nkar 十 arg(eijr) katj 
kaj _ kam + arg(eir) 
jas T T , 
kam + arg(ei”) kaj 
kad Ë 


因为 4 是 一 个 实 矩 阵 , 所 以 ks = 0. 因此 有 


0 _ kan + arg(eir) 
kan + arg(ei”) ia : 


0 
7 


Rr=n=1 r= + 10r +, 它们 之 比 为 无 理 数 ， 满足 定理 9.5.1 的 条 件 , 我 们 有 


0 _ ksn + arg(ei™:) 
= š Ti 
Ais ksn + arg(ei"™:) 2 


0 
Tr 


382 第 9 章 连续 时 间 系 统 从 其 离散 化 模型 的 重 构 


三 TA 
A= ker 十 arg(ei7?) 0 (9.5.3) 


T2 
因为 它们 表示 同一 个 系统 , 故 A = A, 即 
ksr + arg(eil0) — kém 十 arg(ei(l0r+r/6)) 


d _ ken + arg(el2) | 


10 10r 十 T/6 
或 
ksn + 10 —3z _ kez + z/6 
10  lOr+z/6` 


这 个 方程 上 唯一 的 整数 解 ks = 3、ke = 10. 因此 有 
Aa 
96 ”离散 系统 的 参数 辨识 算法 
前 两 节 假 设 非 均 匀 周 期 采样 离散 模型 参数 矩阵 (G, F,T', H) 已 知 时 , 讨论 了 不 同 采样 间 


隔 单 率 模型 参数 的 计算 方法 . 本 节 利用 非 均匀 采样 数据 , 研究 离散 模型 Pa 的 参数 辨识 方法 ， 
包括 状态 已 知 和 未 知 两 种 情形 . 相关 工作 见 文 献 [6,34, 66,69-71]. 


9.6.1 ”状态 已 知情 形 


考虑 到 实际 系统 经 常 受到 各 种 因素 的 干扰 , 引入 干扰 噪声 向 量 {w(kT),v(kT)}, 离散 模 
型 (9.2.2) 变 为 


. m(kT' +T) _[G|F Zz(kT) w(kT) 
Éi ( (kT) )-( T|H ) ( (KT) )+ (ir ) (9.6.1) 
定义 待 辩 识 的 参数 矩阵 9, 信息 向 量 po(kT), 广义 输出 向 量 Zo(kT) 和 噪声 向 量 E(kT) 
如 下 : 


| s ) € R(mn+m+n)x(nr+n+r), po(kT) = ( sua) ) E Rnrtn+r 


Zo(kT) = 人 e Rmn+m+n E(kT)= (| E Rmn+m+n_ 


离散 系统 (9.6.1) 可 以 写 为 线性 回归 模型 ， 
Zo(kT) = greo(kT) + E(kT). (9.6.2) 


在 输入 数据 (kT 十 三 )、 输 出 数据 JT + t). REAGE z(kT) 都 可 测量 得 到 , 且 信息 向 量 
gpo(kT) 是 持续 激励 的 前 提 下 , 则 可 以 通过 极 小 化 二 次 准则 函数 


k 
J(0) = 3 3 [Zo0T) - greoGTJ[Zo0T) - @"eo(T), 
j=1 
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+o 0 的 信号 妆 为 志和 到 
20L Dzon- O" po(T]PT) 


k Ë 
=- Y ZT) GT) + 0" PGT) GT) = 0 
j=1 j=1 


由 此 可 以 得 到 参数 矩阵 9 的 最 小 二 乘 估 计 (Least Squares Estimate, LSE): 


k WTR 
O(kT) = 2 PITNE an) P wonmzonl x (9.6.3) 
j=1 j=1 

为 了 避免 出 现 矩 阵 不 可 逆 , 这 里 假设 数据 长 度 > Le, L, >> dim 0 (L, 为 数据 长 度 , dim 0 为 
9 的 维 数 ). 在 观测 数据 可 得 到 时 , 即 Zo(kT) 和 go(kT) 已 知 时 , 数据 长 度 为 Le, 取 k = Le, 
由 上 式 可 以 计算 出 最 小 二 乘 估计 . 进一步 可 以 推导 出 辨识 参数 矩阵 9 的 递 推 最 小 二 乘 算法 
(Recursive Least Sqaures algorithm, RLS 算法 ) 

O(kT + T)= 0(kT) + Px(kT + T)e (kT)[ZZ(kT) — ez (kT)0(kT)J, (9.6.4) 


Po(kT)po(RT) PI (KT) Po(RT) 
1 + PERT)Po(RT) PORT) ' 


其 中 P,(kT) 为 参数 估计 误差 向 量 的 协 方差 阵 (Covariance Matrix), 0(kT) 为 参数 矩阵 9 在 
时 刻 t= kT 的 估计 . 根据 9 的 定义 式 , 以 及 获得 的 参数 估计 矩阵 ÔT), 可 以 从 ÔT) 中 读 
出 离散 模型 P, 参数 矩阵 (G, FP,T', H) 的 估计 (G(kT), P(kT),P(kT), B (kT)), BI 
Ĝ(kT) Ê(kT) 

1 Î(kT) H(kT) ) )= ôT). 
在 递 推算 法 中 , 初 值 通常 选择 为 

P(T)= 很 大 对 称 正 定 阵 , 如 已 T) = poInrintr， po = 108 六 1 

Ô(T) = 很 小 的 实 矩阵 , 如 0(T') = 1ç,-+n+r)x(mn-+-m-n) /Ppo+ 
9.6.2 ”状态 未 知情 形 


如 果 状 态 z(kT) 不 可 测 , 辨识 表达 式 (9.6.2) 中 信息 向 量 po(kT) 包含 了 未 知 状态 向 量 
z(kT), 所 以 最 小 二 乘 算 法 (9.6.4)~(9.6.5) 就 无 法 计算 出 9 的 估计 ÔT). 这 里 采用 递 阶 辨识 
原理 , 联合 状态 向 量 与 参数 矩阵 一 起 进行 估计 . 基本 思想 是 在 递 推 计 算 参 数 估计 时 , 信息 向 
量 po(kT) 中 的 未 知 状态 z(kT) 用 其 估计 人 (kT) 代替 , 进而 定义 po(kT) 和 Zo(kT) 的 估计 : 


_ /£(kT) ; _ (ê(kT+T) 

(kT) := (en) ， Ê(kT):= ( JET) ) f 
同样 地 , 在 计算 状态 估计 z(kT + T) 时 , 状态 估计 算法 中 未 知 参数 矩阵 9 也 用 其 估计 0(kT) 
代替 . 基于 这 个 思想 , 我 们 容易 推导 出 联合 参数 与 状态 估计 算法 , 它 包 含 了 两 个 耦合 的 子 算 


法 : 基于 状态 估计 的 参数 辨识 算法 和 基于 参数 估计 的 状态 估计 算法 , 二 者 进行 参数 和 状态 的 
交互 估计 . 这 可 称 为 基于 状态 估计 的 递 阶 参数 辨识 算法 . 


Py(kT + T) = Px(kT) — (9.6.5) 
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1. 基于 状态 估计 参数 辨识 算法 

系统 的 量 测 输 入 输出 数据 为 a(kT) 和 gT), 由 于 采用 递 推 计算 方案 , 设 在 时 刻 t = kT 

的 参数 估计 和 矩阵 ÔT) 已 经 得 到 ,上 = kT + T 及 过 去 的 状态 估计 向 量 êt) 已 经 在 状态 估 

计算 法 中 得 到 , 因此 式 (9.6.4)~ sÑ (9.6.5) 中 未 知 的 po(kT) 和 Zo(kT) 用 其 估计 (kT) 和 
Z(kT) 代替 , 便 得 到 估计 参数 矩阵 9 的 基于 状态 估计 的 参数 辨识 算法 : 

Ô(kT + T)= 0(kT) + P, (kT + T)@(kT)[Z*(kT) — ë" (kT)0(kT)|], (9.6.6) 

_ P. (KT)@(kT)ë"(kT)P,(kT) 


PAT + T) = PET) - Tr pT TT (9.6.7) 
@(kT) = Ei , (9.6.8) 
Ž(kT) = (5 ; (0.6.9) 
den= ( e Ael j. (9.6.10) 


2. 基于 参数 估计 的 状态 估计 算法 
根据 Kalman 滤波 原理 , 在 系统 参数 矩阵 (G, F, T, H) 已 知 时 , 下 列 Kalman 滤波 算法 
可 以 估计 状态 向 量 : 


$(kT + T) = Gé(kT) + Fa(kT) + Lo(kT)[Ņ(kT) — TE(kT) — Ha(kT)], (9.6.11) 
L2(kT) = GP,(kT)I"[R, + T P,(kT)rr*]-1, (9.6.12) 
P,(kT +T) = [G — L2(kT)TIPA(ET)GT + Ru. (9.6.13) 


对 于 未 知 参数 矩阵 (G, F, P, H), 我 们 用 参数 辨识 算法 (9.6.6)~(9.6.10) 中 获得 的 参数 估计 
ST _/ Ĝ(kT) Ê(kT) 
Fen=( Sn aan ) 
代替 式 (9.6.11)~ IÑ (9.6.13) 中 的 未 知 参数 矩阵 (G, F, P, H), 未 知 协 方差 阵 RR, 和 Ry 用 
其 估计 R (kT) 和 R,,(kT) 代替 , 便 得 到 估计 状态 向 量 z(kT + T) 的 基于 参数 估计 的 状态 
估计 算法 : 
£(kT + T)= G(kT)ë(kT) + F(kT)u(kT) 


+Ləoə(kT)[9(kT) — P(kT)é(kT) — H(kT)u(kT)], 9.6.14 
Lo(kT) = G(kT)P,;(kT)ËT(kT)[R,(kT)+ P(kT)P;(kT)PT(kT)] 1, 9.6.15 
P,(kT +T) = [Ĝ(kT) — Lo(kT)P'(kT)| P;(kT)GT(kT) + R,,(kT), 9.6.16 


k 
R,(kT + T) = z > IéGT + T) — G(kT + T)&G(T) — F (RT + T)a(¿T)] 


x[ê(iT + T) — G(kT + T)&(iT) — P(kT + T)a(¿T)]”, 9.6.17 


k 
Ñ,(kT' + T)= N DT) - ÊET + T)&(ë) — B (T + T)u (T) 


x[g(iT) — P(kT + T)$(¿T) — (kT + T)a(¿T)]", 9.6.18 
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其 中 L2(kT) e Rnx(mn+m) 和 P,(kT) e 有 "xm 分 别 为 状态 估计 算法 的 增益 向 量 和 协 方 差 阵 . 
联合 参数 与 状态 估计 算法 (9.6.6)~(9.6.10) 和 (9.6.14)~(9.6.18) 计算 状态 估计 和 参数 估 
计 的 计算 步骤 如 下 . 
(1) 初始 化 : 令 k = 1, 置 参数 估计 和 矩阵 初 值 


êT) = ( Pa wa ) = fark) ny Dü, 


状态 估计 向 量 初 值 £(T) = 1,,/po, 协 方差 阵 初 值 P. (T) = po, a+, P(T) = In, R,(T) = 
Imn+n, R,,(T) = In/po, po 是 一 个 很 大 的 常数 , 如 po = 105. 给 定 参 数 估计 精度 e. 

(2) 采集 输入 输出 数据 u(kT) 和 gT). 

(3) 由 式 (9.6.15) 计算 增益 向 量 Lo(kT), 由 式 (9.6.16) 计算 协 方差 阵 已 (kT + T), 由 式 
(9.6.14) 计算 状态 估计 向 量 £$(kT + T). 

(4) 通过 式 (9.6.8) 和 式 (9.6.9) 构成 估计 的 信息 向 量 p(kT) 和 估计 的 广义 输出 向 量 
Z(kT), 由 式 (9.6.7) 计算 协 方差 矩阵 P, (KT +T), 通过 式 (9.6.6) 刷新 参数 估计 矩阵 6(kT+T). 

(5) 由 式 (9.6.17) FIR (9.6.18) 计算 未 知 协 方差 阵 的 估计 R. (kT + T) 和 R,(kT + T). 

(6) 比较 0(kT + T) 和 09(kT), 若 0(kT + T) — 0(kT)|| < =, 结束 计算 , 得 到 参数 估计 矩 
阵 6(kT + T); 否则 大 增加 1, BHG k := k+ 1, AR (9.6.10) 中 参数 估计 矩阵 ÔT) 中 读 取 
参数 估计 (G(kT), Ê(kT), P (KT), H (kT)), 转 到 第 (2) 步 , 继续 进行 递 推 计算 . 

联合 参数 与 状态 估计 算法 (9.6.6)~(9.6.10) 和 (9.6.14)~(9.6.18) 是 随 增加 执行 递 阶 计 
算 , 因为 参数 估计 ÔT + T) 不 仅 依赖 先前 参数 估计 ÔT), 而 且 依赖 时 刻 t= kT + T 的 状 
态 估计 z(t); 同样 地 , 状态 估计 T+T) 不 仅 依赖 先前 状态 估计 êT), 而 且 依赖 先前 的 参 
数 估计 9(kT). 因此 , 这 可 称 为 非 均匀 周期 采样 系统 的 递 阶 辨识 (Hierarchical Identification) 

状态 估计 器 (9.6.14)~(9.6.18) 是 利用 参数 估计 代替 真 参数 , 根据 Kalman 滤波 原理 推导 
出 来 的 , 它 需要 计算 协 方差 阵 , 计算 量 大 . 为 减 小 计算 量 , 借助 状态 观测 器 设计 思想 和 梯度 搜 
R, 我 们 能 够 得 到 不 涉及 协 方差 阵 的 基于 参数 估计 的 随机 梯度 状态 估计 算法 : 

ê(kT + T) = G(kT)#(kT) + P(kT)a(kT) 


+p(kT)ËT(kT)[g(kT) — P(kT)#(kT) — H(kT)u(kT)], (9.6.19) 
其 中 收敛 因子 p(kT) 满足 
p(kT) > 0, S (KT) 三 665， SPET) < co. (9.6.20) 
k=1 k=1 


例如 , 当 所 有 变量 有 界 时 , 可 取 


1 
si SaR (9.6.21) 


p(kT) (cak+ca):” 2 


1 
Ern PODS 

状态 估计 在 系统 分 析 、 设 计 和 综合 中 是 十 分 有 用 的 , 如 状态 反馈 . 这 里 非 均匀 周期 采样 
系统 的 参数 与 状态 估计 算法 是 传统 单 率 采样 系统 B436,37,67,68,99 和 双 率 采样 数据 系统 的 直 
接 推广 [53,66,69,70l, 相关 的 非 线 性 状态 空间 系统 的 辨识 方法 可 参见 文献 [95-98]. 
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9.7 ”数值 仿真 例子 


考虑 图 9.2.1 的 连续 系统 , 其 连续 过 程 P 的 传递 函数 为 


5 十 0.8 
P(s) = Toss F08’ 
对 应 的 状态 空间 实现 为 


pi -( 798 70 )e0+ (3 JO 
y(t) = [1], 0.8]=(D. 


W t = v2 -1s t=1=Ts, I z =t s, n = 2 — 2 s. 离散 化 这 个 例子 系统 , 并 引入 干 
扰 噪 声 向 量 , 得 到 离散 时 间 模 型 : 
0.22659 —0.48086 
二 ( 0.60107 0.70745 ) s(n) 


0.15443 0.44665 u(kT) 
( 0.22129 0.14440 ) ( u(kT + ti) ) + wkT), 


T 1 f. T 
Ca en) =[ 0.93905 Ten ) (T) + 1 naest ù ) ( w, e ) TEUD): 
仿真 辨识 步骤 如 下 . 
(1) 使 用 MATLAB 中 的 idinput 函数 产生 零 均值 、 单位 方差 的 可 测 随 机 输入 信号 序列 作 
为 输入 信号 , 产生 两 个 不 相关 零 均 值 、 方差 为 o? = 0.102 的 噪声 序列 作为 w(kT) 和 v(kT), 
计算 系统 的 输出 和 状态 变量 . 
(2) 基于 获得 的 输入 输出 和 状态 数据 , 应 用 上 节 的 方法 辨识 这 个 例子 中 系统 离散 模型 已 
的 参数 , 参数 估计 误差 ó := ||0(kT) — 0||/ll0|| BE t = kT 变化 曲线 如 图 9.7.1 所 示 , |X|? := 
tr[X Xr], 9 为 真 参 数 , ÔT) 是 9 在 时 刻 t = kT 的 估计 , 数据 长 度 为 L。= 1000 时 的 参数 
估计 矩阵 0(L.T) 为 


é = 0.23336 —0.47827 a _ / 0415635 0.44578 
= ( 0.60267 0.71027 J’ = \ 0.22443 0.14320 J’ 
f = 1.00020 0.79904 ñ= 0.00466 0.00037 
~ \ 0.93456 0.47766 J’ À 0.40294 0.00125 /` 
矩阵 G 的 特征 值 为 


A[G] = {0.79877 + j0.26836, 0.79877 — j0.26836}. 


变化 矩阵 为 


T= —0.29544 + j0.59596 —0.29544 — j0.59596 
m 0.74669 0.74669 > 


9.7 ”数值 仿真 例子 


O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
kT/s 


9.7.1 参数 估计 误差 ó Bü t= kT 变化 曲线 
PEBE Â 的 特征 值 为 
{A1 [Â], A2[Â]} = (—0.39484 + j0.79505, —0.39484 — j0.79505). 


计算 得 到 连续 时 间 系 统 的 参数 矩阵 为 


a 和 [4] _1 í -0.78897 —0.79050 
A-7( A2[Â] T =| 099613 —0.00071 J’ 


T -1 
w z > n 0.99652 
B= ll ep [F(:,1) + F(:,2)] = O) i 


Ĉ = Î(1,:) = [1.00020, 0.79904], 
D = [A(1,1)+ H(2,2)]/2 = 0.00296. 
辨识 得 到 的 传递 函数 为 
P(s)=C[sI- ÂJ! Ê + D 
0.00296s? + 1.002s + 0.7956 
© s2 +0.7897s +0.788 ` 
图 9.7.2 绘 出 了 两 个 系统 P(s) 和 P(s) 的 阶 跃 响应 曲线 . 


1.5 


5 10 15 
t/s 


实 线 : P(s) 的 输出 ， 点 : 辨识 出 的 BP(s) 的 输出 
图 9.7.2 ARA P(s) 与 辨识 出 的 模型 户 (s) 的 阶 跃 响应 
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从 图 9.7.1 和 图 9.7.2 可 知 , 参数 估计 误差 ó 一 般 随 数据 长 度 k = Le 的 增加 而 减 小 , 辩 
识 得 到 的 传递 函数 户 (s) 的 阶 跃 响应 很 接近 原 系统 P(s) 的 阶 跃 响应 . 这 说 明 辨 识 得 到 的 模 
型 能 够 很 好 地 捕捉 系统 动态 , 能 够 获得 满意 的 效果 . 

对 于 未 知 参数 的 系统 , 通常 不 可 能 事先 知道 D 是 否 为 零 , 所 以 在 这 个 例子 中 我 们 必须 估 
ir D. 相反 , 如 果 知 道 D, 辨识 算法 就 不 必 估 计 D. 在 这 种 情形 下 , 辨识 得 到 的 传递 函数 为 

s + 0.7933 
52 + 0.7897s + 0.788 


P(s) 和 Py (s) 的 阶 跃 响应 如 图 9.7.3 所 示 , 它们 是 很 接近 的 . 


1.5 


Po(s) = 


n n" 
5 10 15 
t/s 


实 线 ，P(s) 的 输出 ， 点 : 辨识 出 的 2(s) 的 输出 
图 9.7.3 ARA P(s) 与 辨识 出 的 模型 P.(s) 的 阶 跃 响应 (D = 0 时 ) 
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符 号 

A 

adjoint matrix 
aggregation matrix 
anti-symmetric matrix 
associate matrix 
augmented matrix 
auxiliary matrix 

B 

band matrix 

bidiagonal matrix 
bounded matrix 

cC 

canonical form 

canonical matrix 
characteristic matrix 
circulant matrix 
coefficient matrix 
companion matrix 
complex matrix 

complex conjugate matrix 
control matrix 
controllability matrix 
correlation matrix 
covariance matrix 
cross-products matrix 

D 

derivative matrix 
diagonal matrix 
diagonally dominant matrix 
doubly stochastic matrix 
dynamic feedback matrix 
E 

echelon matrix 
elementary matrix 

F 


first-moment matrix 


说 明 


伴随 ( 矩 ) 阵 
集结 矩阵 
反对 称 ( 矩 ) 阵 
共 斩 转 置 (kE) PE 
W ERE 
辅助 矩阵 


带 状 矩阵 
两 对 角 线 矩阵 
有 界 矩 阵 


规范 型 

典型 矩阵 , 正则 和 矩阵 , 典型 阵 , 正则 阵 
特征 矩阵 , 本 征 和 矩阵 
轮换 矩阵 

系数 矩阵 

相伴 ( 矩 ) EE, 友 ( 矩 ) EE: 
复 和 矩阵 

SIEHE (4E) 阵 

控制 矩阵 

可 控 性 矩阵 

相关 系数 矩阵 , 相关 和 矩阵 
协 方差 矩阵 

交叉 乘积 矩阵 


导数 矩阵 
对 角 矩 阵 
对 角 占 优 矩 阵 
双 随 机 和 矩阵 
动态 反馈 和 矩阵 


梯 ( 矩 ) 阵 
初等 ( 矩 ) 阵 


一 阶 矩 矩阵 
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function matrix 

G 

generalized inverse matrix 
$ 

idempotent matrix 
identity matrix 
ill-conditioned matrix 
impulse response matrix 
indefinite matrix 
information matrix 
input matrix 

inverse matrix 

M 

mean matrix 

mean ergodic matrix 
measurement matrix 
moment matrix 
monomial matrix 
monotone matrix 

N 

negative matrix 
negative definite matrix 
nilpotent matrix 
nonnegative matrix 
nonsingular matrix 
non-square matrix 
normal matrix 

null matrix 

o 

observability matrix 
orthogonal matrix 
output matrix 

d 

partial matrix 
partitioned matrix 
permutation matrix 
positive matrix 
positive definite matrix 
product matrix 
projection matrix 

R 


random matrix 


功能 阵 ; 函数 (kE) 阵 
T ONE: 


TFE PE 

恒 等 矩 阵 (单位 阵 ) 

病态 ( 矩 ) 阵 

脉冲 响应 和 矩阵, 冲击 响应 阵 
不 定 ( 矩 ) 阵 

信息 矩阵 

输入 矩阵 

逆 矩 阵 , DERE 


平均 矩阵 

平均 遍历 矩阵 , 平均 各 态 历经 矩阵 

测量 矩阵 

- JEJERE, 如 second order moment matrix, 二 阶 矩 矩阵 
单项 ( 矩 ) 阵 

单调 矩阵 


负 定 矩阵 

负 定 (BE) BE 
FẸ ( 矩 ) 阵 
非 负 (4E) 阵 

【 数 】 非 奇异 矩阵 
非 方 ( 形 ) 矩阵 
正规 (AE) 阵 

零 矩 阵 


可 观测 性 矩阵 
正 交 矩阵 
输出 矩阵 


F ( 矩 ) 阵 

分 块 矩阵 

置换 矩阵 (排列 矩阵 ) 
正 ( 矩 ) 阵 

正定 (AE) 阵 

FR ( 矩 ) 阵 

投影 矩阵 , 射影 矩阵 


随机 和 矩阵 


real matrix 

rectangular matrix 
reflection matrix 
regression matrix 
resolvent matrix 
resultant matrix 
rotated factor matrix 

s 

sample variance matrix 
scalar matrix 
semi-definite matrix 
similar matrix 

singular matrix 

skew symmetric matrix 
sparse matrix 

spectral density matrix 
square matrix 

stability [stable] matrix 
standard form 

state space system matrix 
state transition matrix 
symmetric matrix 
symplectic matrix 
system matrix 

T 

transfer matrix 

transfer function matrix 
transformation matrix 
transition matrix 
transposed matrix 
triangular matrix 

triple diagonal matrix 
U 

unimodular matrix 
unipotent matrix 
unitary matrix 

upper triangular matrix 
w 

weight [weighing] matrix 


zero matrix 


X (EE) 阵 

和 矩形 (4) E, 长 方 (4) 阵 
反射 矩阵 

回归 (AE) 阵 

Tit kE BE: 

结 式 矩 阵 

旋转 因子 矩阵 


样本 方差 矩阵 
纯 量 (和 矩 ) 阵 

半 定 ( 矩 ) 阵 
相似 矩阵 

退化 (4E) BF, 降 秩 (4E) 阵 
斜 对 称 和 矩阵 

稀疏 (BE) 阵 

谱 密度 矩阵 

方 矩阵 , 矩形 矩阵 
【 力 ] 稳定 矩阵 
标准 形 
状态 空间 系统 矩阵 
状态 转移 矩阵 
对 称 和 矩阵 
辛 ( 矩 ) 阵 

系数 矩阵 


传递 和 矩阵 

传递 函数 矩阵 
变换 矩阵 

转移 矩阵 

转 置 矩阵 

三 角 阵 , 三 角形 矩阵 
三 对 角 线 矩阵 


么 模 ( 矩 ) 阵 
TAIERE, TERHERE 
E ( 矩 ) 阵 
ZAE 


(加 ) BOERE 
= (E) 阵 
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爱 克 曼 公式 , 252 


伴随 矩阵 , 13, 23, 336 
闭环 传递 函数 矩阵 ，133 

闭环 观测 器 , 256 

闭环 系统 传递 矩阵 ，132 

辨识 表达 式 , 353 

辨识 模型 , 353 

标量 系统 , 67, 68 

标准 形 , 104 

并 联 实现 , 107 

并 联 组 合 系统 的 传递 矩阵，225 


并 联 组 合 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 , 226 


并 联 组 合 系统 的 状态 空间 描述 , 224 
波 波 夫 方 法 , 310 

波 德 图 , 3 

不 可 约 传递 函数 的 能 控 性 实现 ,201 


不 能 控 子 系统 的 能 观测 性 结构 分 解 ，219 


不 稳定 性 , 302 
C 
采样 数据 系统 , 72 
采样 周期 , 323, 329, 331 
参考 输入 , 242 
参数 估计 , 254 
参数 矩阵 , 254 
参数 向 量 , 353 
插值 函数 , 342 
又 积 , 11 
长 除法 , 93 
传递 函数 , 59, 74, 211 
传递 函数 的 并 联 实现 , 108 
传递 函数 的 对 角 标准 形 实现 , 107 
传递 函数 的 观测 器 规范 型 实现 , 96 
传递 函数 的 能 观测 性 规范 型 实现 , 98 
传递 函数 的 能 控 性 规范 型 实现 , 94 
传递 函数 的 约 当 标准 形 实现 , 112 
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传递 函数 模型 ，74 

传递 函数 阵 , 130 

传递 矩阵 ,79, 130 

传递 算 子 , 75 

传递 算 子 模型 , 75 

串联 实现 , 117, 121 

串联 组 合 系统 的 传递 矩阵 , 223 
串联 组 合 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 ， 
串联 组 合 系统 的 状态 空间 描述 ,222 
串联 组 合 系统 的 状态 空间 模型 ，126 
纯 量 函数 的 不 定性 , 303 

纯 量 函 数 的 负 半 定性 , 303 

纯 量 函数 的 负 定 性 , 303 

纯 量 函数 的 正 半 定 性 , 303 

纯 量 函数 的 正定 性 , 302 


INDEX 


224 


存在 零 极点 对 消 的 传递 函数 能 控 性 实现 , 201 


D 
大 范围 渐 近 稳定 性 , 301 
单 模 阵 , 208 
单 输入 单 输出 系统 , 67, 102 
单位 反馈 前 向 通道 补偿 器 解 耦 ,291 
单位 后 移 算 子 , 322 
单位 矩阵 , 10 
单位 三 角 阵 , 28 
单位 阵 , 10, 25, 81, 165 
递 推 最 小 二 乘 算 法 , 358, 383 
点 积 , 11, 30 
典型 二 阶 系统 的 状态 空间 表达 , 58 
典型 二 阶 系统 输出 响应 , 156 
叠加 原理 , 68 
动态 系统 , 38, 67 
对 称 和 矩阵 , 30 
对 称 矩 阵 的 性 质 , 31 
对 称 阵 , 356 
对 角 标准 形 , 103 
对 角 标 准 形变 换 , 104 
对 角 和 矩阵 , 25 


对 角 和 矩阵 的 性 质 , 25 

对 角 优 势 矩阵 ,39 

对 角 阵 , 25, 166 

对 偶 性 系统 的 性 质 , 100 

多 变量 系统 , 67, 69 

多 输入 多 输出 系统 , 67, 102 


E 


二 次 型 函数 , 303 

二 次 准则 函数 , 354 

二 对 角 标 准 形 , 118 

二 对 角 标 准 形 能 控 性 实现 , 113, 114, 119 
二 阶 系 统 , 117, 246, 264 

二 阶 线性 时 变 系统 的 状态 空间 表达 , 60 


F 


反对 称 和 矩阵, 31 
反对 称 矩 阵 的 性 质 , 31 

反对 称 阵 , 31 

反 赫 米 特 矩阵 ，34 

反 赫 米 特 矩阵 的 性 质 , 34 

反馈 通道 补偿 器 解 耦 ,291 

反馈 组 合 系统 的 传递 矩阵 ，228 
反馈 组 合 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 , 229 
反馈 组 合 系统 的 状态 空间 描述 , 226 
反射 矩阵 ,36 

范 德 蒙 和 矩阵 ，36, 197 

方程 误差 模型 ，353 

方 阵 , 9 
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Ef EBE, 360 

E 负 定 阵 , 35 

FE 均匀 采样 数据 系统 , 72 

FE 奇异 矩阵 , 13, 81, 88, 251 

线性 时 变 多 输入 多 输出 离散 时 间 系 统 , 72 
E 线 性 时 变 多 输入 多 输出 连续 时 间 系 统 ，71 
FE 线性 系统 , 67 

线性 系统 稳定 性 , 310 

E 正 定 阵 , 35 


分 块 矩 阵 ，19 

分 块 矩阵 运算 , 20 
复数 与 共 斩 复数 ,33 
FEHER, 35 


负 定 矩 阵 , 35 


高 斯 消 元 法 , 13, 28 

哥 德 巴赫 猜想 , 56 
格拉 姆 能 观测 性 判 据 , 190 
格拉 姆 能 控 性 判 据 , 186 
根 轨迹 法 , 2 

根 轨迹 方法 , 2 

公平 矩阵 , 173 

共 斩 复数 , 33 
HARBOE, 41 

共 斩 矩阵 ，33 

FEITE RERE, 33 
FEATH AERE, 33 
观测 器 , 256 
观测 器 的 传递 函数 , 257 
观测 器 的 设计 步骤 , 258 
观测 器 规范 型 , 94, 260 
观测 器 规范 型 实现 , 78, 96 
观测 器 增益 向 量 , 256, 260 
广义 范 德 蒙 矩 阵 ，36 
广义 范 德 蒙 矩 阵 的 行列 式 ,， 36 
广义 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 , 13 
广义 道 , 14 

广义 双 线 性 变换 , 341 
规范 方程 , 354 

规范 型 , 104 
规范 型 的 对 偶 性 , 100 


海 赛 矩阵 ,38 
赫 米 特 矩 阵 ，34 
胡 尔 维 茨 矩阵 , 37, 85 
胡 尔 维 茨 判 据 , 1 
恢复 定理 , 342 
J 
基于 参数 估计 的 状态 估计 算法 , 384 
积分 方法 , 146, 147 
极点 , 343, 349 
极点 配置 , 237 
极点 配置 方法 , 242 
级 数 公 式 , 164 
加 权 递 推 最 小 二 乘 算法 , 363 
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渐 近 稳定 , 301 
渐 近 稳定 性 , 301 
降 维 观测 器 , 254, 279 
降 维 状态 观测 器 , 279 
交换 律 , 12 
阶 跃 不 变 Z-S 变换 , 321, 340, 343, 349 
阶 跃 不 变 变 换 , 331, 332 
阶 跃 不 变 离散 化 , 326 
阶 跃 响应 不 变 变换 , 330 
静态 系统 , 67 
矩阵 ,9 
矩阵 乘法 , 11 
矩阵 乘法 的 性 质 , 12 
矩阵 的 定义 ,9 
矩阵 的 谱 定义 ,44 
矩阵 对 数 ,26 
矩阵 分 解 ,28 
矩阵 广义 逆 , 14 
矩阵 迹 的 性 质 , 45 
矩阵 加 减法 , 10 
矩阵 加 减法 的 性 质 , 11 
矩阵 谱 的 性 质 , 44 
矩阵 求 逆 引 理 ， 47, 355, 358 
矩阵 因子 分 解 ,28 
矩阵 指数 , 26-28, 145 
矩阵 指数 函数 ,143 
矩阵 秩 的 性 质 , 44, 86 

K 
卡尔 曼 参 数 估 计算 法 , 362 
卡尔 曼 滤波 参数 估计 算法 , 363 
卡尔 曼 滤波 器 , 360 
卡尔 曼 滤波 算法 , 361, 362 
开放 问题 , 122, 238, 244, 252, 257, 262 
开 环 状态 观测 器 , 254 
BLE 一 哈密 尔 顿 定理 , 82, 90 
柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 , 13 
可 交换 矩阵 ,11，12 
可 交换 矩阵 定理 , 40 
可 交换 阵 和 的 转移 矩阵 , 152, 170 
TAERE, 92 
可 逆 矩 阵 的 性 质 ,14 
克拉 索 夫 斯 基 定理 , 310 


克拉 索 夫 斯 基 方法 , 310 

控制 器 规范 型 , 76, 88, 194, 195, 251 
控制 器 规范 型 实现 , 90 

块 单位 阵 , 171 

块 对 角 和 矩阵 ,20 

HAJH PERITE, 20 

块 对 角 阵 的 转移 矩阵 ，153 

块 矩 阵 内 积 , 18 

块 矩 阵 求 逆 引 理 ，47, 48 

块 矩阵 星 Kronecker 积 , 19 

块 矩 阵 星 积 , 18 

扩展 克拉 索 夫 斯 基 定 理 ,，312 
PERENS 一 香农 采样 定理 , 323, 338 
TERENS 一 香农 采样 定理 与 恢复 定理 
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工 
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拉 普 拉 斯 变换 的 定义 , 155 

拉 普 拉 斯 变换 方法 , 145, 148 

拉 普 拉 斯 反 变换 , 156 

拉 普 拉 斯 算 子 , 59, 74, 75 

劳 斯 判 据 , 1 

劳 斯 稳定 判 据 , 3 

离散 化 , 332 

离散 时 间 系 统 , 67, 72, 74 

离散 时 间 状 态 空间 模型 , 329, 331, 337 

离散 系统 , 67 

离线 辨识 , 355 

李 雅 普 诺 夫 不 稳定 性 定理 , 310 

李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 , 308 

李 雅 普 诺 夫 函 数 , 308 

李 雅 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 性 , 301 

李 雅 普 诺 夫 主 稳定 性 定理 , 308 

连续 时 间 系 统 , 67, 74 

连续 时 间 状 态 空间 模型 , 329, 331 

连续 系统 , 67 

列 向 量 , 10 

零 阶 保持 器 , 326, 331, 348 

FER, 10, 25 

零 输 入 响应 , 143 

留 数 , 343, 349 

龙 伯 格 观测 器 , 256 


Ë, 370 


卢 厄 意 法 , 310 
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马 可 夫 参数 , 93 
麦克 斯 韦 方 程 组 , 2 

脉冲 不 变 Z-S 变换 , 321, 340, 343 
脉冲 不 变 变 换 , 330 
脉冲 不 变 离散 化 , 324, 329 
脉冲 响应 不 变 变 换 , 332 
满 秩 , 92 

宕 等 反 和 矩阵 ,173 

备 等 矩阵 , 39, 173 
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备 级 数 , 16 

寡 级 数 方法 ，142 

宕 零 矩 阵 ,38, 174 
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能 观测 性 格拉 姆 矩阵 , 190 
能 观测 性 规范 型 , 97 

能 观测 性 规范 型 实现 , 98 
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输出 反馈 , 252 

输出 反馈 表达 式 , 252 


稳定 性 、 渐 近 稳 定性 和 不 稳定 性 的 图 示 , 302 
稳定 性 判 据 , 1 

误差 传递 函数 矩阵 , 132 

误差 传递 矩阵 ,133, 135 

误差 平方 积分 准则 函数 , 255 

误差 平方 时 间 积 分 准则 函数 , 256 


输出 方程 , 329 >< 
输出 函数 能 控 性 , 186 西 尔 维 斯 特 准则 , 303 
输出 解 , 329 稀疏 矩阵 ， 10 

输出 能 控 性 , 186 系统 辨识 , 4 


输出 能 控 性 矩阵 ，187 
输出 能 控 性 矩阵 秩 判 据 ，187 


系统 不 可 控 , 185 
系统 不 能 控 , 185 


输出 稳定 , 304 系统 参数 矩阵 ，329 
输出 系数 和 矩阵， 69 系统 矩阵 ,69, 306 
输出 向 量 , 69 系统 可 达 , 186 
输入 输出 系数 矩阵 ，69 系统 可 控 , 185 
输入 系数 矩阵 ,69 系统 能 观测 , 190 
输入 向 量 , 69 系统 能 控 , 185 
舒 尔 补 , 21, 232 下 三 角 阵 , 28 
舒 尔 不 等 式 , 40 线性 变换 , 81, 88 
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古人 十 年 磨 一 剑 , 而 我 研究 《现代 控制 理论 》 CAO HRR. 三 十 余年 来 , 在 学 习 和 翻阅 
我 国 现代 控制 理论 教材 时 , 总 感到 忱 惜 和 不 完美 , 一 些 措辞 不 准 、 不 妥 和 错误 时 常 出 现 , 所 以 
我 决定 编写 一 部 《现代 控制 理论 》 教 材 . 在 准备 写作 素材 时 , 查阅 了 一 些 国内 外 资料 , 吸取 其 
中 精华 , 在 撰写 与 发 表 自己 研究 之 所 见 时 [6,2426-28,39], 一 部 书 即将 成 型 , 在 与 众多 学 生 多 年 
交互 教学 实践 中 , 几经 修改 、 补 充 、 完 善 , 时 至 今日 定稿 之 时 , 每 当 我 拿 起 细 读 , 总 感到 学 界 
认为 如 此 成 熟 的 现代 控制 理论 要 准确 表达 起 来 时 又 是 那么 难 ( 书 中 一 些 不 当 之 处 在 所 难免 ， 
敬 请 读者 批评 指正 ). 这 也 使 我 对 如 此 成 熟 的 《现代 控制 理论 》 教 材 存在 的 一 些 错误 能 给 予 更 
多 的 理解 , 同时 希望 本 书 能 吸取 众 书 所 长 , 在 准确 表达 现代 控制 理论 上 尽 已 微薄 之 力 . 

在 逝去 的 岁月 里 , 在 学 术 的 道路 上 , 作者 得 到 了 很 多 学 术 前 辈 、 学 术 朋友 的 支持 和 帮助 ， 
本 书 的 出 版 得 到 江南 大 学 领导 和 同事 的 支持 , 在 此 表示 感谢 . 在 该 书 出 版 之 际 , 作者 要 感谢 
江南 大 学 《现代 控制 理论 》 课 程 任课 教师 崔 宝 同 教授 、 楼 旭 阳 博士 、 刘 艳 君 博士 、 姜 顺 博士 
提出 的 宝贵 意见 , 感谢 湖北 工业 大 学 武 明 虎 教授 、 廖 冬 初 教授 、 赵 熙 临 博士 、 常 雨 芳 博士 、 徐 
光辉 博士 、 潘 健 教授 、 青 岛 科技 大 学 刘 喜 梅 教授 、 赵 彤 教授 、 北 京 石油 化 工学 院 戴 波 教授 、 
北京 工商 大 学 魏 伟 博士 等 提出 的 宝贵 意见 . 感谢 作者 的 博士 生 和 硕士 研究 生 徐 玲 、 李 俊 红 、 
王 艳 娇 、 马 兴 云 、 EJIE, 沈冰 冰 、 汪 学 海 、 刘 沁 瑶 、 张 霄 、 陈 梦 婷 、 徐 欢 、 岑 婷 等 为 本 书 所 
做 的 工作 和 校对 . 同时 向 那些 默默 无 闻 的 支持 者 表示 感谢 ! 

本 书 的 出 版 得 到 国家 特色 专业 、 江 苏 省 品牌 专业 建设 经 费 的 支持 , 得 到 “十 三 五 ”江苏 
省 高 等 学 校 重点 教材 立项 资助 . 最 后 感谢 江南 大 学 物 联网 工程 学 院 院 长 谢 林 柏 教授 、 副 院 长 
能 伟 丽 教授 对 出 版 专著 和 教材 的 大 力 支持 ， 本 书 的 出 版 得 到 作者 家 人 的 支持 ， 特 别 是 母亲 
卢 立 珍 那 种 朴素 、 勤 劳 、 贤 惠 的 伟大 形象 永远 铭记 在 我 心中 , 父亲 丁 国 佐 那 种 吃苦 耐劳 的 精 
神 , 以 及 他 的 远见 卓识 和 博大 胸怀 一 直 感 染 着 我 , 他 对 儿女 的 教育 和 对 报效 祖国 的 理解 令 人 
钦佩 , 他 是 中 国教 师 、 中 国 农民 和 所 有 劳动 者 的 楷模 ! 

下 面 以 作者 对 科学 的 感受 作为 后 记 的 结束 语 . 

1. 科学 生命 

科学 是 我 的 第 一 生命 . 


2013 年 10 月 07 日 星期 一 
2. 人 生 醒 悟 
为 科学 进步 、 为 国家 发 展 、 为 人 类 幸福 、 为 爱人 所 爱 . 
2004 年 04 月 15 日 星期 四 
3. 兴趣 乐趣 
科学 研究 是 一 件 很 快乐 的 事 . 
2005 年 04 月 18 日 星期 一 
4. MEAR 


一 生 的 追求 就 是 您 , 是 您 使 我 忘我 、 使 我 享受 快乐 
和 幸福 、 em eee) 
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2007 年 11 月 20 日 星期 二 
5. 永恒 的 真理 
长 久 和 专注 地 对 同一 个 问题 的 深入 思考 是 科学 发 现 的 源泉 . 
2010 年 01 月 05 日 星期 二 
6. Beauty and love 
Papers are the carrier of passion and innovation! 
Papers can nourish your heart like roses and loves! 
Writing papers is enjoyable just like making loves! 
You come here, and then joy and happiness will surround you! 
Writing papers is a very simple thing! 
2013 年 03 月 28 日 星期 四 
7. Z-S 变换 小 插曲 
有 关 Z-S 变换 要 追溯 笔者 大 学 时 期 的 1983 年 , 源 于 文献 [40] 和 教 笔 者 电路 课 的 
严 炳 南 老 师 的 工作 “ 拉 氏 变换 和 Z 变换 间 的 一 个 反 演 公式 及 其 应 用 ”[], 笔者 对 这 
个 重要 的 反 演 公式 特别 有 兴趣 , 经 过 多 年 思考 , 将 其 发 展 为 Z-S 变换 , 初步 结果 写 进 
了 笔者 1994 年 的 博士 学 位 论文 “时 变 参数 系统 辨识 及 其 应 用 ”中 291, 1995 年 部 分 结 
R “Z-S 变换 及 其 应 用 ”发 表 在 《控制 与 决策 》 上 BI 这 个 Z-s 变换 十 分 完美 , 在 脉 
冲 信号 输入 下 连续 系统 在 采样 点 的 输出 等 于 离散 系统 的 输出 , 但 致命 的 是 离散 时 间 系 
统 的 增益 不 等 于 连续 时 间 系 统 的 增益 , 因为 这 个 离散 化 是 采用 脉冲 输入 的 缘故 , 所 以 
后 来 我 们 将 这 个 变换 称 为 脉冲 不 变 Z-S 变换 . 
实际 中 计算 机 控制 系统 经 常 采用 的 是 基于 零 阶 保持 器 的 阶 跃 不 变 离散 化 , 它 能 保 
证 离散 时 间 系 统 的 增益 等 于 连续 时 间 系 统 的 增益 . 又 经 过 多 年 思考 和 研究 , 于 2005 年 
9 月 26 日 周一 , 在 加 拿 大 埃 德 蒙 顿 阿尔 伯 塔 大 学 (University of Alberta, Edmonton) 
办 公 室 工 作 到 凌晨 1:00 才 回 家 休息 , 到 2 点 多 还 难以 入 睡 , 又 打开 床 头 台灯 , 拿 起 备 
在 床 边 的 纸 和 笔 , 开始 推导 一 个 思考 了 20 余年 的 有 关 Z-S 变换 问题 , 推导 了 脉冲 输 
入 的 Z-S 变换 ; 那天 的 推导 有 了 重大 突破 , 终于 证 明了 阶 跃 响应 不 变 的 Z-S 变换 . 十 
分 高 兴 , 大 约 到 凌晨 4 点 才 休息 , ET 2 个 多 小 时 , 很 兴奋 , 到 6 点 多 醒 来 , 继续 .… …: 
后 来 将 系列 研究 结果 总 结 为 脉冲 不 变 Z-S 变换 、 阶 跃 不 变 Z-S 变换 , 还 有 斜坡 
不 变 Z-S 变换 等 , 使 这 些 变换 得 到 统一 , 明确 了 其 适用 范围 . 又 在 过 了 10 余年 的 今 
R, 我 们 首次 将 这 些 结果 写 进 即将 出 版 的 《现代 控制 理论 》 中 , 一 些 相关 结果 将 陆续 
公布 到 国内 外 学 术 刊 物 上 31.32]. 


2017 年 05 月 18 日 星期 四 

8. 写作 经 验 分 享 
在 这 里 我 们 简要 回顾 一 下 几 个 重要 成 果 在 国际 期 刊 上 发 表 的 历程 . 尽管 笔者 是 
清华 大 学 优秀 博士 论文 获得 者 , 在 攻读 博士 学 位 期 间 , 也 先后 提出 了 一 些 重要 辨识 理 
念 和 方法 , 可 将 其 公布 到 国际 著名 期 刊 上 还 是 博士 毕业 10 年 后 2004 年 的 事情 . 笔 
者 2002 年 6 月 28 日 从 清华 大 学 赴 加 拿 大 Edmonton 的 University of Alberta ( 阿 
尔 伯 塔 大 学 ) 作 博士 后 和 研究 员 , 开始 全 身心 从 事 系 统 辨识 研究 、 英 文 论文 写作 , 于 
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10. 


Td 


12. 


2004 年 和 2005 年 先后 将 “辅助 模型 辨识 思想 ”和 “ 递 阶 辨识 原理 ”的 4 篇 研究 论文 
发 表 在 国际 权威 期 刊 Automatica 48-49 和 IEEE Transactions on Automatic Control 
555,56] F. 为 了 让 “多 新 息 辨 识 理论 ”能 以 Regular Paper 论文 形式 发 表 在 国际 权威 
期 刊 上 , 笔者 在 2005 年 10 月 22 日 离开 加 拿 大 前 夕 , 才 开 始 撰写 这 篇 多 新 息 辨识 论 
X, 因为 那 时 英文 写作 训练 已 有 3 年 多 , 写作 水 平 有 大 幅度 提高 , 已 经 具备 20 篇 SCI 
国际 期 刊 论文 的 写作 经 验 和 写作 技巧 , 8825 BJ r RURAR EK “Performance analysis 
of multi-innovation gradient type identification methods” 最 终 以 Regular Paper 形式 
发 表 在 国际 权威 期 刊 Automatica 2007 年 第 1 期 上 BI. 这 说 明 写作 技巧 和 论文 内 容 
都 同等 重要 
尽管 多 新 息 辨识 方法 是 笔者 独创 的 , 但 要 在 国际 权威 期 刊 上 发 表 , 在 写作 上 必须 
下 一 番 大 工夫 , 必须 在 论文 的 引言 (Introduction) 中 陈述 论文 写作 的 动机 (Motivation) 
和 重要 性 , 写作 动机 与 论文 内 容 一 样 重要 , 这 是 论文 发 表 的 基本 要 求 , 国际 权威 期 刊 
上 Regular Paper 更 是 如 此 ， 为 此 , 我 们 思考 了 很 久 , 为 这 篇 多 新 息 辨 识 论 文 写 了 
Introduction, 写 这 个 Motivation 的 难度 不 亚 于 论文 内 容 . 
2015 年 8 月 26 日 星期 三 


. 奇妙 公式 
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奇妙 三 角形 
0x9+1 =1 
1x8+1=9 1x9+2 =11 
12x 8 +2=98 12x9+3 =111 
123 x 8 + 3 = 987 123x 9+4 =1111 
1234 x 8 + 4 = 9876 1234 x 9+5 =11111 
12345 x 8 + 5 = 98765 12345 x 9+6 =111111 
123456 x 8 + 6 = 987654 123456 x 9+7 = 1111111 
1234567 x 8 + 7 = 9876543 1234567 x 9+8 =11111111 


12345678 x 8 + 8 = 98765432 12345678 x 9+9 = 111111111 
123456789 x 8 + 9 = 987654321 123456789 x 9 + 10 = 1111111111 


13. 育 妙 三 角形 


9x9+7=88 
98 x 9 + 6 = 888 
987 x 9 + 5 = 8888 
9876 x 9 + 4 = 88888 
98765 x 9 + 3 = 888888 
987654 x 9 + 2 = 8888888 
9876543 x 9 + 1 = 88888888 
98765432 x 9 + 0 = 888888888 
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1x1=1 
11 x 11 =121 
111 x 111 = 12321 
1111 x 1111 = 1234321 
11111 x 11111 = 123454321 
111111 x 111111 = 12345654321 


1111111 x 1111111 = 1234567654321 


11111111 x 11111111 = 123456787654321 
111111111 x 111111111 = 12345678987654321 
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